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Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 


9 
o~u 


fu 
2+ oo + Bu = 0. 


CL ~ 


Von Dr. H. Weser in Hermerserc. 


Die Lésung einer betriichtlichen Anzahl physikalischer Probleme 
hiingt bekanntlich ab von der rah der Gleichung: 
Cu 
at + 5 =" 
so die Theorie der Bewegung der Wiirme in cylindrischen Riumen, 
die unendlich kleinen Bewegungen einer Fliissigkeit in cylindrischen 
Gefiissen, die transversalen Schwingungen gespannter Membranen und 
elastischer Platten. 
Die Art und Weise aber, wie in diesen Problemen die Integration 


‘4+ ku = 0, 


jener Gleichung gefordert wird, ist eine eigenthiimliche, und in eini- 


gen Punkten wesentlich verschieden von der Aufgabe der Integration 
anderer partieller Differentialgleichungen wie z. B. der Potentialglei- 
chung, oder der Gleichung, welche die kleinste Oberfliiche bestimmt. 

In der Regel niimlich ist die Constante /, welche in der vorlie- 
genden Gleichung enthalten ist, nicht von vorn herein gegeben, son- 
dern dieselbe soll nach vollfiihrter Integration so bestimmt werden, 
dass das Integral gewissen Grenzbedingungen geniigt, welche, allge- 
mein zu reden, d. h. bei beliebigen Werthen von k mit der Differen- 
tialgleichung unvertriiglich sind, z. B. dass das Integral oder dessen 
nach der Normale genommener Differentialquotient an einer geschlos- 
senen Curve gleich Null sei ohne identisch gleich Null zu sein. Da- 
durch ist / im Allgemeinen als Wurzel einer noch zu suchenden transcen- 
denten Gleichung bestimmt. Die Gesammtheit der unendlich vielen 
Lisungen, welche auf diese Weise, derselben Grenzbedingung gemiiss, 
bestimmt worden sind, soll dann sak Hiilfe gewisser constanten ( ‘od 
ficienten so zu einer unendlichen Reihe gruppirt werden, dass durch 
dieselbe eine willkiirliche Function von zwei Verlndvelbihen , on 
Anfangszustand, dargestellt werde. 
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2 Ueber die Integration einer partiellen Differentialgleichung. 


Die Lésbarkeit dieser durch die Physik gestellten Aufgaben setzt 
nun gewisse allgemeine Eigenschaften der Integrale jener Gleichung 
voraus, welche eine gewisse Analogie derselben mit den trigonometri- 
schen Functionen erkennen lassen, in welche sie auch geradezu iiber- 
gehen, wenn man sich auf eine unabhiingige Variable beschriinkt. 
Dieses eigenthiimliche Verhalten der Integrale ohne Riicksicht auf 
besondere Probleme zu untersuchen, ist der niichste Zweck dieses Auf- 
satzes. Die Mittel und Wege der Untersuchung sind im Wesentlichen 
Ou 
cy* 
wandt hat*), fiihren aber vielfach zu anderen Resultaten. 


2 
. . : . . o~u 
dieselben, die Riemann bei der Gleichung amt + = 0 ange- 


Die Méglichkeit der wirklichen Ausfiihrung der Integration hingt 
natiirlich hauptsichlich von der Beschaffenheit der Begrenzung ab. 
In den Fiillen, in welchen die Aufstellung der Integrale bis jetzt 
gelungen ist, wird die Begrenzung gebildet durch ein Rechteck, wo- 
hei die Integrale durch trigonometrische Functionen darstellbar sind, 


- oder durch einen Kreis, wobei die Integrale durch die Bessel’- 


schen Functionen und durch trigonometrische Functionen ausdriickbar 
sind. Ich habe nun im zweiten Theile meiner Arbeit nach anderen 
Formen der Begrenzung gesucht, bei denen ein iihnliches Verfahren 
zum Ziele fiihren kénnte und dabei hat sich die Begrenzung durch 
confocale Kegelschnitte ergeben. Fiir den Fall confocaler Parabeln 
liisst sich die definitive Form der Integrale durch hypergeometrische 
Reihen oder bestimmte Integrale darstellen, wihrend im Falle confo- 
ealer Ellipsen ich mich damit begniigen musste, das Problem auf 
gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung zuriickzufiihren, 
da es mir nicht gelang, die Lésungen dieser Gleichungen durch Rei- 
hen, die einem iibersichtlichen Gesetze folgen, auszudriicken. 

Als ich diese Abhandlung fast vollendet hatte, gelangte ich zur 
Kenntniss einer Untersuchung von Mathieu im neuesten Bande des 
Liouville’schen Journals, wo er sich mit der Integration fiir ellip- 
tische Begrenzung beschiiftigt. Die Integration ist dort durch Reihen 
bewerkstelligt, von denen mit grossem Fleisse eine betriichtliche An- 
zahl Glieder berechnet sind, fiir welche aber ebenfalls kein allgemei- 
nes Gesetz angegeben ist. Diese Untersuchungen mdgen daher fiir 
den Physiker immerhin von grossem Werthe sein, mathematisch aber 
scheint mir das Problem dadurch der Lésung wenig niiher gebracht 
zu sein, als durch die Aufstellung der gewéhnlichen Differentialglei- 
chungen selbst. 


*) Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer veriinder- 
lichen complexen Grésse. 
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~ Ueber die Integration einer partiellen Differentialgleichung. 3 


§. 1. 


Ich beginne die Untersuchung mit der Entwickelung eines Satzes 
liber die Stetigkeit einer Function «, welche der Differentialgleichung 
- ot u eu : 

1 : : 2 = 
(1) cat + 5g + Bu = 0 


. 


gentigt, welcher ganz analog ist einem Satze iiber die Integrale der 

Gleichung = +. es = 0, den Riemann im 10'" Abschnitt seiner 
Ox oy? 

Doctordissertation bewiesen hat. 

Die Grundlage dieses Satzes bildet das bekannte Theorem: 

Sind X, Y zwei Functionen von «,y, welche innerhalb eines be- 
grenzten Stiickes der x y-Ebene nicht in Linien unstetig sind und in 
einzelnen Punkten nur so uustetig werden, dass mit der Entfernung @ 
eines veriinderlichen Punktes vom Unstetigkeitspunkt zugleich @ X und 
o Y wnendlich klein werden, so ist: 


P "(ax oY = *(y Ox roy , 
(2) If & 4 ay ) ip ae ww | (X55 +1 3p) ds. 


Die Integration auf der linken Seite erstreckt sich iiber das Innere, 
die auf der rechten Seite iiber die Begrenzung des Flichenstiicks, in 
welchem X und Y die Bedingungen der Stetigkeit erfiillen. Dabei 
bedeutet @p die Differentiation nach der nach innen gerichteten Nor- 
male, ds das Element der Begrenzung, so positiv gerechnet, dass die 
innere Normale zu ds so liegt, wie die positive y-Axe zur positiven 
x - Axe. 

Dies vorausgesetzt verstehen wir unter uw und v zwei Functionen, 
welche der Differentialgleichung (1) geniigen, und setzen: 


r Ov Ou r Ov Ou 
X = u —v ‘ Y=ux —v7»> 
Ox Ox oy oy 
ox oY , (Av ev , (u Cu 
a + 7 = 2+ ro) Clas + Aye) ~ 0. 
C4 oy Cx cy 0x oY 


Setzen wir voraus, dass + mit seinen ersten Derivirten im Innern einer 
Fliche 7 durchaus stetig, und in derselben Fliiche w nur in ein- 


‘ i Ou - pas “ 
zelnea Punkten und nur so unstetig sei, dass 0 — gleichzeitig mit der 
t=] ? Ce 5 5 


Entfernung @ eines variablen Punktes vom Unstetigkeitspunkt unend- 
lich klein werde, dass endlich an jeder beliebigen Linie / im Innern 


_ 7 2° os 7 ° s- OF 
der Fliiche 7' die Derivirten von « nach der Normale dieser Linie, an? ab- 


gesehen von einzelnen Punkten, zu beiden Seiten der Linie / einander 

gleich seien, so ist das Theorem (2) anwendbar auf die Flache 7, 

was man sofort einsieht, wenn man die Unstetigkeitspunkte durch 

Kreise mit dem Radius @, die Unstetigkeitslinien durch andere Curven 

4 zuerst von der Fliche 7' ausschliesst, und darauf die Radien @ dieser 
1* 








4 Ueber die Integration einer partiellen Differentialgleichung. 


Kreise unendlich klein werden, die Curven 4 beiderseits den Unstetig- 
keitslinien sich unendlich anniihern liisst*). Man gelangt alsdann zu 
der Gleichung: 


(3 | ("; : vin )ds = (), 
. Op Cop 


Ist v in einem Punkt im Innern der Fliiche unstetig, so muss dieser 
Punkt durch eine beliebige geschlossene Curve von dem Flichenstiick 
ausgeschlossen werden, und diese Curve zur Begrenzung zugezogen 
werden; oder: das Integral (3) iiber die Begrenzung einer Fliche 
erstreckt, in welcher v an einer Stelle unstetig wird, iindert seinen 
Werth nicht, wenn die Begrenzung beliebig eingeengt wird, ohne dass 
der Unstetigkeitspunkt von v ausgeschlossen wird. 

Wir suchen nun fiir v ein geeignetes partikuliires Integral der 
Gleichung (1), welches an einer Stelle unstetig wird. Ein solches 
erhalten wir durch die Voraussetzung, dass v allein abhiingig sein soll 
von der Entfernung eines veriinderlichen Punktes wy und eines festen 





Punktes ,y,, also von 
= V («- -dy)” + (Y—%)? - 
Transformirt man die Gleichung (1) auf Polar-Coordinaten, deren Mit- 
telpunkt «,y, ist, so erhilt man unter dieser Voraussetzung fiir v eine 
gewohnliche Differentialgleichung 2‘ Ordnung, diejenige Gleichung, 
deren eines partikulires Integral die Bessel’sche Function der O'e* 
Ordnung Ji») ist. Diese Function ist aber fiir alle Werthe von @ 
stetig, also fiir unseren Zweck nicht brauchbar. Die Gleichung hat 
aber noch eine andere partikuliire Liésung, welche fiir @ = 0 unend- 
lich wird, welcher Herr C. Neumann die Form gegeben hat:**) e 
Yio = Jie) log ko + Ey . 
wo J die Bessel’sche Function 0'* Ordnung, also eine durchaus 
stetige Function mit stetigen Derivirten, E"’ ebenfalls eine durchaus 
stetige Function mit stetigen Derivirten, welche durch die immer con- 
vergente Reihe: 
Ey = 205 -4da +455 — ---) 


oder durch das bestimmte Integral: 


to 


a 
Ee = = “a ®) log (4 cos? @) da 
0 
ausgedriickt werden kann. 
Diese Function Yio soll nun an die Stelle von v in die Gleichung 
(3) eingesetzt werden, und es ergibt sich dann, dass das Integral auf 


*) Vrgl. Riemann l. ec. §. 10. 
— r rm ° = ° ie ‘ = 
**) Neumann, Theorie der Bessel’schen Functionen. Leipzig 1867. 
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der linken Seite von (3), ausgedehnt iiber eine beliebige, den Punkt 

X»Yy einschliessende Curve, gleich ist demselben Integral iiber einen 

Kreis, dessen Mittelpunkt in x,y, liegt, und dessen Radius r ist. Dieses 

letztere Integral tiber den Kreis wird nun, da an der Peripherie des 
r (0) ‘ r0 


- ° r(0) ‘ ¢ ° 
Kreises } und = constant sind: 
Op Ce 


Vu Py A * = 
4 _(é un) | vi “en | | 
(4) is. uds Yes, Op ds. 


Oy 
setzt, und sie auf die Fliiche des Kreises anwendet mit Riicksicht auf (1): 


fs “Vids = i {{ udady. 
Op 


e e e 
Liisst man nun 7 sehr klein werden, so kann man unter die Integral- 
zeichen an die Stelle von « den Werth w, setzen, den diese Function 
im Punkt «,y, annimmt, und dann ergibt sich fiir das Integral (4): 

Wor 
tf kr) ¢ 70) = 
— - a. 2aru, — Yunkran. 
Und liisst man nun r in O iibergehen, so werden alle Glieder unend- 
5 ? 

lich klein bis auf ein einziges, welches den Werth erhiilt: 


' ‘ , ‘ ° , Ou , Ou 
Nun ergibt die Gleichung (2), wenn man darin X =>? 
e \ oo 


2 
— sy, 
. r(0) - : 
wie aus der Bedeutung von Y  hervorgeht. Demnach erhilt man die 
Gleichuug :*) 


, (0) 
iF 1 710) OU 0 Y(k@) : 
(5) ly = 5— J (3 kop — "Op ds, 


wo das Integral rechts zu erstrecken ist iiber die Begrenzung eines 
den Punkt 2, y, einschliessenden Flichenstiickes, in welchem w die 
oben aufgestellten Stetigkeitsbedingungen erfiillt. 

Diese Gleichung ist ganz ebenso gebildet und gestattet die niim- 
lichen Schliisse, wie die von Riemann fiir die Lésungen der Gleichung 
po oar a = (0 aufgestellte, nur ist der dort vorkommende Logarithmus 
hier durch die Function Y° vertreten. Die Gleichung (5) kénnte nur fiir 
solche Punkte x,y, ungiiltig sein, in denen «, unstetig ist; da sie aber 
in unmittelbarer Nihe solcher Punktedurchaus giiltig ist, so k6nnen wir 
mit Riicksgicht auf die Bildungsweise der Differentialquotienten der Func- 
tion Y“’, welche simmtlich nur unendlich werden kénnen, wenn g ver- 
schwindet, und sich sonst mit «,y,) stetig indern, den Satz aussprechen: 

Wenn in einem endlichen Theile der xy-Ebene die 
Function w den Bedingungen geniigt, dass: 


*) Fiir den Fall dreier unabhiingiger Variablen ist eine entsprechende Formel 
von Helmholtz abgeleitet. Crelle’s Journal Bd. 57, S. 23. 
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1) die Punkte, in welchen die Differentialgleichung 
car + 5 + Hu =0 nicht befriedigt ist, keine Flichen- 
theile, 

2) die Punkte, in welchen w unstetig wird, keine Li- 

nien stetig erfiillen, 

mit der Entfernung og eines verinderlichen Punktes 


nes 


von einem Unstetigkeitspunkte oo unendlich klein 
wird, *) 
4) lings allen Linien / die Differentialquotienten von 
wu nach den Normalen dieser Linien, abgesehen von 
einzelnen Punkten, beiderseits gleich und nicht un- 
endlich sind, 
bei wu eine durch Abinderung ihres Werthes in ein- 
zelnen Punkten hebbare Unstetigkeit ausgeschlos- 
sen ist, 
so ist nothwendig die Function uw nebst allen ihren Differen- 
tialquotienten fiir alle Punkte im Innern dieser Fliche end- 
lich und stetig. 


ov 


Diese Schlussweise ist durchaus nicht an die Voraussetzung gebun- 
den, dass i reell sei. Nur «x,y sind natiirlich auf reelle Werthe be- 
schriankt; / kann beliebig complex, also beispielsweise auch kh? negativ 
sein; und auch der von Riemann behandelte Fall / =O ist hierin 
enthalten. Denn bedenkt man, dass die ganze Betrachtung in nichts 
geindert wird, wenn man zu Y“’’ die mit einem beliebigen constanten 
Factor multiplicirte Function Tito hinzufiigt, so erkennt man, dass die 
Function Y°"’ fiir den speciellen Fall 7: == 0 geradezu in log @ iiber- 
geht, also die Gleichung (5) in die von Riemann aufgestellte. 

§. 2. 

Unter der Voraussetzung eines reellen / liisst sich, ebenfalls nach 
Riemann’s Methode,**) der Satz nachweisen: 

Ist w mit seinen ersten Derivirten nicht an einer Linie 
unstetig, so kann auch nicht an einer Linie w und Null 


sein, wenn nicht w tiberhaupt = 0 ist. 


*) Genau genommen ist nur erforderlich, dass auf einer mit dem Radius o 
um den Unstetigkeitspunkt beschriebenen Kreisperipherie keine auch noch so kurze 


‘ 7 ‘ . ow. ‘ : 
Strecke existirt, in welcher sich e7 mit abnehmendem oe einer von 0 verschie- 
@ 


denen Grenze niihert. 
*) lc. §. 11. . 
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Um diesen Satz nachzuweisen, verbindet man mit der der Differen- 
tialgleichung (1) des vorigen Paragraphen geniigenden Function w eine 
zweite Function @, welche der Gleichung: 


® ea Co 
6 == Q 
(0) wae tz yf? ; 
geniigt. Setzt man nun in der Gleichung (2) des vorigen Paragraphen 
= eo _ Ou , a) Ou 
X=u-—@o, » Yo=u — oz 
Cx Cnr oy oy 
ox oY ‘Ca Co Ou Ou > 
= u >) — @ ; 4) = 2 ue 
oe + ay = "(3a + oy) oat + oy) = + Bao, 


so ergibt sich: 


(7) k? | uoadxdy = — ("55 am wc) de. 
, e/e ” op oP 


. — ou . ee ‘ i 
Ist nun an einer Linie « und ©“ = O, und w in der Nihe dieser Linie 
Op ? 


von 0 verschieden, so kann man ein Flachenstiick construiren, in wel- 
chem w sein Zeichen nicht wechselt, welches keine Punkte einschliesst, 
in denen w oder seine ersten Derivirten unstetig werden, und welches 
begrenzt ist, einerseits von jener Linie, andererseits von einem Kreis- 
bogen, mit dem Radius 7, dessen Mittelpunkt nicht in diesem Flichen- 
stiick liegt. Auf dieses Flichenstiick kann dann die Gleichung (7) 
angewandt werden, wo auf der rechten Seite der Theil des Integrals, 
in dem w und - = ( sind, fortfaillt und nur das Integral iiber den 


rs 


Kreisbogen iibrig bleibt. Bezeichnet man mit @ und @ die Polar- 
coordinaten in Bezug auf den Mittelpunkt des Kreisbogens, so kann 


man setzen: 


Q 0@ 0@ 
o= log Soa =<—_—- >. = ? 
r Op an) 


so dass o am Kreisbogen verschwindet, und erhiilt dann aus der 


Gleichung (7): 
}2 | } ulog ® dxdy = fw dg. 
e e 7 e/ 


Nun hat der Voraussetzung nach w in beiden Integralen durchaus das- 


selbe Vorzeichen; log © 


ist in dem Doppelintegral fortwiihrend nega- 
tiv, so dass, wenn k? positiv ist, die obige Gleichung einen Wider- 
spruch enthilt, der nur durch die Annahme w =O gehoben werden 
kann, was der zu beweisende Satz ist. 

Daraus ergeben sich nun einige Folgerungen, unter der Voraus- 
setzung, dass Unstetigkeiten von w und seiner Differentialquotienten 
lings Linien, und, was in Zukunft immer stillschweigend angenommen 
werden soll, Unstetigkeiten von wu, die durch Abinderung eines ein- 
zelnen Werthes von w gehoben werden kénnen, ausgeschlossen sind; 
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. OW yn : , 
1) Wenn die Werthe von w und . lings einer endlichen, wenn 


auch noch so kleinen Linie gegeben sind, so ist dadurch w iiberhaupt 
gegeben. 

2) Wenn w in einem Flichentheil = 0 ist, so muss w iiberhaupt 
= 0 sein. 

Einen anderen constanten Werth kann w in einem Flichentheil 
nicht haben, weil dann die Differentialgleichung (1) nicht erfiillt wiire. 

3) Wenn an einer Linie wu = 0 ist, so scheidet diese Linie Fliichen- 
theile wo w positiv ist, von Fliichentheilen wo w negativ ist. 

Oder: Wenn die Function w in einer Linie ein Maximum oder 
Minimum erhilt, in dem Sinne, dass an einer Linie nach beiden Seiten 
die Werthe der Function entweder abfallen oder ansteigen, so kann 
dieses Maximum oder Minimum zwar liings der Linie constant, aber 
nicht = 0 sein. 


>» 2 
S. ”. 


Die zuletzt nachgewiesene Kigenschaft der Function w begriindet 
schon einen wesentlichen Unterschied der Differentialgleichung (1) und 
der gewohnlichen Potentialgleichung. Noch mehr tritt aber dieser 
Unterschied hervor in den jetzt zu beweisenden Siitzen, welche eine 
allgemeine Analogie der Function «w mit den periodischen Functionen 
darthun, immer unter der Voraussetzung, dass / reell sei. 

Transformirt man die Differentialgleichung (1) durch Kinfiihrung 
von Polarcoordinaten +, gm mit dem beliebigen Mittelpunkt x, y,, so 
nimmt dieselbe nach bekannten Regeln die Gestalt an: 
or Aan 
(8) = 


a a + K?r?u =O. 

Nimmt man nun wieder an, dass w und seine ersten Differentialquo- 
tienten nicht an einer Linie unstetig sind, so kann man die Gleichung 
(8) iiber einen Kreis integriren, auf welchem w und seine Derivirten 
r setzt: 


i’ 
15 


nicht unendlich werden, und erhiilt, wenn man zur Abkiirzw 
2n 
fudyo =a, 
b 


zur Bestimmung von @ die Ditferentialgleichung: 
4. 0@ 
Or, ; 
¢ , ¢ 242g —— 
(9) tra +?Proa=0, 
eine Gleichung, die sich durch die Bessel’ schen Functionen integriren 
lisst, und das allgemeine Integral hat: 


(10) o=Adg, + BYay. 


. 
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Ist nun w mit seinen Differentialquotienten im Innern des Kreises vom 
Radius 7 nirgends unstetig, so kann man in (10) die Constanten A 


und 2 dadurch bestimmen, dass man + = 0 setzt, und erhiilt, da 
(0) riO) . 
Jw) = | ; Yo = oo ist: 
= ——_ 
DB = QO A = 22 oy 


wo uw, den Werth von « im Mittelpunkte «, y, des Kreises bedeutet. 

Dadurch gelangt man zu der Gleichung: 

(0 1 cP 
(11) Uy Jur = x ud 
0 

Diese Gleichung, welche den Werth von w in einem beliebigen Punkte 
durch ein iiber einen Kreis mit diesem Punkte als Mittelpunkt genom- 
menes Integral ausdriickt, bleibt giiltig fiir beliebige Radien 7 dieses 
Kreises, welche nur nicht so gross genommen werden diirfen, dass 
in den Kreis Punkte eintreten, in denen die Differentialquotienten von 
uw unstetig werden. Unter dieser Voraussetzung sollen nun aus der 
Gleichung (11) einige Schliisse gezogen werden. 

Nehmen wir zuniichst an, es sei #% =O, so ist fiir jeden um 
diesen Punkt als Mittelpunkt gelegten Kreis: 


22 
. 


/ udg = 0. 


e 
v0 


Es muss also auf jedem solchen Kreis « wenigstens zweimal das Zei- 
chen wechseln, mithin durch 0 gehen, d.h. durch einen Punkt, in 
welchem «=O ist, geht mindestens eine Linie, in welcher u = 0 
ist. Die Punkte also, in welchen w verschwindet, miissen auf Linien 
stetig vertheilt sein. Es liisst sich aber wieder nicht schliessen, dass 
die Punkte, in denen w einen constanten Werth hat, auf Linien stetig 
vertheilt sein miissen; es kénnen sowohl Punkte als Linien des Maxi- 
mums oder Minimums vorkommen, wie schon das Beispiel der Func- 
tion J kr) zeigt. 

Die transcendente Gleichung: 


oe 

Jis) = 0 
hat bekanntlich unendlich viele, aber nur reelle Wurzeln, von denen 

? ; 
die kleinste nach den von Bessel berechneten Tafelu*) den Werth 
hat: 

® = 2, 4051.... 
Nimmt man also an, dass das Gebiet, in welchem w die mehr- 

fach erwiihnten Stetigkeitsbedingungen erfiillt, eine solche Ausdeh- 


*) Abhandlungen der mathematischen Classe der Berliner Akademie 1824. 
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nung habe, dass sich in demselben ein Kreis mit dem Radius = 5‘ 


legen liisst, so ist iiber die Peripherie dieses Kreises: 


2a 
ry 


/ udp =. 
e 

0” 
Daraus folgt, dass an einem solchen Kreise die Function « mindestens 
an zwei Stellen durch Null hindurchgehen muss; es muss also jeder 
0 ist 
k ? 
wenigstens eine Linie durchschneiden, an welcher «== 0 ist, voraus- 
gesetzt, dass nur kein Theil der Kreisfliiche iiber das Gebiet der Stetig- 
keit von w hinausreicht. LErfillt daher w die Stetigkeitsbedingungen 
in der ganzen unendlichen Ebene, so folgt, dass in diesem Falle die 


Kreis, dessen Radius = wo auch sein Mittelpunkt liegen mag, 


unendliche Ebene in Felder getheilt sein muss, deren Ausdehnung 
wenigstens in einer Richtung endlich ist, in welchen wv abwechselnd 
das positive und das negative Vorzeichen hat, und welche durch Linien 
von einander getrennt sind, in welchen « verschwindet. 
Setzt man in der Gleichung (11) 
2H 
“u = po | udg 

‘ 
so ist wv’ ein Werth, welchen die Function « auf dem Kreise, iiber 
den das Integral auf der rechten Seite genommen ist, mindestens ein- 
mal annimmt. Die Gleichung: 


‘o) 


. ¢ == Dkr) 
zeigt dann, dass, soweit die Gleichung (11) giiltig bleibt, von jedem 
Punkte «, y, aus wenigstens eine nicht in sich zuriicklaufende Linie 
gezogen werden kann, auf welcher, abgesehen von einem constanten 
Factor «, die Function « dieselben Werthe in derselben Reihenfolge 
annimmt, wie die Function Jikr) mit wachsendem 7+. 

Ist der Punkt «, y, ein solcher, in welchem w ein Maximum oder 
Minimum erreicht, so werden wenigstens in der niichsten Umgebung 
dieses Punktes geschlossene Linien um denselben gelegt werden koén- 
nen, an denen w constant ist. In soweit dieses der Fall ist, werden 
auf diesen Linien die Werthe von « gerade so aufeinander folgen, wie 
die Werthe von 7{?),, wenn + den Abstand eines hestimmten Punktes 
einer solchen Curve von dem Punkte 2, y, bedeutet. Es gibt dies 
namentlich in den Fillen ein anschauliches Bild von dem Verlauf der 
Function «, wenn die Stetigkeitsbedingungen in der ganzen unend- 
lichen Ebene erfiillt sind, und alle Linien, in denen w constant ist, 
geschlossen um einen einzigen Punkt des Maximums oder Minimums 
verlaufen. . 
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‘ ‘ — Ou Ou : 
Setzt man in der Gleichung (2), §. 1. X= ~, Y = =~, soergibt 
5 ga Cx ? C y ? 


ef fu dx dy =i : ds. 


y . . Nye os ou . 
Wenn also an der Grenze eines endlichen Flichenstiicks dp verschwin- 


dieselbe 


det, so zeigt die vorstehende Gleichung, dass im Innern dieses Flichen- 
stiicks w verschiedene Vorzeichen hat, also jedenfalls an einer Linie 
verschwindet, welche entweder im Innern in sich geschlossen verlau- 
fen, oder auch den Rand des Fliichenstiicks schneiden kann. 


» 4 


Spr 


Die Grenzbedingungen, welche fiir die Integration der Gleichung 
(1) bei physikalischen Problemen gewohnlich gestellt werden, und deren 
Erfiillbarkeit gerade den eigenthiimlichen Charakter der Lésungen die- 
ser Gleichung bedingen, sind von folgender Beschaffenheit: Die im 
Innern einer begrenzten Fliiche mit ihren ersten Differentialquotienten 
stetige Kunction « soll an der Grenze dieser Fliiche entweder selbst 
verschwinden, oder es soll der nach der Normale genommene Diffe- 


. . cou . . . 
rentialquotient jp 20 der Grenze verschwinden, oder endlich, wie z. B. 
bei der freien Ausstrahlung der Wiirme, es soll am Rande eine lineare 


. ° ou . 
homogene Kelation zwischen # und Dp bestehen, wie: 
C 


(12) utar =0. 


, 

In den Wiirmeproblemen bedeutet, wenn die Normale nach innen posi- 
tiv gerechnet wird, « das negative Verhiiltniss des iiusseren und inne- 
ren Leitungsvermégens, also jedenfalls eine negative Grésse. Es soll 
nachgewiesen werden, dass diese drei Arten von Bedingungen, die 
letztere unter der Voraussetzung, dass « irgend eine, nicht nothwen- 
dig constante, aber nur negative Werthe annehmende Grosse sei, 
durch eine andere Annahme als «=O nur dann befriedigt werden 
kénnen, wenn k eine reelle Grosse ist. 

Um zuniichst zu zeigen, dass / nicht complex, / = u + vi sein 
kann, wenn w und vy von 0 verschieden sind, nehme man an, man 
habe eine complexe Function 


u=v+iw 
gefunden, welche der Gleichung geniigt: 
a? n2 
9 Ou Cu ri. 
(13 wot ON + hu =O, 


die zu w conjugirte Hunction 
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geniigt dann der Gleichung: 


{ Ow’ au’ kw’ ( 
( _ 3 ; - E”* t === ) 
(14) me ek 
wenn 

k’ = w— vi. 


Setzt man nun in der Gleichung (2), §. 1.: 


u , Ou t ’ t 
ims -- —e cs Tae + o 
ea Oa oy oy 
ox oY uw aw , (au Cw ° 22s ’ 
=u } om ~) = (hk? — kh’) ur 
Ox + oy ) Cx + C y? § (aa: + iy?) (hi t ) ? 


so ergibt die Gleichung (2): 


. (12 he? rr —" = Be °*(,, Ow os Ow 
(15) (h k ti uu’ dx dy = | \" dp u a) ds. 


Die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet fiir die drei oben auf- 
gestellten Bedingungen, fiir die dritte allgemein, so lange nur « reell 
ist; und da hier der Voraussetzung nach i? von i verschieden ist, 
so folgt: 

Ne + w*) dx dy = 0 
mithin : 

v=0 w= 0. 

Wenn & rein imaginiir, also i? reell und negativ wiire, so miisste, wenn 
u complex wiire, sowohl der reelle als der imaginiire Theil fiir sich 
der Gleichung (1) geniigen. Wir kénnen also unbeschadet der Allge- 
meinheit « reell annehmen. Setzt man dann: 


» / = Uj 
wy X ag & Yue — 
Cx cy 


I+ - GY + Gy-Fe, 


Ca cy Ca cy 


so geht aus der Gleichung (2) die folgende hervor: 


. *(°¢ fau\2 Ou\2 one * Ou 
(16) } ) — Kew! drdy =— Ju ds. 
SS Ou + Oy j v P Op 
Die rechte Seite dieser Gleichung wird, wenn am Rande entweder 


Ou ° bas 7 

u oder verschwindet, = 0; unter der Bedingung (13) aber wird 
ap 

die rechte Seite von (16) 


tei 
eu 
= | «(| 

cp 

e \ ! 

wihrend die linke Seite unter der Voraussetzung, dass i? negativ sei, 
wesentlich positiv ist, wenn nicht durchweg wu verschwindet. Dies fiihrt 
zu dem Schlusse, dass in den drei Fiillen, in dem letzteren unter der 
Voraussetzung eines negativen «, in der That keine andere Function, 


)" ds , 


/ 


als «== 0 den gestellten Anforderungen geniigt, falls / imaginiir ist. 
Wir kénnen das soeben Bewiesene folgendermassen zusammenfassen : 
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Wenn eine von 0 verschiedene Function w existirt, 
welche im Innern einer begrenzten Fliche mit ihren ersten 
Differentialquotienten stetig ist und der Differentialgiei- 
chung: 


* 
cat 


Cd 


get Pw =o 
ausserdem am Rande der Fliiche einer der drei Bedingun- 
gen geniigt: 

1) w am Rande selbst = 0; 

2) der nach der Normale genommene Differentialquo- 
tient ist am Rande = 0; 

3) es besteht am Rande eine lineare Relation zwischen 

wu und dem nach der inneren Normale genommenen 
Differentialquotienten: 


ou 
ub a ? 
+ & 5, 


so muss unter den beiden ersten Voraussetzungen i? reell 
und positiv sein, unter der dritten, falls a@reell ist, /? reell, 
und falls « negativ ist, k? reell und positiv sein. 

§. 5. 

Die Frage nach der Lésbarkeit der Differentialgleichung (1) fiir 
gewisse Formen der Grenzbedingungen, sowie nach der Anzahl der 
médglichen Lésungen in den verschiedenen Fiillen kann beantwortet 
werden, wenn man die Aufgabe der Integration dieser Gleichung als 
ein Probtem der Variationsrechnung ansieht, iihnlich wie Riemann 


Ozu 


. . "u os T 
es bei der Gleichung ; 3+ = 0 durchgefiihrt hat. Nur muss man 


oy 
hier kein gewohnliches Problem der Variationsrechnung, sondern ein 
sogenanntes isoperimetrisches Problem zu Grunde legen. 

Die Aufgabe, die wir uns stellen, ist folgende: 

Unter allen Functionen w, welche im Innern eines gegebenen, 
allseitig begrenzten Flichenstiicks nicht an einer Linie unstetig 
werden, welche die Bedingung erfiillen, dass das iiber die Fliiche % 
ausgedehnte Integral: 


(17) Sf u* da dy 
einen gegebenen constanten positiven Werth ¢ erhiilt, welche am 
Rtande der Fliiche &% entweder: 
1) beliebig gegebene, nicht lings des ganzen Randes verschwin- 
dende Werthe annehmen, oder 
2) durchaus den Werth O haben, oder 
3) gar keinen Beschriinkungen unterworfen sind, oder endlich 
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4) der Bedingung geniigen, dass das iiber den ganzen Rand von 
% erstreckte Integral f u’ds einen gegebenen constanten posi- 
tiven Werth y erhiilt; 
sollen diejenigen gefunden werden, welche dem iiber die Fliiche % 
erstreckten Integral 


= ffi) + Ge) eee 
einen Minimumwerth ertheilen. 


Dass diese Aufgabe immer eine Lésung zuliisst, ergibt sich aus 
folgenden Bemerkungen: 


~ 


(18) Ki 


Zuniichst kann 2 fiir alle méglichen Formen der Function w nur 
positive Werthe annehmen, und unter diesen muss also einer der 
kleinste sein. Dass dieser kleinste Werth von & fiir eine den allge- 
meinen Bedingungen unseres Problems entsprechende Form der Func- 
tion w stattfinden muss, und zwar in der Weise, dass von dieser Form 
aus man durch uwnendlich kleine, den allgemeinen Bedingungen ent- 
sprechende Aenderungen von « nie zu grésseren Werthen von & gelangt, 
ist eine Folge des von Riemann bewiesenen Satzes*), der unveriin- 
dert in unserem Falle seine Giiltigkeit behiilt, dass sich « nicht einer 
lings einer Linie unstetigen Function unendlich nihern kann, ohne 
dass 2 iiber alle Grenzen wiichst. Denn geht man von einer belie- 
bigen Form der Function w aus, fiir welche & einen endlichen Werth 
hat, und sucht solehe, den allgemeinen Bedingungen geniigende, 
unendlich kleine Veriinderungen von uw, fiir welche das Integral 
abnimmt, verfiihrt dann ebenso mit der veriinderten Function und 
setzt dieselbe Operation fort, so muss man sich allmiihlich einer gewis- 
sen Form der Function w niihern, fiir welche ein weiteres Abnehmen 
nicht mehr méglich ist, oder fiir welche wenigstens eine etwa miog- 
liche weitere Abnahme unter einer gewissen, beliebig klein zu wiih- 
lenden Grosse ¢ gelegen sein muss, und diese Grenzform muss eben- 
falls den allgemeinen Voraussetzungen geniigen, da sie nicht an einer 
Linie unstetig sein kann, und da die allgemeinen Voraussetzungen 
sich alle nur auf die Function w selbst, nicht auf ihre Differential- 
quotienten beziehen. 

Diese Function «, welche die Eigenschaft hat, dass man durch 
unendlich kleine, den Bedingungen entsprechende Veriinderungen das 
Integral 2 nicht weiter oder nur so verkleinern kann, dass die 
Abnahme kleiner als die beliebig kleine Grosse ¢ ist, deren Existenz 
soeben nachgewiesen wurde, soll nun in Bezug auf ihre sonstigen 
Eigenschaften niher untersucht werden. 

Setzt man an die Stelle von w: «+ @, so muss durch diese Ver- 


Shea § 2. . 
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iinderung vor Allem das Integral (17) ungeiindert bleiben. Es muss 
also @ der Bedingung geniigen: 


(19) 2 [f wa dx dy + Sf a dxdy = 0. 
Setzt man nun 
a =ho, + h’a,, 
versteht unter @, @, nicht unendlich kleine, nicht in Linien — 
Functionen, unter h eine beliebig abnehmende Constante, so kann 
man @, von h unabhiingig annehmen, wiihrend , in gewisser Weise 
sich mit 4 veriindern muss. Man erhiilt unter dieser Voraussetzung 
aus (19) die Bedingungen fiir @, @,: 
: \ [[f uo, dx dy = 0 
(20) > Bei ee F asl 
Uf/ {(@,? + 2@,u) + 2h@,a@, + Wa,?} dx dy = 
Ausserdem haben die Functionen @, @, noch gewisse Bedingungen 
an der Grenze zu erfiillen, auf welche wir spiiter noch des Niiheren 
eingehen werden. ‘Trotz dieser Beschrinkungen bewahren die Func- 
tionen @, @, noch einen hohen Grad von Willkiirlichkeit, welche bei 
der Function @, dadurch noch beschriinkt werden soll, dass dieselbe 
mit ihren ersten Differentialquotienten in der ganzen Filiiche % end- 
lich bleibt. Die Zuliissigkeit dieser Annahme ergiebt sich daraus, dass 
man der zweiten Bedingung (20) z. B. dadurch geniigen kann, dass 
man fiir , eine ganz willkiirliche, mit einem endlichen, in gewisser 
Weise von h abhiingigen constanten Factor multiplicirte Function 
setzt. 
Macht man nun in dem Integral & fiir « die Substitution 


utha, +h?a, .- 
Q2+2h2,+h Q,, 


2, = (f( . Oem 4 _ is) da dy. 


Ox On oy cy 
e e 


so geht Siiber in: 


worin: 


und &, eine jedenfalls endliche Grésse bedeutet, wenn man iiber a, 


noch die Voraussetzung hinzufiigt, dass: 


SIG) + Gay} teas 


endlich sein soll. Nun soll aber der Voraussetzung nach die Abnahme 
von &, sowohl fiir positive als fiir negative Werthe von / kleiner sein 
als die beliebig kleine Grésse ¢, welche also auch als gegen h ver- 
schwindend klein angenommen werden kann, und daher muss 2, mit 
unendlich abnehmendem h gleichzeitig unendlich klein werden, und 
folglich, da @, von h unabhingig sein soll: 


(2 1) If (55 30 = 4. Fs iy) dz dy = 0. 





{ 
i 
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Um die weitere Betrachtung von der in (20) enthaltenen Bedin- 
gung fiir , unabhiingig zu machen, fiihre ich an Stelle der Function 
@, eine Function 4 ein mittels der Gleichung: 

(22) @o, = A— mu 
und bestimme die Constante m so, dass die erste Gleichung (20) 
identisch befriedigt wird, niimlich mit Riicksicht auf die Gleichung 


[fre dx dy = C: 
m= : ff Audedy. 


4 ist dann, abgesehen von den spiiter zu besprechenden Bedingungen 
an der Grenze, eine ganz willkiirliche, nicht lings einer Linie un- 
stetige Function, welche so beschaffen ist, dass das Integral: 


SS ( 4) 7 (55) { da dy 


endlich bleibt. Durch diese Substitution ‘geht die Gleichung (21) mit 
Riicksicht auf den fiir m gefundenen Ausdruck iiber in folgende: 
2,3 ‘ ay 
92 (award Owudd Qa ; = 
2: rs —— tA’ dx dy = 0. 
(2) [| Sia ae + dy ay * ¢ oe aly i 
e e . 

Die Gleichung (23) erfordert nun zuniichst Folgendes: 

Wenn man das auf der linken Seite der Gleichung (23) stehende 
Integral iiber irgend eimen Theil a der Fliiche % ausdehnt, so muss 
dieser Theil sich der Grenze 0 nihern, wenn sich der Flichenraum von 
a der Grenze 0 niihert, weil sonst das Integral (23) keinen bestimm- 
ten oder keinen endlichen Werth haben wiirde. Bildet man also aus 

e , . . . . . 
der Fliiche % eine Fliche %’, indem man von % die Linien 7, und die 
° ou Ou ° ° ° ° 
Punkte p, in welchen uw, 2» » unstetig sind, durch beliebige Curven 
: % cy ; 


4 und 6 ausschliesst, welche sich respective den Linien / und den 


Punkten p allseits sehr nahe anschliessen, so muss das in (23) auf 


der linken Seite stehende Integral, iiber die Fliiche %’ erstreckt, sich 
gleichfalls der Grenze 0 niihern, wenn man die Curven 4 beiderseits 
an die Linien /, die Curven 6 allerseits an die Punkte p unendlich 
nahe heranriicken lisst. Setzt man voraus, was jedenfalls freisteht, 
dass die Function 4 in der Fliche & stetig sei, so lisst sich auf das 
iiber %’ erstreckte Integral 


*(° (ow oa Ou O14 ; 
Sf (; x Ox + oy ¢ ) da dy 
a 


der Satz (2), §. 1. anwenden, indem man in demselben setzt: 


, Ou y Ou 
X=i14>-, Y=i4iz. 
Ox oy 
Bezeichnet man mit ds dp die Elemente der Begrenzung der Fiche % 


und der nach dem Inneren gezogenen Normalen,*mit d/, dn; do, dv 
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respective die Elemente der Curven / und 6 und der an sie gezogenen 
Normalen, so dass dn zu dl liegt, wie die positive y-Axe zur posi- 
tiven #-Axe, und dy nach dem Innern der Curven 6 gezogen ist; 
‘ . . Ou du\ 3. om : 
bezeichnet man ferner mit (“") ( “) die Werthe des Differential- 
€ 


: Ou . 7 ne ae . : ize 
quotienten =~ in zwei in unmittelbarer Niihe zu beiden Seiten der Linie 


1 gelegenen Punkten, so ergibt das erwihnte Theorem (2), §. 1.: 


en =f f (C8 + 22) andy — ff (25 + 28) anes 
“a* Sy “9 ; 
"Ou ; *( (Ow’ ou,” "Ou 
+4 “ads *% {(en) oe (55) ladl + >» f eM do. 
s é o 


Hierin bezieht sich in dem letzten Glied das Zeichen » auf alle Punkte 
p, und a, bedeutet den Werth der Function 4 im Punkte p. 
Zuniichst muss nun das iiber den Rand s der Fliche % erstreckte 
einfache Integral niher betrachtet werden, wobei aber die verschiede- 
nen Formen der Grenzbedingungen, welche oben unter 1, 2,3, 4 der 
Function w auferlegt wurden, unterschieden werden miissen: 
1) hat « am Rande gegebene, nicht durchaus verschwindende 
Werthe, so muss, wie die Gleichung (22) zeigt, am Rande: 


4 = cf futdedy, 
Je 


an 
os% © : * . ou 
mithin, wenn man die von 4 unabhiingige Constante fu Dp ds 


mit 6 bezeichnet: 


fire B [ furdvay. 
~ Je 


Wenn w am ganzen Rande den vorgeschriebenen Werth 0 hat, 
dann muss auch 4 am Rande verschwinden, mithin: 


Jo lds = 0. 
Op 


3) Wenn wu am Rande keiner Beschriinkung unterliegt, so ist auch 
4 am Rande ganz willkiirlich. 

Wenn endlich das iiber den Rand erstreckte Integral fw? ds 
den vorgeschriebenen Werth y haben soll, muss 4 der Be- 
dingung geniigen: 


fauds — A J Jusrdedy — 0. 


Setzt man daber am Rande: 

A=u— nu, 
so kann man die Constante » so bestimmen, dass fiir beliebige 
Functionen w die obige Bedingung identisch befriedigt ist; 
nimlich: 


Mathematische Annalen I, 


bo 


*f. 


re 
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“ee + funds Cee of furdedy. 


Demnach ergibt sich: 


fis o8 2ds = fe (= — E wt ds + p J furacay : 


worin, wie oben: 
. 
Z ou 
6 = fra, 
op 
e 
also eine von w unabhiingige Constante bedeutet. u selbst aber ist 
‘eine liings des ganzen Randes willkiirlich zu wihlende Function. 
Setzt man nun die hier gefundenen Ausdriicke fiir das Randinte- 
gral in (24) ein, so ergibt sich aus (23) als Bedingung, welcher die 
Function « geniigen muss: 


16 u 5) 
(25) o= [fa ort ap t Hal + 5+ ff (bn )-G: Sy faa 


1 a A, Lim. { : = dé, 


o 
und darin haben hk? und S fiir die 4 verschiedenen Formen der Grenz- 
bedingung foleende Bedeutungen: 
5 D 5D 5 
Im ersten Falle: 


ke = b+2 » S=O > 6 — {3 ds. 


Cc 
Im zweiten Falle: 
PuatZ , Bam. 
c 
Im dritten Falle: 
. =. 
Pe] » &«= fares: 


Cc ¢ Pp 


Im vierten Falle: 


, Q ’ ' } 
ye = bt » S= fu (sp — au) ds : aS, 
7 1 


B = (“5 ds. 


Die Werthe der Functionen 4 und uw, wie sie jetzt noch in der Glei- 
chung (25) vorkommen, sind nun durchaus willkiirlich, und daraus 
ergeben sich die Folgerungen: 

Die Function uw geniigt in der ganzen Fliiche % der Ditferential- 


gleichung: 
26) pa k? 
( ) at 7 oe F rr + ..- 


oder wenigstens kénnen die Punkte, in welchen diese Gleichung nicht 
erfillt ist, keinen auch noch so kleinen Flicheritheil stetig erfiillen. 





SC 
ul 
el 


oc 


od 
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Am Rande nimmt uw entweder vorgeschriebene Werthe, oder den 
Werth 0 an, oder es ist lings des ganzen Randes, mit Ausnahme 
, ou . ss 
einzeluer Punkte, . 0, oder endlich lings des ganzen Randes, 
. . Ou , 
wieder einzelne Punkte abgerechnet, _ —se= 0 (entsprechend den 

; 


vier Formen der vorausgesetzten Grenzbedingungen). 
An den Linien / gibt es nirgends eine, auch noch so kurze Strecke, 


wo nicht: 
ou” 
( ) at #, 
on 


97 Ou’ 
(4) (; ‘) 
Fiir alle Punkte p ist 
(28) Lim } o* de = 0 
of ° Cv 


? 


wenn sich das Integral auf eine beliebig gestaltete, den Punht p in 
unendlicher Niihe umschliessende Curve 6 erstreckt. 

Die letzte Gleichung (28) erfordert eine eingehendere Discussion: 
Fiihrt man um den Punkt p Polarcoordinaten ein, indem man setzt: 
L— Ly = OF Cos MP 3 Y— y = OF Sin g, 
so kann man, um die Punkte der Curve 6 zu erhalten, unter @ eine 
unendlich abnehinende Constante, unter # eime ganz willkiirliche, 
endliche und stetige Function von m verstehen. Dadurch nimmt die 

Gleichung (28) die Form an: 





2a 
‘ */Ou OF sin 4g Ou 0 cos mp 
Lim @ = %) dp = 0, 
dx 0@ oy O09 
% 
oder mit Hilfe einer partiellen Integration: 
2n Ou Ou 
s 0 C , } 
. . Cx CF 
Lim @ fo sin Y Fy — C8 P FE dg =U, 
0 
wegen der Willkiirlichkeit von @ folgt hieraus: 
ou Ou 
AS) Ox ' oy 
(44) Lim @ )sin gp —— — cos ——-( == 0 
S Pp Pp ? 
Og Og) 


oder wenigstens kiénnen die Punkte einer Kreisperipherie, auf welchen 
diese Gleichung nicht erfiillt ist, kein auch noch so kurzes Stiick der- 
selben stetig erfiillen. Wenn man nun in der Gleichung (29) @ und » 
als Polarcoordinaten in der Ebene betrachtet, so liisst sich diese Glei- 
chung schreiben: 


, Ozu Ou) __ 
Lim } igs es: ee °, 


oder endlich, da die Gleichung (26) bis in beliebige Niihe des Punk- 
tes p giiltig bleiben muss: 


9° 
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° Ou ‘ 
Lim 9 ( 3 oe iw) = 0. 
Dot 
Es muss also auch: 


—ik ou , 
30 de '"e (5. + iku) 
. ° Co 
(30) me —— _ sale an OD. 
c@ 
Setzt man an die Stelle der unter dem Differentiationszeichen 
stehenden Grosse U, und versteht unter U entweder den reellen oder 
den mit 7 multiplicirten Theil dieser Grosse, so hat man auch: 
. 9 OU r 
Lim @? .- = 0. 
C@ 
Demnach kann man auf jeder von p ausgehenden Linie eine Liinge I 
. . - » 0U , ee 
finden, so dass unterhalb dieser Linge 9? de endlich bleibt*). Ist nun 


- . — ol . 

M der griésste Werth, welchen auf dieser Strecke 9° de annimmt, so 
folgt, dass, abgesehen von Vorzeichen fiir gehérig kleine Werthe von @ 
oU<M 
sein muss, also, da man wiederum dadurch, dass man /? gehdrig klein 

nimmt, MW selbst beliebig klein machen kann: 
Lim ga U=0, 
mithin : 
. Ou <a 
Lim @ (55 + iku) = (0, 
und daraus folgt durch eine ganz analoge Schlussweise zuniichst, dass 
Lim ow = 0 seifii muss, und mithin auch: 


9 . Ou __ ee 
(31) Lim @ aes 0**), 


Vergleicht man nun die Gleichungen (27), (31) mit dem am Schlusse 
des §. 1. ausgesprochenen Theorem, so kann man die Ergebnisse der 
Betrachtungen dieses § in folgenden Satz znsammenfassen. 

Es existirt jederzeit eine von 0 verschiedene Function 
u, welche im Innern eines gegebenen Flichenstiicks sammt 
all’ ihren Differentialquotienten stetig ist, welche im 
Innern desselben Flichenstiicks einer Differentialglei 
chung von der Form 

Cu 


Ou * 
daz + oy + k?u = 0 


geniigt, und welche bei geeigneter Bestimmung der Con 


*) Vel. Riemann l. ec. §. 10. 


**) Wenigstens kann es auf einer Kreisperipherie mit dem Radius 9 keine auch 
noch so kurze Strecke geben, wo diese Bedingung nicht erfiillt ist. 
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stanten hk? jeder der vier folgenden Bedingungen unter- 
worfen sein kann: 
a)u hat am Rande des Flichenstiicks vorgeschrie- 
bene, nicht durchaus verschwindende Werthe. 
b) w hat am Rande durchaus den Werth 0. 


c 


—S 


Der nach der Normale der Randcurve genommene 
Differentialquotient von w ist mit Ausnahme ein- 
zelner Punkte lings des ganzen Randes 0. 

d) Gwischen den Randwerthen der Function wu und des 
nach der Normale der Randcurven genommenen Dif- 
ferentialquotienten besteht mit Ausnahme einzel- 
ner Punkte eine lineare homogene Relation mit con- 


epfo? . cu 
stantem Coéfficienten: hag au = 0. 
Op 


8. 6. 


Bei dieser ganzen Betrachtungsweise, welche von der Aufgabe 
des Minimums ausgeht, tritt durchweg die Constante k? ebenso wie « 
auf als eine der Gréssen, welche mit Hiilfe der sonstigen Bedingun- 
gen des Problems zu suchen sind, die also nicht willkiirlich gegeben 
sein kénnen; und dasselbe gilt daher auch in Bezug auf die Differen- 
tialgleichung mit ihren Grenzbedingungen, auf welche wir das Problem 
reducirt haben. Nun kommen aber in dem Problem des Minimums 
noch die beiden Constanten ¢ und y vor, welche weder in der Diffe- 
rentialgleichung (26) noch in den aufgestellten Grenzbedingungen ent- 
halten sind, und es kénnte die Frage sein, ob es nicht méglich ist, 
iiber diese Constanten ¢ und y so zu verfiigen, dass die beiden Con- 
stanten i: und e@ beliebig gegebene oder wenigstens innerhalb gewisser 
(irenzen beliebig gegebene Werthe erhalten. In Bezug auf die Con- 
stante «, welche jedenfalls von y abhiingig sein wird, muss diese Frage 
hejaht werden; was aber die Constante / anlangt, so sind dabei ver- 
schiedene Fille zu unterscheiden, nach der Beschaffenheit der Grenz- 
bedingungen. 

Betrachten wir zuniichst die unter b,c, d des vorigen § erwiihn- 
ten Formen der Grenzbedingungen, welche in dieser Beziehung einen 
gemeinschaftlichen Charakter haben, so finden wir, dass weder in der 
Differentialgleichung (26) selbst, noch in den Grenzbedingungen irgend 
ein Mittel enthalten ist, um einen constanten Factor der Function u 
2a bestimmen. Es kann also die Constante ¢ nur dazu angewandt 
werden, um einen solchen Factor zu bestimmen, und kann zur Be- 
stimmung der Constanten /? nicht dienen; man kann also in diesen 
Fallen, ohne die Allgemeinheit zu beeintriichtigen, die Constante c—1 
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setzen, und da unter dieser Voraussetzung die Constante i? dem Mini- 
mumwerthe 2 selbst gleich, oder = ya + 2 wird, so wird es nur ganz 
bestimmte, wenn auch immerhin unendlich viele, jedoch nicht stetig 
aufeinander folgende Werthe von i? geben, fiir welche eine von 0 
verschiedene Lésung der Gleichung (26) méglich ist. 

Anders verhilt es sich in dem Falle, wo die Grenzbedingung die 
unter 1) des vorigen §. angegebene orn hat. Diese Form der Grenz- 
bedingung lisst keinen willkiirlichen Factor der Function « zu, und 
daher wird der Werth von k? von der Constanten ¢ abhiingig bleiben, 
also mit ihr stetig sich findern kénnen. 

Diese Bemerkungen fassen wir in folgenden Satz zusammen: 

Die Differentialgleichung os aa oat +k®u—Ohat, wenn 
auch nicht fiir alle Werthe von k?, doch fiir eine Reihe 
stetig aufeinander folgender Werthe dieser Constanten 
eine Lésung, welche an einer gegebenen Begrenzung irgend 
wie gegebene, nicht durchaus verschwindende Werthe an- 
nimmt. 

Dagegen hat sie nur fiir ganz bestimmte, wenn auch 
unendlich viele Werthe der Constanten hi? von 0 verschie- 
dene Lésungen, welche an der gegebenen Begrenzung eine 
der drei Bedingungen b) ¢) d) §. 5. erfiillen. 

Stillschweigend sind dabei immer noch die oben angefiihrten 
Bedingungen der Stetigkeit vorausgesetzt. 

Dass es nicht fiir alle Werthe der Constanten & Lisungen der 
vorliegenden Gleichung gibt, welche am Rande der Fiche ganz belie- 
big gegebene Werthe annehmen, geht aus folgender Betrachtung 
hervor: 

Nehmen wir an, die Constante / habe einen solchen Werth, dass 
Functionen « =u’ gefunden werden kénnen, welche der Differential- 
gleichung geniigen und am Rande verschwinden, so folgt, wenn w 
irgend eine andere, der Differentialgleichung geniigende Function 
bedeutet, aus der Gleichung (3) §. 1.: 

29) > Ou’ 

(32) J U oD ds = 0. 

Es miissen daher die Randwerthe der Function w so vielen Bedingun- 
gen (52) geniigen, als von einander verschiedene Functionen wu’ existi- 
ren, und Functionen w zu bestimmen, welche beliebige Randwerthe 
haben, wird nicht moglich sein. Sind aber die Randwerthe von w so 
beschaffen, dass sie zuliissig sind, so ist durch dieselben die Function 
w selbst noch nicht vollig bestimmt, denn zu jeder solchen Function 
uw kann noch eine beliebige lineare homogene Function der am Rande 
verschwindenden Functionen «’ hinzu addirt werden, ohne dass darum 
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uw aufhért, der Differentialgleichung zu geniigen und am Rande die 
vorgeschriebenen Werthe anzunehmen. 

Hat dagegen & einen solchen Werth, dass es nicht mdglich ist, 
eine am Rande verschwindende, von 0 verschiedene Function wu zu 
bestimmen, so wird durch die gegebenen Randwerthe wu vollig bestimmt 
sein, denn die Differenz zweier solcher Functionen, uw, w,, welche am 
Rande dieselben Werthe annehmen, ist eine am Rande verschwin- 
dende Function «, die der Voraussetzung zufolge iiberhaupt = 0 sein 
muss. 

Anmerkung. Die Bedeutung der zuletzt entwickelten Siitze tritt 
noch mehr hervor, wenn man die Analogieen derselben in der Theorie 
der gewohnlichen Differentialgleichungen aufsucht. 

Die Lisung der Gleichung: 


au ~ 
daz + I —s 


u = acos kx + b sin ka 
ist im Allgemeinen vollig bestimmt, wenn fiir zwei Werthe von x, x, und 
x, die Werthe von w beliebig gegeben sind. Soll aber an den beiden 


du . . 
q, und u eine lineare 


Relation bestehen, so muss, wenn a und b von 0 verschiedene Werthe 


. du ‘ ‘ 
Grenzen w oder 7 verschwinden , oder zwischen 
oe 


. rT? 49 2 . . 
erhalten sollen, / ein ganzes Vielfaches von sein. Ist dies aber 
X,— Xy 
der Fall, so kann w an den beiden Grenzen nicht beliebig gegeben 
sein, sondern es miissen an beiden Grenzen die Werthe einander gleich 
sein; und durch diesen einen Grenzwerth ist dann w nicht vollig 
bestimmt, sondern es bleibt noch eine der Constanten willkiirlich. 


SR 


. 


Es soll nun die Frage nach der Anzahl der méglichen Lésungen 
der Gleichung (26) fiir eine gegebene Begrenzung fiir unbestimmte 
Werthe von /: niiher untersucht werden unter der Voraussetzung, dass 
die Function « am Rande entweder selbst verschwinden soll, oder dass 
ihr nach der Normale der Randcurve genommener Differentialquotient 
verschwinden soll. 

Diese Frage liisst sich wieder mit Hiilfe eines Problems der 
Variationsrechnung sehr einfach entscheiden. 

Ich nehme an, es sei eine Function «, gefunden, welche einem 
bestimmten Werthe /, von i in der Differentialgleichung (26) ent- 


. , ou 
spricht, und es sei am Rande entweder w, = 0 oder Op = (0. Es 


sei ferner der noch unbestimmte constante Factor von w, so bestimmt, 
dass 
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mn 
fue da dy = 1 k 

sei. Dass eine solche Function immer existirt, wurde oben nachge- 
wiesen. 

Unter allen Functionen v, welche nicht an einer Liuie unstetig 
sind, welche den Bedingungen geniigen: 
(33 Sf uv dxdy = 0, 
(34) [f ? dxedy = 1, 


welche ferner am Rande entweder verschwinden, oder ganz willkiir- 
, : : Ou , — 
lich sind, je nachdem w, oder Op am Rande verschwindet, soll dieje- 


nige, v = u,, gefunden werden, welche dem Integral 


 {fiCey + GYiem 


den kleinsten Werth ertheilt. Die Existenz einer solchen Function 
lisst sich wie oben in §. 5. darthun, und die Bedingungen (33), (34) 
zeigen, dass diese Function «, weder identisch 0, noch auch = uy 
sein kann. Es sollen die Kigenschaften der Function w, aufgesucht 
werden, was ganz in derselben Weise geschieht, wie oben. Um unnd- 
thige Weitliufigkeiten zu vermeiden, unterdriicke ich hier alle dieje- 
nigen Betrachtungen, welche sich auf die Stetigkeit der Function wu, 
beziehen, die hier wortlich aus den Betrachtungen des §. 5. zu wie- 
derholen wiiren, und zu demselben Resultate wie dort fiihren wiirden. 
Die Bedingung, welche w, zu erfiillen hat, ist die; 


wie Us C@ CUs O@ 
(35) JS @ (‘ e+ on) dc dy =0, 


vorausgesetzt, dass @ eine beliebige, nicht in Linien unstetige Func- 
tion ist, welche die beiden Bedingungen erfiillt: 
(36) Sf modedy=0. ff wade dy=0, 
welche am Rande entweder 0 oder willkiirlich ist. 

Setzt man: 
(37) ao = A— mu, — mu, 
so lassen sich die Constanten m, m, so bestimmen, dass die Bedingungen 
(36) fiir beliebige Functionen 4 erfiillt sind. Man braucht nur zu 
setzen: 
(38) mm, = Sf Au, dx dy, My = ff iu, dx dy. 

Beachtet man nun, dass in Folge der gestellten Bedingungen 


Ou, - Oy OUy ’ ~~ 
Jf (‘ 2 oe By ay) dy =0 


ist, so geht durch die Substitution (37), (38) die Gleichung (35) in 
folgende iiber: 


(39) I (3: ae oe — Q, du. 2) da dec dy = 0. 


/ 
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Und wenn man auf Grund des oben Bemerkten die etwaigen Un- 
stetigkeiten von uw, und seinen Differentialquotienten unberiicksichtigt 
lisst, so ergibt sich aus (39) mittels der Gleichung (2) §. 1.: 


(40) San fee 1 as ds + ff} a | c a oO ay + 2a! uy | da dy; 


ox* 
A ist darin eine ganz willkiirliche Function, welche entweder 
1) am Rande verschwindet, oder: . 
2) am Rande beliebig ist, je nachdem w, oder on am Rande ver- 
schwindet. 
Daraus folgt nun zuniichst, dass die Function w, der Differential- 
gleichung geniigen muss: 


(41) ca tog t hem =0, 


0x 
worin /,* = Q, ist, und ferner, dass im ersten Falle am Rande u,, 
. : C Us : 
im zweiten Falle Dp verschwindet. 

Hat man die Function uw, gefunden, so kann man eine dritte 
Function «, suchen, welche denselben Bedingungen geniigt, nur mit 
veriindertem Werthe von /. Man hat nur unter allen Functionen », 
die nicht in einer Linie unstetig sind, welche den drei Bedingungen 
geniigen : 

(42) [f v? dz dy =1; [f u,v du dy =0; [u,v dx dy =0, 
und welche am Rande entweder verschwinden oder beliebig sind , die- 
jenige v =u, zu suchen, welche das Integral: 


BASSE + Gee 


zu einem Minimum machen. Diese Function w,, deren Existenz sich 
ebenso, wie die der Functionen w, «, nachweisen lisst, kann, wie die 
Bedingungen (42) zeigen, weder mit 0, noch mit einer der Functio- 
nen ¢, 4, identisch sein, und ihre Kigenschaften ergeben sich genau 
in derselben Weise, wie die der Functionen wu, u,. Diese Operation 
lisst sich nun beliebig fortsetzen und fiihrt so zu dem Satze: 

Es existiren unendlich viele, mit allen ihren Differen- 
tialquotienten im Innern eines gegebenen Flichenstiicks 
stetige, von einander verschiedene Functionen, welche 
am Rande des gegebenen Flichenstiicks verschwinden, 
oder deren nach der Normale der Randeurve genommener 
Differentialquotient am Rande verschwindet, und die im 
ganzen Innern des Flichenstiicks einer Differentialglei- 
chung von der Form: 


dat + be + Bu = 0 


Ox 
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geniigen, worin die Constante k zwar unendlich viele, aber 
nur ganz bestimmte, von der Natur der Begrenzung ab- 
hingige Werthe haben kann. 

Ob fiir einen und denselben Werth von i: verschiedene Functio- 
nen « modglich sind, welche am Rande verschwinden, oder deren nach 
der Normale der Randcurve genommener Differentialquotient am Rande 
verschwindet, dariiber scheint ein allgemein giiltiger Satz nicht zu 
existiren. 

§. 8. 


Bei den bisherigen Betrachtungen sind wir von der Vorstellung 
ausgegangen, dass in der Differentialgleichung die Constante /: nicht 
gegeben, dagegen die Begrenzung ein fiir allemal gegeben sei. Es 
soll jetzt die Frage umgekehrt und untersucht werden, wie sich die 
Lésungen einer gegebenen Gleichung 


(43) out ON + Ru =0, 


Cn C y 


in welcher & irgend einen bestimmt gegebenen numerischen Werth, 
z. B. den Werth 1 hat, fiir verschiedene Begrenzungen verhalten. 

Zuniichst bemerken wir, dass die Differentialgleichung (45) ihre 
Form durchaus nicht jindert, wenn man fiir «y zwei neue Veriinder- 
liche einfiihrt, welche mit xy in demselben linearen Zusammenhange 
stehen, in welchem zwei Systeme rechtwinkliger Coordinaten stehen, 
und daraus folgt unmittelbar, dass alle Siitze iiber die Function wu, 
welche fiir irgend eine Begrenzungscurve gelten, ihre Giiltigkeit nicht 
verlieren, wenn die Begrenzungscurve eine beliebige andere Lage in 
der Ebene der xy hat. 

Hat man ferner eine Lésung u (xy) der Gleichung: 


i 
e = 


(44) ef oe 4 Wwe, 


ca 
so kann man daraus sofort eine Lisung der Gleichung (43) bilden, 
wenn man setzt: 

u u ‘2 . y 

4 == : a 7 ‘ 


- . P ‘k k , . 
Diese Function wu (i Uy = v) wird nun denselben Grenzbedingun- 


gen geniigen, wie die Function wu (xy), aber an einer Grenzcurve, 
welche der Grenzcurve der Function w (xy) iihnlich ist, so dass das 


. = P . ‘ ‘ . _ 
Verhiltniss der Lineardimensionen der ersten Curve zur zweiten ik ist. 


Mit Hiilfe dieser Bemerkung lassen sich die Resultate der vorigen §§. 
unmittelbar auf die Voraussetzungen dieses § iibertragen, und ergeben 
folgende Siitze, wobei stillschweigend immer die Bedingungen der 
Stetigkeit vorausgesetzt sind : . 
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1) Die Lésung der Gleichung (43), in welcher k eine 
gegebene Zahl bedeutet, ist im Allgemeinen vollig 
bestimmt, sobald die Werthe derselben an der Be- 
grenzung gegeben sind. 

2) Es existiren im Allgemeinen keine von 0 verschie- 
dene Lésungen uw, welche am Rande verschwinden. 
3) Diese beiden Behauptungen erleiden Ausnahmen 
fiir gewisse Begrenzungscurven, deren Anzahl un- 
endlich ist; welche so bestimmt werden kénnen, 
dass sie einer beliebig gegebenen Curve itihnlich 
sind. Es existiren Lésungen wu, welche an diesen 
Curven verschwinden, dagegen existiren keine, 
welche an diesen Curven beliebig gegebene Werthe 
erhalten. Auch sind die Lésungen w nicht vollig 
bestimmt durch die an solchen Curven gegebenen 

Werthe. 

4) Ebenso existiren im Allgemeinen keine von 0 ver- 
schiedene Liésungen, deren nach der Normale ge- 
nommenener Differentialquotient am Rande ver- 
schwindet, oder bei denen zwischen dem Rand- 
werth selbst und dem nach der Normale genomme- 
nen Differentialquotienten eine gegebene lineare 
homogene Relation besteht. Aber auch hier gibt 
es, wie unter No. 3., Ausnahmecurven. 


g. 9. 


Ich wende mich nun zur Durchfiihrung der Integration der Glei- 
chung 


z 


(1) e+ + hu=0 


oy 
in einigen Fallen, und zwar mit solchen Grenzbedingungen, wie sie 
in physikalischen Problemen verlangt werden. In physikalischen Pro- 
blemen ist immer die Begrenzung des Flichenstiicks, in welchem w 
gefunden werden soll, gegeben, und iiber die Constante / bleibt die 
Verfiigung vorliufig frei. Es wird natiirlich das Niichstliegende sein, 
neue Coordinaten &y an Stelle der xy einzufiihren, so dass die Begren- 
zung durch constante Werthe einer der neuen Coordinaten ausge- 
driickt wird. Besonders vortheilhaft werden dabei solche Substitutio- 
nen sich erweisen, bei denen die alten und die neuen Variabien 
zusammenhingen durch Gleichungen von der Form: 
a+ iy=f(E+ in) 5 o—ty =o (§ — tn) 


wenn f und @ conjugirt imaginiire Functionen bedeuten. Durch eine 
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solche Substitution niimlich iindert der erste Theil der Gleichung (1) 
seine Form nicht, und man erhilt die transformirfe Gleichung: 


2 
‘ eu 
(2) 
. c 


get 5a +f E+ in) 9 E—in) Pu =O. 

Setzt man fiir f eine Exponentialfunction , fiihrt man mit anderen 
Worten Polarcoordinaten ein, so kann man mit Hiilfe der Bessel’- 
schen Functionen die Differentialgleichung (2) lésen fiir Flichen, 
welche von concentrischen Kreisen und von radialen Linien begrenzt 
sind. Der Umstand, auf dem in diesem Falle die Méglichkeit der 
Lésung beruht, ist der, dass sich von der Differentialgleichung (2) 
particulire Integrale finden lassen, welche das Product sind aus zwei 
Functionen, deren eine nur von §, deren andere nur von » abhingig 
ist. Man kann sich nun die Frage stellen, welches die allgemeinste 
Beschaffenheit der Function f (§ + iy) ist, bei welcher dieser Fall 
eintritt, und bei der dann ein iihuliches Verfahren wird eingeschlagen 
werden kénnen. Es wird in diesen Fiillen wenigstens immer mdglich 
sein, die Lisung des Problems von der Integration gewéhnlicher Dif- 
ferentialgleichungen abhiingig zu machen. 

Um diese Frage allgemein zu untersuchen, nehme man an, es 
gebe eine der Gleichung (2) geniigende Function « von der Form: 
(3) eo XY, 
in welcher X allein von &, Y allein von y abhingig ist. Substituirt 
man diesen Ausdruck in die Gleichung (2), so kann dieselbe durch 
Division mit X Y auf die Form gebracht werden: 

(4) x Get y ie FEU E+ in 9 E—in) =0, 

und diese Gleichung kann, wie man sieht, nur unter der Voraus- 
setzung befriedigt werden, dass das Product f’ (§ + in) m’ (§—‘n) 
sich als die Summe zweier Functionen ZH darstellen liisst, deren eine 
nur von §, deren andere nur von y abhiingig ist, also: 

(5) f (& +m) » (§—in) = 4+ 4H. 

Ist aber diese Bedingung erfiillt, dann erhilt man jederzeit aus (4) 
zwei gewohnliche Differentialgleichungen zur Bestimmung von X Y, 
welche, wenn man mit 4 eine willkiirliche Constante bezeichnet die 
Form annehmen: 


dyn 


2 
aX + WE+4) X =0, 
ag* ¢ 

(6) 
ay 4 (2H — 2) —_ 
dn? . : , 


Um aber die allgemeinste Form der Function f zu finden, welche 
der Bedingung (5) geniigt, differentiirt man diese Gleichung nach ein- 
ander in Bezug auf € und in Bezug auf y, wodurch die rechte Seite 
identisch verschwindet. Man erhilt so die Gleichung: 
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i" (E+in) _ 9” (&—in) 
f' (+n) ~ o &—*tn) 
eine Gleichung, die nicht anders erfiillt sein kann, als wenn beide 
Seiten einer und derselben, und zwar reellen, Constanten gleich sind ; 
also: 
(7) f" (E+in) = af’ E+%n) . 
In dem speciellen Falle, in welchem a = 0 ist, wird / eine ganze 
rationale Function des zweiten Grades, und da man # und y ebenso 
wie & und » durch Addition willkiirlicher Constanten veriindern kann, 
ohne die Verhiiltnisse wesentlich zu iindern, so kann man setzen: 
a+iy = f(§+ iy) = ACE+ in)’. 
Die Curven, in denen & constant ist, bilden ebenso wie die, in denen 
y constant ist, ein System confocaler Parabeln, welche einander recht- 
winklig schneiden, deren gemeinsamer Brennpunkt der Punkt « = 0, 
y = 0 ist, und deren gemeinschaftliche Axe, falls A reell ist, mit der 
a-Axe zusammenfillt. Auf den absoluten Werth von A kommt hierbei 
nicht viel an, weil dadurch nur das gemeinschaftliche Mass der Gréssen 
£,» bestimmt wird, so dass wir, unbeschadet der Allgemeinheit, A = } 
setzen kénnen. 
Die Gleichungen (6) werden unter dieser Voraussetzung: 
“iit + (ME +a) X =0 


‘< -/ + (k?y?— A) Y =O. 


dy? 


(d) 7 


Ob man in der allgemeinen Gleichung (7) @ positiv oder negativ 
annimmt, ist ziemlich gleichgiiltig, weil durch die eine dieser An- 
nahmen nur eine Vertauschung der Variablen § y der anderen Annahme 
bewirkt wird. Nehmen wir daher a positiv und setzen a = a’, so 
erhilt man, wenn man eines der partikuliiren Integrale der Glei- 
chung (7): 

AereEth 4 B Ag “Et 4. B 
fiir die Function f(§-++-¢y) nimmt, gewohnliche Polarcoordinaten, was 
also auf das bekannte, durch die Bessel’schen Functionen lésbare 
Problem fiihrt, wihrend das allgemeine Integral der Gleichung (7), 
welches sich in die Form bringen liisst: 
{(§+in) = Asin (ia (E+in) + B) + B, 

auf die elliptischen Coordinaten fiihrt, also einer Begrenzung entweder 
durch eime Ellipse oder durch zwei confocale Ellipsen oder durch die 
Bégen confocaler Ellipsen und Hyperbeln entspricht. Ohne die All- 


? 


gemeinheit irgend wie zu beeintriichtigen, kann man den Constanten 
Bap ganz beliebige Werthe ertheilen , und wir kénnen demnach setzen: 
xetiy = f(E+in) = Asini (E+ in), 


worin A reell angenommen werden kann, da eine andere Annahme 
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einer Drehung des Coordinatensystems xy entsprechen wiirde. Bei 

dieser Annahme wird nun: 

f(E+-én) p'(&— in) = A* cos i (E+ in) cost (E —in) 4 A? (cos2i€+ cos 2y) 
= A? (cos*y—sin*7&) , 

und demnach nehmen die Gleichungen (6) die Form an: 


9 | Te — (Ak? sin?i§ —4) X = 0 
(9) pf 
| Tae + (A? cos?y —4) ¥ = 0. 


Damit sind alle Fille erschépft, in welchen eine Integration auf 
Grund der hier vorausgesetzten Eigenschaften moglich ist. Von den 
Gleichungen (9) bin ich bis jetzt nicht im Stande, Integrale in einer 
auch nur einigermassen iibersichtlichen Form aufzustellen; hiitte man 
solche gefunden, so wiiren in dem Falle, wo die Begrenzung nur durch 
eine oder durch zwei confocale Ellipsen gebildet ist, die beiden Con- 
stanten / und 2 so zu bestimmen, dass einerseits Y eine um 272 perio- 
dische Function von y wiirde, andererseits X fiir die den Grenzen 
entsprechenden constanten Werthe von & cen besonderen Grenzbe- 
dxX 
dé 
k und 4 ein System von zwei transcendenten Gleichungen ergibt. 
Aehnliche Verhiiltnisse treten auch bei den Gleichungen (8) auf, deren 
Integration sich durchfiihren liisst, und die ich, wiewohl die Formeln 
keine besonders einfache Gestalt annehmen, mittheilen will, weil dabei 
einige nicht uninteressante Fragen tiber die verschiedenen Arten der 
Begrenzung zu erledigen sind, welche in allen iihnlichen Probleren 
in gleicher Weise auftreten, und weil sich ferner dabei, als an einem 
Beispiel, die Entwicklung einer willkiirlichen Function von zwei 
Variablen nach den verschiedenen Lésungen der Gleichung (1) (aller- 
dings ihre Méglichkeit vorausgesetzt) durchfiihren liisst. 


dingungen geniigt, z. B. dass X oder gleich Null werde, was fiir 


g. 10. 


Die den Gleichungen (8) zu Grunde liegende Substitution: «+ iy = 


(§+-in)* oder: 


(10) c= P—y 5 y= 25y 

und deren Auflésung: 

(il eS _ “3 oe n? 

(il) fam & 18 } C= in ” 

zeigen, dass die Gleichungen § = const. und 94 = const. die Glei- 


chungen je eines Systems confocaler Parabeln sind, deren gemein- 
samer Brennpunkt im Punkte «= 0 , y = 0 liegt, und deren gemein- 
same Axe mit der x-Axe zusammenfiallt. Wenn & von 0 bis + co oder 
von 0 bis — co geht, so erhiilt man der Reihe nach alle Parabeln der 
einen Schaar, anfangend von der mit der z-Axe Zusammenfallenden 





Pa 


bis 


al 
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Parabel bis zu der im Unendlichen gelegenen; ebenso, wenn y von 0 
bis ++ co oder von 0 bis — oo geht, alle Parabeln der anderen Schaar. 
Mit diesem Umstande, dass man jede Parabel zweimal erhiilt, hiingt es 
zusammen, dass, wie die Substitution (10) zeigt, jedem Werthsystem 
Ey nur ein einziger Punkt ay entspricht, wiewohl zwei Parabeln sich 
in zwei Punkten schneiden. Es repriisentiren aber die Werthe &, 4 
denselben Punkt, wie die Werthe —&, —y, wiihrend die beiden Werth- 
systeme §,—» ;—&,7 den zu &y in Bezug auf die Axe symmetrisch 
gelegenen Punkt bezeichnen. 

In Bezug auf die Begrenzung sind 3 Fille zu unterscheiden: 

1) Die Begrenzung ist gebildet durch zwei Parabeln, von denen 
die eine der einen, die andere der andern Schaar angehort. 

2) Die Begrenzung ist gebildet von drei Parabeln, zweien der 
einen und einer der andern Art, so dass das Fliichenstiick ungefihr 
die Gestalt eines Ringsegmentes hat, wobei dann von der einzelnen 
Parabel zwei verschiedene Bogen in der Begrenzung vorkommen. 

3) Die Begrenzung wird durch 4 Parabeln, zweien aus jeder Schaar, 
gebildet, so dass das Gebiet die Gestalt eines krummlinigen Rechtecks 
hat. Dieses Rechteck darf aber nicht so beschaffen sein, dass es einen 
Theil der Axe einschliesst, weil sonst die verliingerten Begrenzungs- 
parabeln auch noch durch das Innere der Fliiche gehen wiirden. 

Die Integration der Gleichungen (8) lisst sich nun nach bekann- 
ten Regeln mittelst einer hypergeometrischen Reihe ausfiihren, welche 
allerdings sich in imaginiirer Form darstellt; der Ausdruck der Reihe 
in reeller Form scheint nicht ganz einfach zu sein, und ich will daher 
nur die in reeller Form darstellbaren bestimmten Integrale anfiihren, 
durch welche sich die Gleichungen (8) integriren lassen, und welche, 
wenigstens fiir reelle Werthe von §y, stets convergiren (fiir imaginiire 
Werthe dieser Variablen, die uns hier nicht interessiren, muss eine 
kleine Modification eintreten). Bezeichnet man mit X’, X”, Y’, Y” 
die partikuliren Integrale der Gleichung (8), so ergibt sich: 


1 


= ‘ }—1 }--1 , 8 
= = fa—s' s° cos ) k§? (s— 4) a x log *~{ ds 


ae (1—s)* ‘J * cos {kE? (s—4 + S te" 
x” = & fas!" cos {he (s—y) + flog 5", 


q a 1 t- 1 ° L - 
fa —s) 8 cos ky? (s—4) + a log = ds 


log = ds. 


—1 
, hk so )+4 
Cos ) h y~ (Ss 4) ‘ 4k o i—s 
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Diese Lisungen der Gleichungen (8) lassen sicht leicht verificiren. 
Man sieht, dass eines der partikuliren Integrale eine gerade, das andere 
eine ungerade Function der Variablen & resp. y ist. Die Constanten 
kA sind nun noch, den Grenzbedingungen entsprechend, durch trans- 
cendente Gleichungen zu bestimmen. 

Fassen wir wieder die oben §. 4. schon erwihnten drei Haupt- 
formen der Grenzbedingungen ins Auge, und beriicksichtigen die drei 
verschiedenen Formen der Begrenzung, so muss: 


5? 
1) wenn die Begrenzung durch zwei Parabeln gebildet ist: 
fir§— +: | ant | es — | X+a ee om ®t 
a) § b) - y ce) 4 ay 
fiir 4 = + 7: ly—o fk == () | Y+«% =(Q, 
— on ; on 


worin « eine positive Constante bedeuten soll, wenn &, y, positive Werthe 
haben. Man erhiilt zur Bestimmung der beiden Constanten iA vier 
verschiedene Systeme von je zwei transcendenten Gleichungen, wenn 
man setzt: 

a) X= > Y= Y’ 6) Xam X” , Y= Y” 

y) X= X’ , Y = Y” 6) X=X”" , Y= J’. 
Die beiden letzteren Annahmen y) 0) sind aber in diesem Falle nicht 
zuliissig, weil die aus ihnen gebildete Lisung der Gleichung (1) 

ua X'Y” 3; w= X” Y’ 

in dem Gebiete nicht eindeutig ist; beide Lésungen findern niimlich 
ihr Vorzeichen, wenn man die Vorzeichen von § und y gleichzeitig 
iindert, wodurch man keinen anderen Punkt der Fliche erhilt. Man 
hat also hier zwei Reihen von Partikularlésungen: X’ Y’ ; X” Y”, 
von denen jede einzelne mit einem willkiirlichen Factor versehen wer- 
den kann, und deren es so viele giebt, als das entsprechende System 
transcendenter Gleichungen zusammengehérige Wurzelpaare besitzt. 

2) Wenn die Begrenzung durch drei Parabeln: § = &, , § = &,, 
y=-+», gebildet ist, so muss: 


| 
be 


. , dX y dx 

ian £ 4 

fiir § = §&, | xX=0 a9 X+aq; =0 
at ¢ \JIow , J aX \JIxr _ dX 

fiir § = &, at) | X=0 Ob) a 0 ee) \xX ‘5 > 0 
we ' dY ay 

fiir 7 = + », | Y=—0 7. 0 Y+a a 0. 


worin, falls 0 < & < &, , 0 < , ist, @ wieder eine positive Constante 
hedeuten soll. Man erhilt hier in den drei Fiillen ein System von drei 
transcendenten Gleichungen und muss daher eine der beiden folgenden 
Annahmen machen : 
a) X = A’ X’ + A” X” Y = j 
B) X = BX’ + B" XxX” Y= Y”. 
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Aus den drei transcendenten Gleichungen sind die 3 Constanten i, 4, A’: A” 
oder B’: B” zu bestimmen und man erhilt wieder zwei Reihen von 
Partikularlésungen der Gileichung (1): 


Y’(A’ X’+ A” X”) 3; Y" (B’ X'+ B" X"), 


von denen jede einzelne mit einem constanten Factor behaftet ist. 
3) Die Begrenzung bestehe aus vier Parabelbiégen: 
_ t= 


und es sei Oe < 


2 ~ 


wre 
ore 


= y=) Y= 
0f<m< mH, 


dann ergeben sich folgende Bedingungen: 


} 


wee 


} 


fir & = &, , &: | X = 0 | it == () | X + « ay = () 
- J ( 
) B) 1y y) LY 
fiir 7 = 7, » Yo: | Y = 0 | : = () | 2 @ SF eee 
19 Me dn dy 


Man erhilt also in diesem Falle vier transcendente Gleichungen, und, 
um diesen geniigen zu kénnen, muss man setzen: 


X = A’ X’4- A” X” , You BD Y'+ BD IY’, 


so dass die vier Constanten / ,4, A’: A” , B’: B” aus den transcen- 
denten Gleichungen bestimmt werden kénnen. Ks ergibt sich dann 
nur eine Reihe von Partikularlésungen der Gleichung (1) von der Form: 


VCC eT Bat fe ae ae 


in der wieder jede einzelne mit einem willkiirlichen constanten Factor 
hehaftet ist. 


Dass die Constante /, wie sie sich aus den im vorigen §. besproche- 
nen transcendenten Gleichungen ergibt, keine imaginiiren Werthe haben 
kann, wurde schon im §. 4. in viel allgemeinerer Form nachgewiesen. 
Ks soll gegenwiirtig gezeigt werden, dass auch die Constante 4 in den 
Gleichungen (8), als Wurzel jener transcendenten Gleichungen betrach- 
tet, keine imaginiiren Werthe haben kann. Der Beweis davon ist 
sehr einfach. Aus zwei Gleichungen von der Form der ersten Glei- 
chung (8) mit verschiedenen Werthen von 2: 


aX 


ie + PR +4) X = 0 
oe + (+a) X= 0 


folgt niimlich, wenn mit &’&” irgend zwei constante Werthe von & 
bezeichnet werden, zwischen denen die Functionen X X’ mit ihren 
ersten Differentialquotienten stetig sind: 


Mathematische Annalen I. 


{} 
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s 7 


‘ ” ie Grea = fy -, AX 
(Aa) { XX'dE = |x agp — X ae | 


Sve 


$ 


Nun lassen sich in Folge der Bedingungen des vorigen §. § und &” 


immer so annehmen, dass die rechte Seite dieser Gleichung verschwin- 
det, so dass 


(a—a’) { XX’ de = 0 


wird; man hat nur im ersten Falle §&’ = —& §€”=—-+ ,, in den 
beiden anderen Fiillen §° = & &” = &, anzunehmen. Sind nun A und 
4 und mithin X X’ conjugirt imaginiir, so ist das Integral in vor- 
stehender Gleichung wesentlich positiv, und es folgt 4 = 4’, was der 
Annahme widerspricht, dass 4 und 4’ conjugirt imaginiir seien. Es 
sind demnach alle Wurzeln / 4 unserer transcendenten Gleichungen 
reell. Denkt man sich die Wurzeln der erwihnten transcendenten Glei- 
chungen bestimmt, so erhiilt man zu jeder Wurzel i eine unendliche 
Reihe von Wurzeln 4, wihrend die Reihe der Wurzeln i selbst un- 
endlich ist. Man erhiilt also eine doppelt unendliche Reihe von Func- 
tionen X Y und durch diese Functionen soll durch Vermittelung von 
willkiirlichen Constanten eine willkiirliche Function U von zwei Variablen 
— innerhalb des betrachteten Gebietes dargestellt werden. Die Még- 
lichkeit einer solchen Darstellung vorausgesetzt, findet man dieselbe 
auf folgendem Wege, wobei ich mich, der Kinfachheit wegen, auf den 
ersten Fall des vorigen §. beschriinke, wo nur zwei Parabeln zur Be- 
grenzung gebraucht werden, zumal da die Betrachtungen sich in den 
beiden anderen Fillen genau in derselben Weise durchfiihren lassen. 
Man setzt also: 

(13) U = 3 (A, Xia Vig + Ana Xe Vi) - 

ka 
In der Summe » hat man sich die einzelnen Glieder in einem Recht- 
ki 

eck, der Grésse der Wurzeln k ,4 nach angeordnet zu denken, Unter 
den Wurzeln 4 kommen auch negative vor, welche im Allgemeinen 
nicht mit den positiven iibereinstimmen, wiihrend bei den Wurzeln / 
immer positive und negative dem absoluten Werthe nach einander gleich 
sind, so dass man nur die eine Reihe zu benutzen braucht. Das Recht- 
eck, in welchem die Summe (13) geschrieben ist, wiichst daher in der 
Richtung der 4 beiderseits ins Unendliche, wiihrend in der Richtung 
der & es nur nach einer Seite hin ins Unendliche wiichst und nach 
der anderen Seite durch die absolut kleinste Wurzel & begrenzt bleibt. 


Es sind nun in der Gleichung (13) die Coéfficienten A), Aj, zu 
bestimmen durch die Function U’. , 


4 
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yy. 


ki? 


Zu dem Ende bemerken wir, dass die Functionen X 


auch 4 sein mag, der mR th geniigen : 


ka was 


(ay Shee 4g Te + B48 Sa Fy = 8, 

ga: Kao y antl, 
multiplicirt diese letztere Gleichung mit X,, Y,,, die Gleichung (14) 
mit A... Fy. a0, 
ganze Fiche , d. h. in Bezug auf § von — &, bis + &,, in Bezug auf 
n von 0 bis y,, so ergibt sich mit Riicksicht auf die Grenzbedingungen : 


m +6, 
(2? — bY) ff Bn) X,, Veg Xpeg Vy g dE dy = 0. 


Daraus erhellt, dass das Integral verschwinden muss, sobald / und k’ 
verschieden sind, mégen 4 und A’ gleich oder verschieden sein. 


stellt man diese Gleichung fiir eine zweite seit xX 


zieht beide von einander gt und integrirt iiber die 


Da Y,, Y,.,. eutweder gerade oder ungerade Functionen von 4 
sind, so wird unter derselben Voraussetzung verschiedener / und kh’: 
+m +6, 
(15) / / (E?-+-?) X,, X,.,. ¥,, Y,-,. dE dy = 0, 
— $i 


nun folgt aber unter der Voraussetzung eines gleichen k und verschie- 
dener 4,4’ aus den Gleichungen (8) §. 
am 

7 x. Ay, d§ = 0 J | 


& 


—s —h 
und daraus ergibt sich weiter, dass die Gleichung (15) nur dann nicht 
erfiillt ist, wenn sowohl k =k’ als 4 = 4d’ ist. 


dy = 


) 


Kndlich folgt noch unmittelbar daraus, dass X,, V7, 


i, gerade, 


X/', Yi, ungerade Functionen sind, die Gleichung: 
bm HE, 

(16) J J (B+) X, Xe Via Ye, Gedy = 
—M —§, 


Mittelst dieser Gleichung sind die Coéfficienten in der Gleichung (13) 
vollig bestimmt; niimlich: 


+n, +5, 
/ / (@-+-y°) UX, Yn, dé dy 
r _ —m 
Ana = eR 
J JI (Xia Yuna)? dé dy 
—m —§: 
aa +5, 
J J @An) OX Vea dé dy 
” es —4, —§, 
Ay, os +n +5, 


J J (nt) (x Xe Yea) *dé dn 


—H §i 
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Wie schon bemerkt, lassen sich fiir den Fall giner Begrenzung 
durch drei oder vier Parabeln die Rechnungen genau in derselben 
Weise durchfiihren. Auch im Falle einer Begrenzung durch Ellipsen 
lassen sich, ohne die Ausdriicke fiir die Functionen X Y entwickelt 
zu haben, in ganz iihnlicher Weise aus den Differentialgleichungen 
selbst Mittel und Wege finden, um die Coéfficienten der Entwickelung 
einer willkiirlichen Function nach diesen Functionen durch bestimmte 
Integrale auszudriicken. Ich gehe iibrigens an dieser Stelle nicht weiter 
auf diesen Gegenstand ein. 


Heidelberg im Juli 1868. 
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Kinige Kigenschaften einer gewissen Gattung von 
vierter Ordnung. 


Von J. Liiroru in KArisruue. 


Herr Clebsch hat in seinem Aufsatze iiber die Theorie der Cur- 
ven vierter Ordnung (Crelle’s Journal Bd. 59) gezeigt, dass es trotz 
der in geniigender Anzahl vorhandenen Constanten im Allgemeinen 
nicht méglich sei, die Gleichung einer Curve vierter Ordnung dar- 
zustellen als eine Summe von fiinf vierten Potenzen; dass vielmehr 
diejenigen Curven, welche diese EKigenschaft besitzen, sich auszeichnen 
durch das Verschwinden einer Invariante. Herr Cle bsch hat im citirten 
Aufsatze einige Kigenschaften dieser Curven abgeleitet; im Folgenden 
sollen einige andere angegeben und besonders der Beweis gefiihrt wer- 
den, dass das Verschwinden jener Invariante auch eine hinreichende 
Bedingung ist zur Darstellung der Curve als Summe von fiinf Bi- 
quadraten. 


§. 1. 
Darstellung der Gleichung als Summe yon fiinf Quadraten. 
Schreiben wir die Gleichung einer Curve vierter Ordnung in der 
Form 
U = DF Uikim Ui XE Xi Lm ? 
i,k,l,m 
wo sich die Summe erstreckt iiber die Werthe 1 , 2, 3 der Indices, so 
sind die Curven, welche wir hier betrachten wollen, charakterisirt durch 
die Bedingung, dass die Determinante 


Uist Uiii2 U2 M13 M1123 “i133 
Uie11 “yore “1222 M1213 “122 “1233 
(1) A xx | Mazin Marie Mo222 M2213 “e223 Me233 
Uisis Misia Uig020 Misis “1323 “1333 
Mog 11 Uogi2 M322 Uog13 M2323 Megs 





Ussit Ussie Ugzeg Us313 Usze3 Us3a3 
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welche eine Invariante ist, verschwindet. Bezeichnen wir die zum 
Elemente u;x,. gehdérige Unterdeterminante von A mit A;;,;,, so ist 
Aik,im = Aim,ix, tnd diese Gréssen haben, weil A =O, die Kigen- 
schaft, dass sechs Gréssen p,, existiren, welche die Gleichungen 

(2) Ay, im = Pix Pim t,k,l,m = 1,2,3 

erfiillen. 

Diese sechs Grossen p,, kann man betrachten als Coéfficienten der 
Gleichung einer Curve zweiter Classe K, welche dann eine zugehérige 
Form sein wird. 

Wir fassen nun die Polare eines Punktenpaares xy in’s Auge, 
d. h. die erste Polare des einen dieser Punkte in Bezug auf die erste 
Polare des zweiten; deren Gleichung ist 


’ 7 — ,? — 
= "N; Ny v, BS Usk tm ie = Gi, "; Nt om %. 
Diese Polare ist ein Kegelschnitt, dessen Coéfficienten sind : 


— > 
a, = = ad In Uskim . 


? 


. l,m 
Multipliciren wir mit p,, und summiren nach ¢ und i, so erhalten wir, 
wegen der Definition der p 


,» die Gleichung: 


(3) D4; P;, = 9%. 
ik 

Wenn umgekehrt die Coéfficienten a;, eines beliebigen Kegelschnittes 
diese Gleichung erfiillen, so kann er als zweite Polare aufgefasst wer- 
den. Denn aus den obigen Gleichungen, die dann nur fiinf unab- 
hiingige darstellen, folgen fiinf der Groéssen: 
2LyYy > LyYo FLY» 2 LoYo y LY3 + 3%, y Ley + Lz Yq , 2 Xyy; 
als lineare Functionen der sechsten. Die Determinante dritten Grades 
dieser sechs Gréssen, welche bekanntlich verschwindet, liefert dann 
eine Gleichung dritten Grades fiir diese sechste Grésse, wodurch diese 
bestimmt ist. Wenn man sich erinnert an die von Herrn Hesse ge- 
gebene geometrische Deutung der Gleichung (3), so erhiilt man den 
Satz: Wenn ein gegebener Kegelschnitt Polare eines Punk- 
tenpaares sein soll, so muss ein Polardreieck von K ihm 
eingeschrieben oder eines seiner Polardreiecke K umge- 
schrieben werden kénnen. Es gibt dann 3 Punktenpaare, 
als deren Polare der Kegelschnitt betrachtet werden kann. 

Wir bezeichnen jetzt die Coordinaten von sechs beliebigen Punk- 
tenpaaren mit x y’ (h = 1, 2,3, 4,5, 6) und multipliciren die Deter- 
minante A mit einer andern, in der eine Zeile ist: 


he ash ch agh he ayh Ah ayh de agh rhe ash wh A Ae agh w/ / 
WH» MPH: » HH, MAR +azyt, thystartyt , cys. 


Wir erhalten auf diese Weise eine neue Determinante, in der die Ele- 
mente der h'" Zeile entstehen aus: } 
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1 ph ash 
2 a i Uskim ’ 
l,m 
indem man fiir 7, k die Werthe 1,2,3 setzt. Da diese Determinante 
aber mit A gleichzeitig verschwindet, so kann man sechs Coéfficienten 


p, 80 bestimmen, dass 

TP, DU, yt = 0 (,k=1,2,3. 

ho bym , 
Multiplicirt man diese Gleichung mit y, 4, und summirt nach ¢ und /, 
so entsteht die identische Gleichung: 
(4) LP, 21; 2, Le Yt Uinim = 9%; 

h tklm 

wo die », Functionen sind der Coordinaten der sechs Punktenpaare. 
Diese Gleichung lehrt, dass die Gleichung der Polare eines 
beliebigen Punktenpaares sich linear ausdriicken lisst 
durch die Gleichungen der Polaren von fiinf anderen be- 
liebigen Punktenpaaren. Und wenn umgekehrt diese Kigenschaft 
stattfindet, so zeigt die vorhergehende Ableitung, dass auch die In- 
variante A verschwindet, den Fall ausgenommen, dass die Determi- 
nante, mit der oben multiplicirt wurde, selbst verschwindet. Dies tritt 
aber ein, wenn die sechs Punktenpaare harmonische Polenpaare eines 
und desselben Kegelschnittes sind; und in diesem speciellen Falle gilt 
der vorige Satz fiir alle Curven vierter Ordnung. 

Die Coéfficienten p, bestimmen sich am einfachsten, wenn man 
die fiinf Punktenpaare passend wihlt und zwar so, dass jedes Paar 
ein harmonisches Polenpaar ist der Polaren der anderen Punktenpaare. 
Dass sich solche fiinf Polenpaare stets angeben lassen, zeigt sich leicht 
mit Hiilfe des Satzes: Wenn zwei Punkte z, y harmonische Pole 
sind der Polare zweier anderen Punkte &,y, so sind umge- 
kehrt §,7 harmonische Pole der Polare von x,y, den die dop- 
pelte Interpretation der Gleichung 

we 1, Yn “ikem = O 
ergibt. Denn man gehe von einem Punktenpaare 1 aus und nehme 
ein harmonisches Polenpaar seiner Polare zum Punktenpaare 2. Den 
einen Punkt des Paares 3 kann man noch beliebig wiihlen, der zweite 
ist aber dann bestimmt als Schnitt der Polaren des ersten Punktes 
in Bezug auf die Polaren von 1 und 2. Wenn man nun zu den drei 
Kegelschnitten 1,2,3 die Jacobi’sche Curve construirt, so kann man 
auf dieser eine unendliche Anzahl von Punktenpaaren angeben, welche 
harmonische Pole sind der drei Kegelschnitte 1,2,3. Hines dieser 
wihlen wir zum Punktenpaare 4. Das fiinfte Paar, welches harmo- 
nisch sein muss zu den 4 jetzt construirten Kegelschnitten, ist drei- 
deutig bestimmt, wie ein Satz aus der Educational Times lehrt (ef. 
Crelle’s Journal Bd, 68, p. 55), Der vorhin angefiihrte Satz zeigt 
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jetzt, dass die fiinf Punktenpaare die Bedingung erfiillen, dass jedes 
harmonisch ist zu den Polaren der iibrigen. Wir nehmen diese fiinf 
Punktenpaare zu den Paaren z',y'... 2 y*, setzen p, = —1, und xy 
fiir 2*y®. Dann bestehen die Gleichungen 


(5) SU eT I Um = 9; 
wenn kh’ nicht —/ ist. Setzen wir nun in Gleichung (4), die jetzt 
lautet : 
LX Y, 1 Un “skim = 2P, Zt F Ke Mura 
j 


a* + Ay fiir y und vergleichen beiderseits die Coéfficienten von 4, so 
erhalten wir, mit Riicksicht auf (5), die Gleichung: 


wy yh yh x — BS gh yh wh ah 
_ wv; Yi. wy os Uskim DP; ad v; Yi. a Tun seem -s 


Bezeichnen wir jetzt der Kiirze wegen 


Sy ht ash - J 
DLE A Ain Miki Tt U,(nn) , 


SB oh gh 
= w, Yi, ad Yn U skim 


mit U,(«y), 
so wird: 


S 2 Y U, (x,y) 
) h ‘ = 
(6) ~—— 1; Ny v, Yun Urns m gies h ° U h ( y n) ‘ 


U,(a"y ) 
Hiermit ist zugleich eine Bedingung gegeben fiir die Wahl der Punk- 
tenpaare. Da niimlich keiner der Nenner verschwinden soll, so darf 
keines der Paare so gewihlt sein, dass der eine seiner Punkte auf der 
zweiten Polare des andern liegt. 

Das sechste Paar x,y ist noch ganz willkiirlich. Man kann also 
auch den Punkt « mit y zusammenfallen lassen und hat dann, wenn 
man auch noch » = & setzt, fiir den ganz willkiirlichen Punkt « die 
Gleichung: 


(7) >) t u > U;, («xP 
SZ 2. 3.. &. = = - : 

aK lm ikim J Ah 

PU, (a"y") 


Die Gleichung der Curve.ist also ausgedriickt als Summe 
von fiinf Quadraten. Wenn umgekehrt diese Darstellung moglich 
ist, so verschwindet, wie man sofort sieht, A. Addirt man nun zu 
der obigen Gleichung 4 U, (x x)*, wo 4 beliebig, so erhilt man die 
Gileichung des Curvenbiischels, dessen Curven die gegebene in den 
Punkten beriihren, wo sie von dem Kegelschnitt U, (a) = 0 getroffen 
wird. Da nun die so entstandene Gleichung sich noch als Summe von 
fiinf Quadraten darstellt und U, (x) als Gleichung der zweiten Polare 
eines beliebigen Punktenpaares angesehen werden kann, so hat man 
den Satz: dass alle Curven vierter Ordnung, welche die ge- 
gebene beriihren in den Punkten, wo sie von der Polare 
eines beliebigen Punktenpaares geschnitten wird, von der 
hier betrachteten Art sind. F 
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8. 2. 


Darstellung der Gleichung der Curve als Summe yon fiinf 
Biquadraten. 


Zuniichst muss ich einige Siitze anfiihren iiber die Polaren von 
Punktenpaaren, welche in zwei Linien oder eine Doppellinie zerfallen, 
und welche Herr Clebsch a. o. a. O. bewiesen hat. 

Wenn die Polare eines Punktenpaares zerfillt, so sind die beiden 
Linien, in welche sie zerfiillt, harmonische Polaren des Kegelschnittes K 
und zu jedem solchen Paare von Polaren gehéren drei Punktenpaare 
als Pole. Jeder Pol liegt auf der Determinante der ersten Polare 
(Polardeterminante) des andern. Jede Tangente von K und nur 
eine solche kann als eine in eine Doppellinie ausgeartete Polare und 
zwar von drei Punktenpaaren betrachtet werden. Von den beiden 
Punkten eines solchen Paares ist jeder ein Eckpunkt der in drei Gerade 
zerfallenden Polardeterminante des anderen, und die ihm gegeniiber- 
liegende Seite dieses Dreiecks ist eben die Polare der beiden Punkte. 
Alle diese Punkte liegen auf einer Curve vierter Ordnung S =O und 
jeder Punkt dieser Curve kann Punkt eines Paares sein. Die Seiten 
aller zerfallenden Polardeterminanten umhiillen also den Kegelschnitt K, 
und jede Tangente ist Seite von sechs Dreiecken, wihrend die Ecken 
aller dieser Dreiecke auf S liegen und jeder Punkt von S Eckpunkt 
von drei Dreiecken ist, deren Pole die Ecken seiner eigenen Polar- 
determinante sind. 

Betrachten wir nun irgend eine Tangente A, des Kegelschnittes K. 
Diese muss nach dem Vorigen Seite von sechs zerfallenden Polardeter- 
minanten sein, deren Ecken auf S liegen miissen. 12 dieser Ecken 
sind also die Schnittpunkte von A, mit S und nach dem Vorigen liegen 
in jedem dieser Schnittpunkte drei Ecken. Die Seiten der sechs Drei- 
ecke gehen durch diese Ecken und beriihren K, es sind also die Tan- 
genten, welche man durch die Schnittpunkte von A, mit S an K noch 
ziehen kann. Der Schnittpunkt je zweier ist ein Dreieckspunkt, der 
also auf S liegen muss. Also bilden die vier Tangenten, welche 
man durch die Schnittpunkte von A, undS an K legen kann, 
ein vollstiindiges Vierseit, dessen Ecken auf S liegen und 
dessen Gegenecken die Pole der Tangente A, sind. Nennt 
man die vier mit Hiilfe von A, construirten Tangenten A, A, A, A,, 
so erkennt man leicht, dass, wenn man von irgend einer derselben, 
A, z. B., ausgegangen wiire, man gerade die A, A, A, A, gefunden 
hitte. Diese fiinf Tangenten bilden also ein vollstindiges 
Fiinfseit, dessen 10 Ecken auf S liegen. Die Polardeter- 
minante irgend einer Ecke ist gebildet durch die dreiSeiten, 
welche nicht durch jene Ecke gehen, und die Polare zweier 


? 
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Ecken, in welchen sich vier Seiten schneiden, besteht aus 
der doppelt zu rechnenden fiinften Seite. Die angegebene Con- 
struction zeigt ferner, dass das Fiinfseit durch eine seiner Seiten 
oder eine seiner Ecken eindeutig bestimmt ist und dass 
man S unendlich viele Fiinfseite einschreiben kann, welche 
K umschrieben sind. 

Man theile nun die 10 Eckpunkte des Fiinfseits so in fiinf Paare, 
dass jeder Seite des Fiinfseits die Punkte eines Paares als Pole ent- 
sprechen. Bezeichnet man mit 2 y’ die Pole der Seite A,, so ist also 


(8) au x} yi. 1, 2, ikim — A, (n)* 


das Quadrat der Gleichung dieser Seite. Es besteht dann die Glei- 
chung (5) 

= xh yf af y* u;,,,, = A,(z*) 4,(y*) = 
weil stets einer der Pole von A,, auf der Seite A, liegt. Die fiinf 
Punktenpaare kénnen also an Stelle der im vorigen §. gebrauchten 
treten und man erhilt so die Gleichung: 


A, (x)! 
9 - a | 
( ) uU a A, (ah) 2 A, i (y*) 


Hiermit ist gezeigt, dass die Gleichung unserer Curve sich 
darstellen lisst als Summe von fiinf Biquadraten und dass 
das Verschwinden der Invariante A nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dazu ist. 

Durch Addition eines Gliedes g A,(x)' erkennt man, dass alle 
Curven vierter Ordnung, welche diese vierpunktig beriih- 
ren in den Punkten einer Tangente von K, Curven der glei- 
chen Art sind, wie die gegebene. 

Die obige Darstellung verliert ihre Giiltigkeit, wenn einer der Nen- 
ner verschwindet, d. h. wenn einer der Pole einer Seite in diese selbst 
‘allt. Dies kann nur dann eintreten, wenn zwei Seiten eines Fiinfseits 
yt zusammenfallen. Fallen z. B. die beiden 

Seiten I und IV der Figur zusammen, so 
riicken “die Punkte yx x? unendlich nahe 


v i aE sinell Pao 
w* fs resp. an die Punkte nat 3, d.h. die Li- 

! a5 a nien ]] , 11], V werden T vil a von S. 

a Da I und IV zwei unendlich nahe Tan- 

Ml fy! genten von K sind, so muss ihr Schnitt- 


punkt, der auf S liegt, zugleich auf K liegen. 
Und umgekehrt ist unschwer zu erkennen, dass jedem Schnittpunkte 
von K und S ein Fiinfseit entspricht, in welchem zwei Seiten zusam- 
menfallen, so dass deren Zahl acht betriigt. Jede den Curven S und K 
gemeinsame Tangente liefert ebenfalls ein Fiinfseit mit zusammenfallen- 
den Seiten, das aber ausser ihr noch zwei andere solche Tangenten 
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enthilt. Die Anzahl derselben wird also auch hier = =< = 8, wie 


oben. Diese Uebereinstimmung zeigt auch, dass S keinen Doppelpunkt 
hat. Es gibt also acht Fiinfseite, in welchen zwei Seiten 
zusammenfallen. Diese Seite schneidet S in vier Punkten, 
von welchen einer auf K liegt. Die Tangenten, die man in 
den drei anderen Schnittpunkten an S legen kann, sind die 
drei anderen Seiten des Fiinfseits, und ihre drei Schnitt- 
punkte liegen also auf S. 

Betrachten wir nun die erste Polare eines beliebigen Punktes y. 
Die Gleichung derselben ist: 


p> Y; %), x, Ly Crim = 0. 
Soll diese Polare einen Doppelpunkt haben in «, so muss 


Vy , ie 
= Y; ad 9 Ueki m — a, B,, + a. B,, 
ik 
Da,x,=0, 
» B; uv; = 0 


sein. Die Tangenten des Doppelpunktes miissen also reciproke Polaren 
von K sein. Fallen die beiden Tangenten zusammen, so miissen sie 
diesen Kegelschnitt beriihren. Der Pol y und der Riickkehrpunkt x 
seiner Polare miissen dann also Punkte von S sein, deren Polare in 
eine Doppelgerade degenerirt. Da aber x auf dieser Geraden liegen 
muss, so kann die Riickkehrtangente nur eine solche Seite eines Fiinf- 
seits sein, mit welcher eine andere zusammenfiallt. y ist dann einer 
der zu dieser Seite gehérigen Pole. Es folgt also hieraus: In einem 
der acht Fiinfseite, in welchem zwei Seiten coincidiren, ist 
diese Seite Riickkehrtangente von drei ersten Polaren. 
Die Pole dieser Polaren sind die Schnittpunkte der drei 
iibrigen Seiten und jede dieser beriihrt Sin dem Riickkehr- 
punkte der Polare des ihr gegeniiberliegenden Pols. Ks 
gibt also, wie bekannt, 24 Polaren, welche Riickkehrpunkte haben. 
Die Riickkehrpunkte selbst aber sind die Schnittpunkte von S mit der 
Hesse’schen Curve, wie Herr Clebsch gezeigt hat. Diese beiden 
Curven schneiden sich also in 24 Punkten, welche je zu 
dreien auf acht Geraden liegen. Die Gleichung 24‘ Grades, 
welche diese Schnittpunkte liefert, wird sich also mit Hiilfe einer Glei- 
chung achten Grades und Gleichungen dritten Grades lésen lassen. 
Die acht Geraden bilden eine Curve acghter Ordnung, welche mit 
einer zweiten Curve achter Ordnung, die besteht aus der Hesse’ schen 
Curve und dem Kegelschnitt K, 64 Punkte gemein hat, von welchen 
32 auf der Curve vierter Ordnung S liegen. Nach einem bekannten 
Satze liegen also die iibrigen 32 auf einer zweiten Curve vierter Ord- 
nung S;. Da aber jede der acht Geraden den Kegelschnitt K in zwei 
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unendlich nahen Punkten schneidet, von welchen einer nur auf S liegt, 
so wird der andere auf S, liegen miissen, d. hh. S und S, schneiden 
sich in 16 Punkten, von welchen 8 auf dem Kegelschnitt K 
liegen. Die iibrigen 8 liegen dann auf einem zweiten Kegelschnitte. 
Zwischen den 5 Covarianten: der Hesse’schen Determinante 4, der 
Gleichung K’ —0 des Kegelschnittes in Punktcoordinaten, dem Pro- 
duct der acht Geraden, welches wir P nennen wollen, und den beiden 
S und S, findet also eine Gleichung statt von der Form: 
S.8,+i4P=u4.K’, 
in welcher, wie leicht ersichtlich, 4 und w reine Zahlenfactoren sind. 


Ableitung aller Transformationen aus einer bekannten. 


Die Ausfiihrung der Transformation der Gleichung der Curve in 
eine Summe von Biquadraten erfordert, wie das Obige zeigt, die Lésung 
einer Gleichung vierten Grades und eines Systems linearer Gleichungen. 
Wenn aber eine Transformation bekannt ist, so braucht man, um die 
iibrigen zu finden, nicht mehr auf die Gleichung der Curve S zu recur- 
riren, sondern man kann eine Gleichung fiinften Grades mit einer 
willkiirlichen Grosse aufstellen, welche alle anderen Transformationen 
liefert. Man kann bekanntlich die Gleichung einer Tangente des Kegel- 
schnittes K darstellen in der Form a + bA + cd? = 0, wo A ein Para- 
meter ist. Bezeichnen wir die Parameter, welche den fiinf Seiten eines 
Fiinfseits zugehéren, mit 4, ...4;, mit A;—O die Gleichung der 
Seite, deren Parameter 4; ist, und setzen 


(A—A,) (A—A,) ... (A—45) = F(A), 


y 
Bi = 
a Pra) G—i 


so wird durch 


i 
das Quadrat der Gleichung der zum Parameter |, gehdrigen Tangente 
dargestellt. Schreiben wir die fiinf Gleichungen an, welche zu den noch 
zu suchenden Parametern /, .../; gehdren, und lésen die Gleichungen 
auf (vergl. Baltzer, Determ., p. 88), so folgt: 


2 P . f(l,) B; 
A; = — g (A;) pa 9’ (l,) . ey 


g() = (Il) G1) ... (4) 


wo 


gesetzt ist. 
Ist nun die Gleichung unserer Curve vierter Ordnung in Besng 
auf das Fiinfseit der A 


v= Ai =0, 
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so wird sie ausgedriickt in den B 


=> @ y ce Lh) fy) Bj. Bi 
i li S > 0 g (4,2 Tg Ma ; h k ? 
a mE GUI) — Ym Led 


: 


a t 


Sollen nun die B wieder ein Fiinfseit darstellen, so miissen die Pro- 
ducte B, B;). fortfallen und also die Gleichungen bestehen: 
>) iy ht gl 
pe a : == () ie oleic ie 
, 0,9 (A,) ae Mg Lay y » A nicht gleich / 


t z 


‘ 
Diese 10 Gleichungen kénnen aber zusammen bestehen, denn sie 
entstehen durch Subtraction je zweier der fiinf Gleichungen: 


=) a 1 - 
p> oe, 9 (4,)* Bug es ken l...5, 


: 


wo « willkiirlich ist. bestimmt man aus diesen fiinf Gleichungen 
0, 9(4,), so ergibt sich 


1 fu 1 
9,94) = — 4 f’ (a) “a I) ya, 


Die im zweiten Gliede auftretende Summe ist aber nach einem be- 


kannten Satze der Partialbruchzerlegung = 1 und also 
u 
0,9(4,) = — pay’ 


Fiihrt man diesen Werth in die obige Gleichung ein, so ergibt sich 
endlich in 


1 7 1 
(10 = > — : 
u m 0; f (a)? (—A) 


eine Gleichung, die durch J, erfiillt sein muss und also fiir jeden Werth 
von w die fiinf Parameter der Seiten eines Fiinfseits liefert, welches 
die gewiinschte Kigenschaft besitzt. Da die Discriminante einer Glei- 
chung fiinften Grades vom achten Grade in den Coéfficienten ist, so 
ergibt sich auch hier, dass 8 Fiinfseite existiren, in welchen zwei Seiten 
zusammenfallen. 


§. 4. 
Untersuchung der Covariante S. 


Bilden wir nun mit Zugrundelegung der Form (9) die Gleichung 
der Curve S. Wenn wir fiir die Coéfficienten einer terniren biqua- 
dratischen Form symbolisch Potenzen und Producte von Gréssen a,b,c,d 
einfiihren, so wird nach Herrn Aronhold der symbolische Ausdruck 
von S gegeben durch 

6S = abed (abe) (abd) (aed) (bed) , 
wo @=4,%, + a,27,+ 4,2, und (abc) = Y+ a,b,c, gesetat ist. 


Schreiben wir, wie im vorigen §., « in der Form 
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4 
u= 30,4; , 


2 
und bezeichnen mit (hk) die Determinante der drei Formen A;, A,, A,, 
so findet man, abgesehen von einem Zahlenfactor : 


(11)  S = @, @ es @, (123) (124) (134) (234) A, - , A, A, 
+ @1 @2@3 @5 (128) (128) (188) (285) A, A, A; 4, 
+ 01 G2 @4 @5 (124) (125) (145) (245) A, A, A, A, 


+ 0; 03 @; @; (134) (135) (145) (345) 7 yr A, 

+ 2 @3 4 Qs (254) (235) (245) (345) A, A; A, A, 
wofiir wir abkiirzend — wollen: 
(11*) S = k, A, A, A, A, + k, A, A, A, A, +... 
Die Curve S geht ies, wie — sein muss, durch die Ecken des Fiinf- 
seits der A. Die Gleichung der Tangente an S im Schnittpunkte der 
Seiten A, = 0 und A, = 0 findet sich 

A A 
I, + - = 0. 

Stellt man ebenso die Gleichungen der Tangenten auf fiir die beiden 
Kcken A, =0 A,=0O, und A,=—0 A,==0, so erkennt man leicht, 
dass diese drei Tangenten die gegeniiberliegenden Seiten in drei Punk- 
ten einer geraden Linie schneiden. Man kann folglich einen 
Kegelschnitt beschreiben, der die Curve S in den Ecken 
eines Dreiseits des Fiinfseits beriihrt. Die Gleichung dieses 
Kegelschnittes wird 

H =k, A, A; + k, A, A, + k, A, A, = 0, 
wihrend S die Form pe MP 

S =, A, A, A, (hk, A, +h, Ay) + A, A,.H. 
Diese Gleichung zeigt, dass der obige Kegelschnitt S noch in 
zwei weiteren Punkten trifft, deren Verbindungslinie durch 
den Schnittpunkt der beiden anderen Seiten des Fiinfseits 
geht und dort S beriihrt. Diese Ableitung verliert ihre Giiltig- 
keit, wenn zwei Seiten des Fiinfseits zusammenfallen. Die Betrach- 
tung der Figur zeigt dann aber sofort, dass drei der Kegelschnitte, 
welche den vier dann existirenden Dreiseiten entsprechen, in zwei 
Linien zerfallen. Dass man um das vierte Dreiseit, dessen Seiten in 
den Schnittpunkten der zusammenfallenden Seiten S beriihren, einen 
Kegelschnitt legen kann, von dem der obige Satz gilt, zeigt sich mit 
Hiilfe des bekannten Theorems: Wenn man in den Schnittpunkten einer 
Curve n'* Ordnung und einer Geraden die Tangenten an die Curve 
legt, so schneiden diese die Curve noch in n(n —2) weiteren Punkten, 
welche auf einer Curve (n—2)' Ordnung liegen. 

Wir haben nun oben gesehen, dass zu einem Punkte von S ein 

einziges Fiinfseit gehért. In diesem Fiinfseit ist ein Dreiseit dadurch 
ausgezeichnet, dass seine Seiten nicht durch jenen Punkt gehen. Der 
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obige Satz zeigt daun, dass der Kegelschnitt, welcher S in den Ecken 
des Dreiseits beriihrt, noch in zwei Punkten schneidet, die auf der 
Tangente des gegebenen Punktes liegen. Wir wollen das Dreiseit und 
den Kegelschnitt als zu dem Punkte gehérig bezeichnen. Betrachtet 
man nun die zu zwei Punkten von S gehérigen Kegelschnitte und 
lisst den einen Punkt stetig seine Lage veriindern, so wird auch der 
zugehorige Kegelschnitt sich stetig iindern, und wenn der eine Punkt 
mit dem andern zusammenfillt, so werden die beiden Kegelschnitte 
auch zusammenfallen. Denn wenn dies nicht der Fall wire, so wiirden 
zwei Kegelschnitte existiren, welche zu einem Punkte gehérten, was 
unmoglich ist. Die zu den verschiedenen Punkten von S ge- 
hérigen Kegelschnitte bilden also nach dem von Herrn 
Hesse (Crelle’s Journal Bd. 49, p. 243 ff.) aufgestellten Begriffe 
ein und dasselbe System. 

Betrachten wir nun zwei Punkte a und b von S. Da die beiden 
zugehérigen Dreiseite dem Kegelschnitte K umschrieben sind, so liegen 
ihre Ecken auf einem zweiten Kegelschnitte G. Dieser schneidet S 
noch in zwei weiteren Punkten. Um deren Lage zu finden, betrach- 
ten wir die zu a und b gehiérigen Kegelschnitte H und H’ zusammen 
als eine Curve vierter Ordnung und den doppelt gerechneten Kegel- 
schnitt G in Verbindung mit den beiden Tangenten 7’ und 7”, die man 
in @ resp. b an S legen kann, als eine Curve sechster Ordnung. Von 
den Schnittpunkten dieser Curve mit der Curve vierter Ordnung S liegen 
dann 16 auf der Curve HH’. Nach einem bekannten Satze von Cayley 
(cf. Cremon’, ebene Curven, p. 65) liegen also die tibrigen auf einer 
Curve zweiter Ordnung. Diese acht Punkte sind aber die zwei Paare 
c, d@ von unendlich nahen Punkten, welche der doppelt gerechnete 
Kegelschnitt G ausser den Beriihrungspunkten von H und H’ noch 
mit S gemein hat, und die zwei Paare a, b von unendlich nahen Punk- 
ten, in welchen JZ und 7” schneiden. Es miisste also ein Kegelschnitt 
existiren, welcher die Curve S in den willkiirlich gewihlten Punk- 
ten a, b und in noch zwei anderen c, d beriihrte. Dies ist aber nicht 
moéglich, weil schon die Zahl der Beriihrungskegelschnitte, welche in 
einem Punkte beriihren, eine Midliche ist. Der Kegelschnitt muss also 
zerfallen. Aber auch der Fall von zwei Linien ist zu verwerfen, weil 
sonst durch einen beliebigen Punkt von S eine Doppeltangente zu legen 
wire. Ks bleibt also nur der Fall iibrig, dass der Kegelschnitt eine 
Doppellinie ist. Wir haben somit den Satz: Wenn man zu zwei 
Punkten a und b von S die zugehiérigen Kegelschnitte con- 
struirt, so liegen deren Beriihrungspunkte auf einem Kegel- 
schnitte, der S in zwei weiteren Punkten c,d schneidet. 
a,b,e,d liegen dann auf einer geraden Linie. Es folgt hier- 
aus noch, dass, wenn man in der Construction ausgegangen 
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wire von den beiden Punkten ¢,d, man die Punkte a,b er- 
halten hitte, und Wenn man durch zwei Punkte a,b von S, 
eine gerade Linie legt, welche S noch in den beiden Punk- 
ten c,d trifft, so schneidet der Kegelschnitt G, welchen 
man durch ¢,d und die Ecken des zu a gehorigen Dreiseits 
beschreiben kann, S noch in drei Punkten, welche die Keken 
des zu b gehérenden Dreiseits sind. 

Die oben benutzte Ueberlegung verliert ihre Giiltigkeit, wenn « 
und 6 Beriihrungspunkte einer und derselben Doppeltangente sind. 
Dann beriihrt aber der zu a gehdrige Kegelschnitt in b und umge- 
kehrt, und beide Kegelschnitte sind also Beriithrungskegelschnitte , die 
in allen Punkten beriihren, wo sie S treffen. Da sie aber in ihrer 
friiheren Bedeutung zum gleichen System gehéren, miissen sie auch 
demselben System von Beriihrungskegelschnitten angehdren. Nach 
einem Satze von Herrn Hesse (Crelle’s Journal Bd. 49, p. 262) 
liegen also die Beriihrungspunkte wieder auf einem Kegelschnitte. Ks 
tritt daher zu dem obigen Satze noch die Ergiinzung hinzu: Sind die 
beiden Punktea,bBeriihrungspunkte einer Doppeltangente, 
so geht der Kegelschnitt, den man um die Keken der zuge 
hérigen Dreiecke legen kann, durch die niimlichen beiden 
Punkte a,b hindurch. 

Da die Gleichung von S auch geschrieben werden kann: 

S = A,.H, + k, A, A, A, A, = 0, 
wo H, die Gleichung: 7 
k, A, A, Ay + hk, A, A, Ay + bh, A, A, A, + kh, A, A, A, = O 
einer Curve dritter Ordnung bezeichnet, so sieht man, dass S von 
einer Curve dritter Ordnung beriihrt wird in den Ecken 
eines Vierseits. Da das Vierseit durch eine T'angente an KX ein- 
deutig bestimmt ist, so folgt, dass alle Beriihrungscurven dritter Ord- 
nung derart einem Systeme angehéren. Die hier auftretende Curve 
H, hat noch eine besondere Bedeutung. In der allgemeinen Theorie 
tritt eine Zwischenform auf, deren Symbol ist: 
Sy = (wab) (wae) (uw ®) (abe) abe; 
fiihren wir hier unsern Ausdruck (9) fiir « ein, so erhalten wir, ab- 
gesehen von einem numerischen Factor: 
S, = 2 0, % @, (xm) (wd) (wxm) (waw) A, A, A, , 
whu 
wo die Summe ausgedehnt ist iiber die Combinationen ohne Wieder- 
holungen der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 zu je dreien, und wo (wxA) die 
Determinante von A,, A, und der Form w, 2, + w,«, + u3% bezeichnet. 
Setzen wir fiir w, «,, die Coordinaten der Linie A. 


., so geht, wie 


man sieht, S, itiber in H,. Da A, eine beliebiga Tangente des Kegel- 
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schnittes K darstellt, so folgt mit Riicksicht auf die a. a. O. gegebene 
Bedeutung von S, der Satz: Die Punkte, deren erste Polaren 
von einer gegebenen Tangente des Kegelschnittes K in sol- 
chen Punkten geschnitten werden, dass die in den Schnitt- 
punkten an die Polare gezogenen Tangenten sich in einem 
Punkte schneiden, liegen auf einer Curve dritter Ordnung, 
welche S in den Ecken des zur gegebenen Tangente-gehi- 
rigen Vierseits beriihrt. 

Bezeichnen wir mit g einen beliebigen linearen Ausdruck der Coor- 
dinaten, so stellt die Gleichung 

oS-+ A, A, A, Ay A, = O 

ein ganzes Netz von Curven fiinfter Ordnung dar, dessen 
Curven alle in den Eckpunkten eines Fiinfseits S beriihren. 
Die EKckpunkte zweier Fiinfseite gehéren zum gleichen 
System von Beriihrungspunkten. Denn da die Kckpunkte durch 
einen unter ihnen eindeutig bestimrat sind, so miissen sie alle zusam- 
menfallen, wenn man einen Punkt des einen Fiinfseits durch stetige 
Aenderung mit einem des anderen zur Deckung bringt. 

Zum Beschlusse dieser Betrachtungen will ich noch den folgenden 
Satz anfiihren: 

Wenn eine gegebene Curve vierter Ordnung die Kigen- 
schaft hat, dass man ein vollstiindiges Fiinfseit beschrei- 
ben kann, dessen Ecken alle auf ihr liegen, so kann man 
sie betrachten als Covariantencurve S zu einer anderen 
Curve vierter Ordnung, von der in §. 1. charakterisirten 
Art. In der That kann dann, wenn mit A,... A, die Gleichungen 
der Seiten bezeichnet werden, die Gleichung der Curve stets in die 
Form gesetzt werden: 

0 = o,’ A,A,A,A, + @,’ A, A,4,A, + 05’ A, A, Ay As + 0, A, A, Ay A; 
+ 9; A, A,A,4,, 

wo die 9,’ ... @;, bestimmte Coéfficienten sind. Die Vergleichung mit 
der Form (11*) der Gleichung von S zeigt aber dann sofort, dass dieses 
die Covariante S ist zu der Form: 

ky 44 Ky 44 Ks 44 ky 4a ky 4s 

0; At + Os A) + 03, At + oy A} + @;. A; : 
Ks gelten somit alle hier bewiesenen Eigenschaften von S allgemein 
fiir jede der Curven der im letzten Satze bezeichneten Art. Einen 
Satz hebe ich noch hervor, der aus dem Vorigen sich sofort ergibt: 
Wenn man einer Curve vierter Ordnung ein Fiinfseit ein- 
schreiben kann, so kann man ihr unendlich viele einschrei- 
ben, deren Seiten alle einen Kegelschnitt beriihren. 

Nach einer blossen Abziihlung kénnte es scheinen, dass es stets 
miglich wiire, einer Curve vierter Ordnung ein solches Fiinfseit ein- 
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zuschreiben. Der vorletzte Satz zeigt, dass dies nicht richtig ist, denn 
eine allgemeine Curve vierter Ordnung miisste dann von einer anderen 
mit nur 13 Constanten abhiingen, was unmdglich ist. 


Ausnahmefiille. 


Die Resultate, welche in den vorhergehenden §§. erlangt sind, 
stiitzen sich auf die Voraussetzung, dass der Kegelschnitt K nicht zer- 
fallt. Wir wollen nun noch in Kiirze die Aenderungen angeben, welche 
eintreten, wenn diese Voraussetzung nicht mehr giiltig ist. 

Der Kegelschnitt K mége zuniichst bestehen aus zwei Punkten a 
und b. Damit dies der Fall sei, muss die Determinante der p,, ver- 
schwinden. Die Coordinaten dieser beiden Punkte geniigen dann den 
Gleichungen : 


. » 
Daihjtiauw=90 , l.m=—1,2,3, 
i,k 


welche sofort aussagen, dass die erste Polare vonaim Punkteb, 
und die von 6 im Punkte a einen dreifachen Punkt be- 
sitzt, d. h. dass diese Polaren in drei gerade Linien zer- 
fallen. Beziehen wir nun einen Punkt durch seine Coordinaten xyz 
auf ein Dreieck, dessen Ecken «x =O y=O und c=0 2-=—O in 
den Punkten « und b resp. liegen, wiihrend die dritte Ecke einer der 
Punkte ist, in welchen sich die Polare von a und die von 0 schneiden, 
so ist die Gleichung der ersten Polare von a u, =O, wo nun w, eine 
biniire Form der Variabeln « und z ist, und ebenso ist die Polare von 
b uw, =O und w, enthilt nur die Variabeln « und y. Wenn wir also 
die gewohnliche Bezeichnungsweise der dritten Differentialquotienten 
von « anwenden, so ist 
Uoo3 = Ugg. = Ujog = 0, 

und die Gleichung der Curve kann in die einfachere Form gesetzt werden: 
(12) aavt+ by'+cz'+ 4b'vy + 4c'v2 + Ob" ay? + 6c" x?2? = 0. 
Berechnet man nun den Ausdrack von S nach der von Herrn Aron- 
hold gegebenen Darstellung, so folgt, mit Beriicksichtigung der obigen 
Gleichungen und mit Fortlassung eines Zahlenfactors: 


(13 S = (Woo — Myre + Uo22) (i353 — Urs + Uggg) - 


Der erste Factor u,.. — Uj; « Ugo ist die Hesse’sche Determinante der 
biniiren Form «,, der zweite dieselbe Covariante von w,. Wir sehen 
also, dass hier die Covariante S in zwei Linienpaare zer- 
fillt, die ihre Scheitel in a und b haben und die cyclisch- 
projectivischen Linien sind zu den Linien, welche die ersten 
Polaren von b und a bilden. Wo der Ausdeuck cycliseh -projec- 
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tivisch nach Herrn Clebsch (Crelle’s Journal Bd. 68, p. 167) ge- 
braucht ist, um die bekannte Beziehung anzudeuten, in welcher die 
Linien der Hesse’schen Determinante zu den Linien der Form selbst 
stehen. Es ist nun aus der Theorie der biniren Formen dritten Grades 
bekannt, dass durch Einfiihrung der Factoren der Hesse’schen Co- 
variante als neuer Variabelen die Form sich darstellt als Summe zweier 
Cuben. Setzt man also w?,,; — to. Wooo = Y, Y,, wo Y, Y, lineare 
Ausdriicke in « und y, so wird 

wy = a Yi +p Y¥3, 
und iihnlich geht w, tiber in 

uae A+ PZ. 


WeDN WIL W7;;3 — Uyg3 Uyg3 = 2, Z, setzen. Durch Integration ergibt 
sich hieraus fiir « die Form: 
(14) u= A’e'+ BY{'+B,Y;+¢64+4+6, 2%, 


so dass sich auch jetzt noch w als Summe von fiinf Biquadraten dar- 
stellen liisst. Aus dieser einen Darstellung lassen sich noch unendlich 
viel andere ableiten. Man kann nimlich entweder die biniire Form 
A’x'+ B, Yi + B,Y3 
oder die Form 
A’ei'+C,2744+ 0,23 
wieder auf unendlich viele Arten als Summe von drei Biquadraten dar- 
stellen, und erhilt dann neue Ausdriicke fiir w. Die in einer solchen 
Darstellung angewandten Linien scheiden sich in zwei Gruppen von 
zwei und drei Linien. Das Linienpaar der ersten Gruppe hat seinen 
Scheitel in einem der beiden Punkte a, b und ist identisch mit dem 
von hier ausgehenden Linienpaar von S. Die drei Linien der zweiten 
Gruppe gehen dann durch den zweiten Punkt. 

Die in (14) gegebene Darstellung wird unméglich, wenn die Po- 
lare von } z. B. aus drei Linien besteht, von welchen zwei zusammen- 
fallen. Dann kann man w, nicht mehr auf die oben angenommene 
Form bringen, sondern muss setzen 

u,= Y? Y,. 
Hieraus folgt fiir den von y abhiingigen Theil von w die Form: 
oT; 3. + F F:: 
Dagegen lisst sich w sogar als Summe von vier Biquadraten darstellen, 
wenn die Polare eines der Punkte a, b, des letzteren z. B., aus drei 
zusammenfallenden Linien besteht. Denn da w, dann in die Form ge- 
bracht werden kann 


so hat w den Ausdruck 
u=A'w't+BY'+¢O4+4+06,2%, 





52 Ueber eine Gattung von Curven 4" Ordnung. 


Je 


der sich durch den oben schon angewandten Process noch auf unend- 
lich viele andere Formen bringen liisst. 

Kine Darstellung der Gleichung der Curve als Summe von vier 
vierten Potenzen tritt auch dann ein, wenn in dem Ausdruck (14) die 
Constante A’ verschwindet. Dieser Fall unterscheidet sich aber von 
dem vorhergehenden dadurch, dass die Gleichung « — 0 sich nur auf 
eine Weise in diese Form bringen lisst. Denn eine zweite kénnte nur 
daraus hervorgehen, dass man die Summe zweier der vorkommenden 
vierten Potenzen noch in anderer Weise in der gleichen Form aus- 
driickte. Dies ist aber unmoéglich; denn wenn eine biniire Form vier- 
ten Grades als Summe von zwei Biquadraten dargestellt werden kann, 
so ist dies nur auf eine Weise miéglich. Was nun die Bedingungen 
dieses Falles betrifft, so erkennt man leicht, dass, wenn man die 
Schnittpunkte der zwei Linienpaare, welche S bilden, bezeichuet mit 
a’b’ , ab”, die Polaren des Punktenpaares a’ b’ und die des Punkten- 
paares a’ b” unbestimmt werden; und umgekehrt, wenn dies der Fall 
ist, so zeigt die Gleichung (14), dass A‘ =O ist. Ks findet daher 
nicht nur die Gleichung statt 

a @ b;. Gite == U, 
sondern auch die beiden andern 

DG; Ui Uikim = 0, 

Dal bi tikim = O. 
Wenn andererseits diese Gleichungen bestehen, so zeigt die Unter- 
suchung am Beginn dieses §., dass a,b, a’,b’ , a”,b” Doppelpunkte 
von S sein mitssen, d. h. dass in der That vier dieser Punkte die 
Schnittpunkte zweier Linienpaare sind, welche von den beiden anderen 
ausgehen. Die Gleichungen oben aber sind nur moéglich, wenn die 

DS Pi Utmn = 0 


Auflésungen liefern von der Form 


P:, = Pip tAd;, , 
wo A beliebig ist. Dann kann man in der That auf drei Arten 4 so 
bestimmen, dass der Kegelschnitt K ein Punktenpaar wird. Auflésungen 
von dieser Art setzen aber bekanntlich voraus, dass ausser der Deter- 
minante der Gleichungen auch noch siimmtliche erste Unterdetermi- 
nanten verschwinden, wiihrend mindestens eine zweite Unterdeter- 
minante nicht gleich Null sein darf. (Vergl. Baltzer, Determ. p. 62.) 

Olne mich bei den anderen leicht zu iibersehenden Aenderungen 
aufzuhalten, die noch eintreten kinnen, will ich noch den Fall betrach- 
ten, dass der Kegelschnitt A zerfillt in einen doppelt zu rechnenden 
Pankt a. Dann bestehen die Gleichungen 
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welche aussagen, dass die Curve einen dreifachen Punkt hat 
in a. Dass auch der umgekehrte Schluss berechtigt ist, ist klar; es 
ergibt sich hieraus der Satz: Wenn eine Curve vierter Ordnung 
einen dreifachen Punkt haben soll, so muss erstens die 
Determinante A verschwinden. Dann sind die Unterdeter- 
minanten Producte je zweier von sechs Gréssenp,,. Es miis- 
sen dann zweitens simmtliche Determinanten zweiten Gra- 
des verschwinden, welche man aus diesen p,, bilden kann. 
Dieser Satz ist ein specieller Fall eines allgemeinen, welcher fiir 
Formen geraden Grades von beliebig vielen (wv) Variabeln gilt. Soll 
eine solche Form 2p'" Grades eine (p-+1)fache Lésung besitzen, so 
muss ein System von (”,p) Formen p'" Grades gleichzeitig annullirt 
werden, wo (v,p) =" = a MP ‘1. Diese Zahl ist aber die 
Anzahl der Glieder einer Form p' Grades. Aus den aufgestellten 
Gleichungen kann man also die Variabeln eliminiren, und erhilt als 
erste Bedingung, dass eine Determinante verschwinden muss, welche 
der A, die wir hier betrachteten, ganz analog gebildet ist. Die ersten 
Unterdeterminanten dieser Determinante sind dann Producte je zweier 
von (#,p) Gréssen, die man als die Coéfficienten einer zugehdrigen 
Form p' Grades auffass*n kann. Wenn diese zugehérige Form eine 
p'* Potenz eines linearen Ausdrucks ist, so geben die Coéfficienten dieses 
Ausdrucks die Werthe der Variabeln, fiir welche die (p-+-1)fache Lé- 
sung stattfindet. Die gesuchten Bedingungen lassen sich also auf- 
stellen, wenn man die Bedingungen angeben kann, dass eine Form 
p'" Grades die p'* Potenz eines linearen Ausdrucks ist. 
den 27. Juni 1868. 


Heidelberg, 








Note on the Solution of the Quartic Equation «U + 68 H=0. 


By A. Cay.ey. 


If U denote the quartic function (a, b, ¢, d, e) (x, y)', H its 
Hessian 
= (ac — B’, 2 (ad — be), ae+2bd—3e’, 2(be—ed), ce—d?* (x, y)', 
« and # constants, then we may find the linear factors of the func- 
tio « U + 6B H (or what is the same thing solve the equation 
«U + 66H = 0) by a formula almost identical with that given by 
me (Fifth Memoir on Quantics, Phil. Trans. t. 148 (1858) see p. 446) 
in regard to the original quartic function U. 
In fact (reproducing the investigation) if J, J are the two in- 
variants, M = ar , ® the cubicovariant 
= (—a?d+ 3 abe — 20’, Ke’) (x, y)®, 
then the identical equation JU’ — IU?H + 4 H*® = — @?, may be 
written (1,0, — M,M) (IH, JU)? = — } P ®, whence if @,, @,, a, 
are the rools of the equation (1,0, — M, M’) (@,1)®=0, or what is 
the same thing o*® — M(@—1)=—0; then the functions 
IH —a,JU, IH—oa,JU, IH—a,JU 
are each of them squares: writing 
(a, — @,) (IH — o,JU) = X? 
(o, — @,) (IH —@,JU) = Y? 
(a, —@,) IH —a@,JU)= 72, 
so that identically X* + Y* + Z* =, the expression «eX + BY+yZ 
will be a square if only ae + #6?+ y? = 0. (To see this observe 
that in virtue of the equation X* + Y*+ Z*? =O, we have 
X+iY,X—Zi/Y each of them a square, and thence 
aX+BY+ yZ 





= 4 («+ ip) (X—i¥) + 4(@—ip) (K—iX)— pif X? + ¥* 
is a square if the condition in question be satisfied.) 
Hence in particular writing 


VYoa,—o, Val+ 6BaJ, .... ~Va,—a@, Kal+ 6pa,J 


for a, B, y, we have 





al 
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(a@, — @s) Vol + 6Ba,J V IH + a,JjJU +-:-- 
+ (@,—o,) Vel+6po,J YIH+ aJU 


a perfect square, and since the product of the four different values is 
a multiple of («U + 66H) (this is most readily seen by observing 
that for «UV + 66H =O, the irrational expression omitting a factor 
is (@, — @,) (aI + 6fa,J) + ---+ (@,—@,) (al + 6fa,J), which 
vanishes identically) it follows that the expression in question is the 
square of a linear factor of «U + 66H. 

It thus appears that the radicals (other than those arising from 
the solution of U = 0) contained in the solution of the equation 

aU + 6pH =0 


are the three roots 


Vel + 6Ba,J, Vol + 6po0,7 , Val + 6po,J. 


Cambridge, 2" September 1868. 





Ueber die Theorie der terniren cubischen Formen. 


Von A. Ciesscu und P. Gorpan in GIESSEN. 


Eine typische Darstellung der terniiren cubischen Formen hat, 
auf Grund seiner Erweiterung der Hermiteschen Theorie der ,,formes 
associées,“ Hr. Brioschi in den Comptes Rendus von 1863, erste Hilfte, 
p. 661 gegeben. Der vorliegende Aufsatz hat den Zweck, die Resultate 
des Hrn. Brioschi, oder vielmehr eine der seinigen iihnliche typische 
Darstellung aus der Theorie der terniren cubischen Formen zu ent- 
wickeln, und die dabei auftretenden Gestalten mit dieser Theorie in 
Zusammenhang zu bringen. In diesem Sinne wird das Folgende viel- 
leicht fiir Diejenigen nicht ohne Interesse sein, welche der Theorie 
dieser Formen ein niheres Studium widmen. 


6 


Grundformeln. 


* 
Wir adoptiren im Folgenden grésstentheils die Bezeichnungen des 
Hrn. Aronhold. Sei f die gegebene Function dritter Ordnung von 


Hy Uy, Xs, nef x 
fi = 4 4 k= S. o*f i 
i= 3 on,? [#8 Dede, 
und 


Als zusammengesetzte Function benutzen wir xf — 44, und haben 
dann nach Aronhold (indem nur das Vorzeichen des Coefficienten 
von A geiindert ist): 


4, —~14 = 4x 


A=6E+ fa he fav 





BA’ wth + 3A xd? — 423, 


wo 
A’ =Sf, A” =2Tf—SA4 , A” =38f—2T2. 
Benutzt man also die Form 


G (xA) — x! — 6 Sx? 22 fe 8 Tui Te! 3 S21, 
und setzt 


. . . . . 
*) Dieselbe Bezeichnung soll bei anderen Formen angewandt werden. 
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af) an Ye: 
—_— OG dene 0G “eo CG ; 
G=t5,%=tR > Gu=e7@ U5 


so ist 
Ayj—14 = G, (*#d) . 4+ G, (x, A). f. 

Als Covariante sechsten Grades wihlen wir diejenige Verbindung 
der Covarianten sechster Ordnung, mit Producten von Covarianten drit- 
ter Ordnung, auf welche Hr. Brios chi (Crelles Journ. Bd. 63. p. 33) 
aufmerksam gemacht hat und welche, fiir die zusammengesetzte Func- 
tion gebildet, der Gleichung geniigt: 

Vxp—14 = G* (x,A). y. 


Bezeichnen wir symbolisch f durch a,* = b,°..., 4 durch 

a,’ = B,3 ..., und iiberhaupt durch (pqr) die Determinante = +- p, q15; 
so hat man aus f und 4 zuniichst die drei Covarianten sechster Ord- 
nung: 
gp = deb, (ab 4) 

Pp = rh, (aaf) (ae J) 

yp” = a.B, (a Bf). 
Dieselben werden durch w ausgedriickt mit Hiilfe der Formeln: 


gy =—Z—2IP + Sf4 
” ib Ls AP id 
Pp = . + 5 Tf* 
vy =— 5 +4 If —Sfa. 


3 
Aus gp, 4, f setzt sich die Covariante neunten Grades zusammen: 
2=—6 (fd), 
welche der Gleichung geniigt: 
— Qep— aa = G (ud). Q. 
Kiir die Discriminante von f wihlen wir (von Aronhold im Vor- 
zeichen abweichend) 
R= 8 — T°; 
daher auch als zugehérige lormen: 
P, = TS; — ST, 
R; = S°S;— TT,;, 
so dass 
Pyjp-ra = G* (xd) (xP, — A Ry) 
Riy-ia = G (xd) (GR; + G, P,/). 
Als zugehérige Form sechsten Grades fiihrt man statt der Form 
F’, welche gleich Null gesetzt die Curve f=0 in Liniencoordinaten 
darstellt, besser die Form 


®=6KF + (STS?P—28°S;T, + TS), 
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welche, wie man sich sofort iiberzeugt, die Gleichung befriedigt*) : 
D714 = G* (xa). @. 
Aus ihr entspringt in Verbindung mit S;, 7, die Hermitesche zuge- 
hérige Form neunten Grades: 
II = 6 (®, S,, T,/). 
Was diejenigen Zwischenformen betrifft, welche fiir die « und die 
w vom zweiten Grade sind, so entspringen aus der von Aronhold 
benutzten, @, ausser H noch eine dritte, K, und zwar hat man sym- 
bolisch : 


@ =a, bz (abu)’?, H=a,a, (aau), K= a. Bp, (a pu)’, 
und fiir die zusammengesetzte Function kf — 44 findet man: 
Oy,-24 = #0 —2eAH+ VK 
Hiy—14 = Gy (xd) (xO — AH) + G, (xd) (x H— AK) 
K-14 = G,? (#4) O + 2G, (xd) G, (xd) H + G,? (xd) K 
= G (xd) [Gy (xd) O + 2G,, (xd) H+ G,, (#4) K| 
+- Sza On; 44: 


S 


§. 2 


Lineare Zwischenformen. 


Die folgenden Untersuchungen beruhen wesentlich auf der Theorie 
derjenigen Zwischenformen, welche in Bezug auf die Liniencoordinaten 
Uy, Uy, Us vom ersten Grade sind, und welche daher kurz lineare 
genannt werden mégen. Die einfachste von diesen ist die evidente 
Zwischenform 

Ue == UW LX, + Uy %, + UB2,. 

Eine niichst-einfache entsteht, indem man die Determinante der 
uw mit den ersten Differentialquotienten von fund 4 bildet; wir bezeich- 
nen sie durch 
(1) N = 6(ufd) = 6 (wae) a2 «2. 

Dieselbe ist vom vierten Grade in den 2, und ebenso vom vierten Grade 
in den Coefficienten. Man hat offenbar dN —0; daher ist N eine 
Combinante und 


*) Zum Beweise dieser und iihnlicher Formeln dienen folgende Sitze, welche 
hier ohne Beweis angefiihrt sein mégen, und in welchen das Zeichen 6d dieselbe 
Bedeutung wie bei Aronhold hat: 

Fiir jede Combinante m des Systems xf— AZ ist dg = 0. 
Jede Form q, fiir welche dg verschwindet, geniigt der Glei- 
chung Pxp—1a = G@ (xd). g. 

Der Beweis dieser Formeln, im Verein mit einer neuen und abgekiirzten Dar- 

stellung der Aronhold’schen Theorie wird an einem andern Orte gegeben werden. 
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(2) Ny-1a = G (xd). N. 
Aus N entspringt die weitere Form gleicher Art: 
4 aa ae 

(3) C= Oui (On 


Diese ist ebenfalls eine Combinante; sie ist vom siebenten Grade in 
den x, vom achten in den Coefficienten, und des letztern Umstands 
wegen hat man 

(4) Qup—1a = G* (x). Q. 

Die Form @Q liisst sich aus einfacheren linearen Zwischenformen 
zusammensetzen, welche aber nicht mehr Combinanten sind. Die 
symbolische Darstellung (1) von N liefert niimlich fiir Q@ den Ausdruck: 

Q = 6 (wae) de a, b2 Bi {dx (abB) + a, (abB) } ; 
Die beiden Theile dieses Ausdrucks unterscheiden sich nur dadurch 
von einander, dass a,b mit a, vertauscht sind. Behandeln wir zu- 
nichst den ersten Theil, so kénnen wir fiir ihn die halbe Summe der 
Ausdriicke setzen, welche durch Vertauschen von @ und # entstehen, 
dieser Theil ist also: 
3 a2 b2 «Bx (abB) {(wa «) B. — (wap) Ox \. 
Aber nach einer bekannten, oft anzuwendenden Identitiit ist: 
(wae) Bx — (wap) @, = (WB a) dz — (ABQ) Ux; 

und der obige Ausdruck verwandelt sich also in: 

3f. dx Bx (aBf) (abu) —3q”. ux. 
Vertauscht man a,B mit a,b, so geht fin J, gy” in g’ (§. 1.) iiber, 
und man hat also fiir den zweiten Theil von Q: 

3A. deb (abd) (abu) —3qy. Uz. 

Indem man nun g’ und g” durch w ausdriickt (§. 1.), erhilt man 
fiir @ folgende Darstellung: 

1 SION ON AL —fM + 2ou.. 


(5) C= 1h ou; Ou; 
und die neu auftretenden linearen Zwischenformen ZL, M sind durch 
die Gleichungen definirt (vgl. §. 1.).: 

( L = 3azbz (abd) (abu) — 4x 

) M =— 3a,Bx (uBf) (aBu) + 4” te. 
Diese beiden Formen sind, wie N, von der vierten Ordnung in 
den x, und fiir die Coefficienten beziehungsweise von den Ordnungen 
5 und 7. Sie stehen in ihnlicher Beziehung zu einander, wie f und 
4. Denn da Q und w Combinanten sind, so ist auch dL —fM 
eine solche, oder es ist: 
Ay 44 Liy—ia _—_ (xf— AA) Miy—ia — G? (xd) (4 L— fM) 
= [Gy (ud) f + G, (A) A) Ley—aa — (ef — 2.4) Mapa 





(6) 








60 Ueber terniire Formen dritten Grades 


Vergleicht man hier die Coefficienten von fund 4, so findet man: 
G, (xd) Dyas +. AM,, 14 G (xd). L 
G, (x2) Liy-ia — * Myp—ia => — Gr? (xd). M, 
oder durch Auflésung: 
{ Lyy—1a = G (xd) (x L—amM) 
) Mip-aa = G (ud) (G,(xd) LL +G, (xd) M). 
Man schliesst hieraus unter Anderm, indem man die Glieder vergleicht, 
welche 4 zur ersten Potenz enthalten: 
(8) éL = M,dM = 3SL*), 
Gleichungen, welche im Folgenden oft zur Anwendung kommen, und 
leicht direct zu beweisen sind. 
Die ersten Theile von Z und M hiingen iibrigens mit © und K 
genau zusammon; sie enstehen, wenn man die Ausdriicke bildet 


(7) 


00 ad ,oK of 
1> Ly . 


2 7 Dor ez = ar 
ou; On; ou; Ox; 


Auf tihnliche Weise kann man aus @, H, K 6 Formen bilden, welche, 
wie man leicht sieht, sich in folgender Weise durch LZ , M ausdriicken: 








, 00 af 38 as . 
eS So it, 42 = tem b+ Be 
” ou; Ox; > ou; OL; 
OH of P CH Od oe 
9 be. = —L4+24'u,, = = M+ 24'u, 
( ) Ou; 0x; + 3) Ou; Cx; 4 ++ : 
—— of ™ ,0K dd we 
ee an a, 15 SE Mx. 
Cu; Ox; 7 a Ou; Cx; 


Man verificirt diese Gleichungen sofort durch Anwendung des Processes 
0, da OO = 2H, dH= K+ 3S80,dK =6SH ist. 


Transformationsforme!n. 

Wir bedienen uns jetzt der linearen Zwischenformen zu einer 
typischen Darstellung der Functionen f,4 etc. Indem wir diese Fune 
tionen mit den Argumenten y geschrieben denken, f(y*), 4 (y’), 

*) Ueberhaupt folgt immer aus den Gleichungen 
p= , d~=3Sq 
dass dg — fy eine Combinante ist, und dann wie oben, dass 
Px,—14 = GE (x2) {ug — ip} 
GE (ud) {G, (kd) p + G, (ud) »}, 


Yyf—2a 


wobei 49 + 1 die Ordnung von » in der Coefficienten bedeutet, und g eine ganze 
Zahl sein muss. F 
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transformiren wir sie mit Hiilfe von linearen Formeln, deren Coeffi- 
cienten von den x abhiingen. Setzen wir 

N = n, U, + ny tt, + Ny Uy 
Y= Hh H+ GM + 4s Uy 


Die anzuwendenden Transformationsformeln sind dann folgende: 


G. yy = Ea, + yn, + Sq, 
(10) G. tty = Ey + gm, + bar 
G. y, = 5x, + yn, + $45. 


Der Factor G links ist die friiher durch G (x,4) bezeichnete Func- 
tion, wenn man darin 2 fiir x und f fiir 4 setzt, also G(24,/f); die 
Argumente von G@ sollen in diesem Falle immer ausgelassen werden. 
Um die Gleichungen (19) aufzulésen, ist es gut, zunichst folgende 
Kormeln zu bilden. Sei auch 


L =u + hu + buy 
M = mt, + mgt, + Metts 


Man hat dann nach (6) 
= |; fi 3azb, (abd) (abf) — A’ 
_ | =U; 4; 3axb, (abA)?— A’ A 
m ] Lm; fi = —3arBe (a Bly + A” f 
xm; 4; = — 3a,B. (aBf) (ap 4) + J’d. 

Die ersten Glieder rechts in der zweiten und dritten Gleichung 
sind direct m’ und gm” (§. 1.); das erste Glied rechts der ersten Glei- 
chung entsteht aus der ersten Formel (9), wenn man darin die 1; 
durch die 4; ersetzt, und ist also 4°; das erste Glied rechts in der 
letzten Gleichung (12) entsteht ebenso, indem man in der letzten Glei- 
chung (9) die «; durch die f; ersetzt, und ist also gleich 4’’f. Dem- 
nach gehen die Gleichungen (9) in folgende iiber: 

thf = #-—4f 
ia4-f4~sf ~~ 
mfp = ZA—Af+y 
Lm4;= A’ A— A’ f. 
Man bemerkt aber, dass die Ausdriicke 
Pm, — h~ LR Lam ee 
iibereinstimmen mit den durch 12 dividirten zweiten Differentialquo- 


tienten von G (4,f) nach 4 und f/f, welche wir dem Vorigen ent- 
sprechend durch 


(11) 


Ce 


symbolisch : 


| 


Y Y y 
Gy, » Gio » Gor 


bezeichnen. Und man kann also auch schreiben: 
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Ziff, = Gi; 2m f; =—Grp»+y 
(13) ; 
D1; 4; == Gy. — wy 2m; JZ; a G... 
Da nun nach (5) 
i= A l; om / Mm; + 22; ; 
so findet man sofort auch: 


qh = G+vfr 
(14) 
L244; = —G,+ v4. 
Fiigen wir die evidenten Gleichungen hinzu: 
(15) Zn: ff = 0, 274; = 0, 


so kénnen wir zuniichst die Ausdriicke fiir —,€ aus (10) leicht ablei- 
ten. Denn indem wir jene Gleichungen mit /,, /,, f; oder mit 4,, 4,, 4, 
multipliciren und jedesmal addiren, ergiebt sich mit Benutzung von 
(13), (14): 
G2 fiye = Ef + €(G, + UP) 
Gl4y, = §4 + §(—G,+ 44), 
oder wenn wir noch mit 4, —/ oder mit G,, G, multipliciren und 
addiren : 
(16) re AE ne hile 
GZ fiy + G,ZA.yi =k 
Um y zu finden, muss man zuniichst die Determinantenform 
betrachten , welche die directe Auflésung der Gleichungen (10) giebt. 
Der Nenner ist die Determinante 
Hy ay | 
Ly M Q\, 
ty Nl, Qs 
welche aus den Producten der einzelnen Determinanten der unvoll- 
stiindigen Systeme 


"1 & 4 hi fy ls 
Hy ty Us 4, A, A; 
besteht, multiplicirt mit 6, und daher gleich 
| G ter fr} 
6 iT 1) Héa 
—G,+%44 4 


ist. Der Zihler von y ist die Determinante 
2+ X Yo Ws) 
welche aus Q hervorgeht, wenn man die « durch die Unterdetermi- 


nanten der « und y ersetzt. Die Ausdriicke Z und M (6) verwandeln 
sich hierdurch in 





une 


so 
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3 dz bz (ab A) (de by — be (ty) = 6a ~ by (fb 4)=>— Zz fix Yi Nk 
und in 
~ 3a Bx (eBf) (@2 By — Bxay) = —6B.By (ABS) =— ZL ix yim, 


so dass man fiir diesen Ziihler den Ausdruck erhiilt: 
[224;ji. Ys Nk — A ZSfix Yin y 


und also 
~ 1 fpeyyp 1f , 
(17) n= = ) FAZA Kn Yi Me — AZZ fix YiM § - 
Fiihrt man neben &, 9, € auch die neuen Liniencoordinaten v, w,r 
ein mittelst der identischen Gleichung 


VE wy re = WY + Mo Yo + Ug Ys, 
so ergiebt sich durch Vergleichung der Coefficienten der &, 4, € oder 
der ¥,, Yo, Y, auf beiden Seiten das Formelsystem: 
Gov = uu, a + Uy, 2, + Uy ry = Ue 
(18) G.w = Uy, N+ Uy NM + Uy Nn, = N 
Gor = + hh $+ %4G = Y 
(19) w=v0GfitG@,4) + r—ov (4f—fA4) 


w 


+ 6 (f 2 Miz Me — AZ fi MN): 
§. 4, 
Geometrische Bedeutung der Transformation. 


Wir werden im Folgenden zeigen, dass es fiir alle in der Theorie 

der cubischen Iormen auftretenden Bildungen geniigt, die lunction 
F = 4 (2') f(y’) — 4(y°) f@)*) 

in der transformirten Gestalt zu kennen. Bei dieser Transformation 

gelten die y als die eigentlichen Variabeln. Betrachten wir die « als 

einen beliebig gegebenen Punct, so ist /’ =O die Gleichung derjeni- 

gen Curve des Biischels x f (y*) — 42 (y*®) = 0, welche durch den 

Punct x hindurchgeht. 

Die Formeln lehren, dass die eine Ecke des neuen Coordinaten- 
dreiecks (v0) in den Punkt ~ selbst fallt. Die Seite € des Coordinaten- 
dreiecks ist nach (16) die Tangente der Curve /’=0 im Punkte 2; 
dieselbe schneidet die Curve /’=0 nochmals, und zwar in elmer wei- 
tern Ecke w= 0 des Coordinatendreiecks. Dass der Punkt w= 0 
diese Bedeutung hat, sieht man aus einem bekannten, auch von 
Aronhold benutzten Satze, nach welchem die 'Tangente eines Punc- 
tes « einer Curve dritter Ordnung dieselbe noch in einem Punkte 
schneidet, durch welchen auch die zweite Polare von «x fiir die Hes- 


*) Im Folgenden bedeutet f (wyz) den Ausdruck 222 aj, @;y), 2, WU. 8. W. 
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sesche Curve hindurchgeht. Ist /’= 4 (x*) f (y*) — 4 (y’) f(a) = 0 
die Curve, so ist ihre Hessesche Curve 


G, f (y*®) + G, 4 (y*®) =9, 


und die Tangente in x, sowie die zweite Polare fiir die Hessesche 
Curve gehen durch den Schnitt der Geraden 


Zfhiy: = 0, TA y; = 0, 


welches der Punkt w—0O ist. Der Satz findet seinen analytischen 
Ausdruck in der von Herrn Salmon anufgestellten Identitiit: 


(20) A (a). f(y?) _ A(y?) .f (2) 
= 3 {A(ay). f(y’) — 4(vy*).f(@y)}. 


Durch den Punkt x geht noch eine zweite Seite des Coordinaten- 
5 
dreiecks, nimlich » =. Und zwar ist 4 = 0 offenbar (vgl. 17) die 
Polare des Punktes « oder w= 0 in Bezug auf die Polare von ~« fiir 
F’, welche im Punkte « die letztere Curve beriihrt. 

Es bleibt iibrig die Lage der dritten Seite des Coordinatendreiecks, 
—=—0, geometrisch zu deuten. Diese Gerade ist die Tangente der 
Curve /’=0 im Puncte w=0. Um dies einzusehen, muss man eine 
Transformation des Ausdrucks von § vornehmen, auf welche die Sal- 
mon’sche Formel leicht fiihrt. Differentiirt man niimlich die Glei- 
chung (20) zweimal nach y; y,, multiplicirt den erhaltenen Ausdruck 
mit 4 ;” und summirt nach i und k, so erhiilt man: 

, @ “7 9° “7 ¢ ¢ ps ’ 9) ms 6 » 

A (x*) f (yn?) — f (a) 4 (yn?) = A (a*y) f (an®) — f(xy) 4 (xn?) 
+ 2 {4 (an) f(xyn) — f (an) 4 (wyn)}. 
Der Ausdruck links giebt, gleich Null gesetzt, die Tangente der 
5 7d 5 ? 5 
Curve /’ = 0 im Punkte n; es ist zu zeigen, dass der Ausdruck rechts 
auf & fihrt. Zuniichst sieht man, dass die Glieder 
f (2?n) = Zhen; , 4A (an) = 2A; N; 


wegen des Ausdrucks von N verschwinden. Man hat also noch / (xn?) 
und 4(a#n*) zu bilden, Ausdriicke, welche auch weiterhin noch ge- 
braucht werden. Nun ist offenbar 


hii hie his hi 4, | 
| fas fre fos hr 4, 
f[ (an?) = TLfixznin, = 36. | fst hye Lys fs Fs | 
If fp fe 99 | 
A, A, 4, 0 0 


oder, wenn man die f; zerstért: ° 





ul 


ni 
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filets 9 4 


= 36.) far he fs 9  4,| =—6 4+ I8fy’ 
hy hyo fy 0 4, 
000-—-f —24 


4, A, 4, —M 0 
=—64+46f(—¢¥—2Tf*?+3Sf4)=—6(G,+fy). 

Ganz ebenso , oder auch indem man diese Gleichung dem Processe 
0 unterwirft, findet man ‘ sain “ 

xrn*)= ._— 
und also wieaal tale ” 
A (x) f (yn®) — f (2) A (yn®) = — 6 |G, 4 (a2y) + Gf (a2y)] 
—6y(f4 (ay) — Ff (a y)) = — GE. 

Dies ist die zu beweisende Formel, welche zugleich eine elegante 
Darstellung von & giebt. 

Der in diesem Coordinatensystem gegebene analytische Apparat 
hat eine gewisse Verwandtschaft mit demjenigen, mittels dessen Herr 
Aronhold die Gleichung der Curve f= 0 in die Form 

w=—6(27+3SiA—A') 

iibergefiihrt hat (Monatsberichte der Berliner Academie, Sitzung vom 
25, April 1861). Aber die Transformation des Herrn Aronhold ist 
nicht linear, sondern quadratisch; wenn man in den Formeln des 
Herrn Aronhold iiberall unser J’ fiir f einfiihrt, so dass der von 
ihm auf der Curve f= 0 gewiihlte Punkt @ in unsern Punkt ~« iiber- 
geht, so entstehen zwischen seinen so modificirten Variabeln 4, u, 
und unsern &, 7, € sehr einfache Relationen, Es driicken sich unsere 
&,, €-als Functionen zweiten Grades von 4, w aus, welche nur Func- 
tionen von 4, /, w, 2 zu Coefficienten haben (vgl. Brioschi C. R., 1863, 
I H. p. 662). 

Entwicklung der typischen Form. 


Unter der typischen Form der Function 
F=4()fY)—f@)4¢) 
verstehen wir ihre Darstellung durch die &, 4, §, wobei die Coefficien- 
ten Functionen von 4, f, ¥, & werden; und zwar werden sie Com- 
binanten, so dass 4 und f nur in den Verbindungen 
G, und S 4 = — (Gy, Ga.— G42”) 
auftreten. 
Um die typische Form zu bilden, bedienen wir uns zuniichst wie- 
der der Salmon’schen Gleichung (20), und haben daher nur die vier 


Ausdriicke zu bilden: 
Mathematische Annalen I, 5 
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f (ay) , 4 (a*y) , F(ey*) , 4 (xy), 
welche nicht mehr vom dritten, sondern nur noch vom ersten und 
zweiten Grade in den y sind. 
Aus den Formeln (10) hat man nun sofort: 
G.f (wy) = 8. + nf (@n) + Ef (29) 
G. A(a*y) = §.4+ 44 (an) + 4 (aq). 


f(xy’) = 8 f+ 2 Enf (am) + 28h (2?q) + 0? f (an?) 

+ 2nff(xng) + & f(xq") 

G?. 4 (xy?) = 8.4 + 28nd (x?n)+ 28 4(a2q) + 94°44 (axn?) 

+ 2nEA (ang) + & 4 (2q"). 

Man findet nun, wie sich zeigen wird, dass die entsprechend aus 

f und 4 gebildeten Coefficienten sich immer in folgender Weise aus- 

driicken : 

A (a2*n) = 6, J—1, G, f(a@n) = 6, f+ 1, G, 

4 (a*q) = 6, 4—t, G, f(#*q) = 6, f+ % G, 

(22) 4 (xn®) = 6,,4d—1,,G, [(en*) = 6, f+ %,G, 

A (ang) = 61,4 — 1G, f (ang) = 61. f+ 2G, 

A (xq) = 6,4 —Ty,G, f (xq?) = Gy f + TG). 

Bildet man aber auf der rechten Seite der Salmon’schen For- 

mel die Determinante der Ausdriicke (21), so zerfallt dieselbe in zwei 
Factoren, deren einer 


rm 
~ 
t 


A — G, 
™ , “|= G 
i Gr, 
ist, und indem man diesen Factor durch Division fortschafft, bleibt: 
G@PF=3 | E+6y+68 &-+26,9§ + 26,66 + 6,9? 4+ 26,984 6.0 | 
Lap te§ amb +27, Ee ym+2 toyb+tF |’ 
oder auch, indem man die zweite Verticalreihe mit Hiilfe der ersten 
reducirt : 
PF=3 | §+6,yn+ 6, —P+6,,9°+26,.46+6.0 
TH+ 76 Typ MP2 Tyo 4b + Tp & 


=3 & (te, 9 + 126) + 38 (4,9? + 2042 98 4 T.6) 
GH + GE = GH? + 26,.H6 + Gy.6° 
TH + 76 TM? + 2T 9HF + TF 
Es handelt sich also nunmehr um die Bestimmung der Coefficien- 
ten 6 und t. Unter diesen ist zuniichst wegen der Gleichungen 
A (an) = 0, f (z*n) = 0 
A(aq) = v4—G,, f(a) =f + Gh, 
A (an?) = 6(G,— Ay) , f (an?) == 6(G, + fo 


(23) 
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welche in §. 3. und 4. gebildet sind: 

(24) 6, = 0 6=—y 6,, = — 6y 
_ t, = 0 t, = 1 tT, = — 6. 

Um 6,5, Tia, G9» T29 ZU bestimmen, muss man einige andere Be- 
trachtungen vorausschicken. 


Bestimmung des yorletzten Coefficienten in F. 


Zur Bestimmung von 4 (#nq) und f (anq) fiihrt die Berechnung 
der vier Ausdriicke 4 (xnl) ,f (anl), 4 (xnm), f(anm), aus denen 
jene sich nach (5) zusammensetzen mit Hiilfe der Formeln: 

A (xng) = 4.4 (anl) — f. 4 (anm) 
{ (eng) = 4. f (anl) — f. f (anm). 
Von den vier in Rede stehenden Ausdriicken bestimmt man zu- 
niichst f (an?) dadurch, dass man in der zweiten Gleichung (6) die 
Gréssen «; durch die symbolischen Ausdriicke c, (ef) ¢; ersetzt, wel- 
ches die Coefficienten der J; in f(xnl) sind. Hierdurch geht LZ in 
f (anl) tiber; der Ausdruck wu. = (ff4) verschwindet, und 
1 72004 
2 0u;. du, 


(25) 


= 3adz be (abu) (abd) 


verwandelt sich in 
3 debate (abe) (abd) (ef 4). 

Vertauscht man hierin ¢ mit @ und b, so kann man fiir diesen 
Ausdruck den dritten Theil der Samme aller drei Darstellungen setzen, 
also 

(abe) debe Cx {(a b A) (ef 4) — (cb 4) (afd) — (acd) (bf4)}. 

Der eingeklammerte Ausdruck aber ist nach der mehrfach benutz- 
ten Identitiit gleich (abc) (4f4), also gleich Null. Und somit hat 
man die’ Formel: 

(26) f (anl) = 0. 

Indem man dieselbe dem Processe 0 unterwirft, wobei 0/; = m; 

ist, findet man zuniichst 


(27) A (xnl) + f(anm) = 0; 

und wenn man diese Formel nochmals mit demselben Processe behan- 
delt, wobei dm; = 38.1; zu setzen ist: 

(28) A (anm) = 0. 


Die Ausdriicke 4 (anil) und f (anm) selbst endlich, welche nach 
(27) gleich und entgegengesetzt sind, erhalt man durch Betrachtung 
des Ausdrucks (vgl. §. 1.) 
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(29) x o Yi = Ay, &b,? B,? (aah) (aap)+ara, b,2B,2(a ab)(aaB) 
+ 2a,e.b,b,B,? (aab) (aap) +2 a. eb. Bx By (ab) (aap). 
Setzen wir der Kiirze wegen diesen Ausdruck 
an A+ 2 + OB + OB’. 
Wenn man in A die Buchstaben «,f8 vertauscht und fiir A sodann 


die halbe Summe des obigen und des neuen Ausdrucks setzt, so findet 
man 





A = } a,b,?a.B.(aaB) { B..(aab) — «(ap b)}, 
oder mit Anwendung der Identitit auf den letzten Factor: 
A = $a,b,?a,B.(aaB) {az (Bab) — b. (apa) ; 
Diesem Ausdrucke kann man die Form geben: 
(30) A = — } a,a,(apa) (aBf).0.B. + 4f.(apa)*a,a,B.. 
Mit Hiilfe von (6) sieht man, dass der erste Theil die form annimmt: 
1 ” 1 > \ fF py 
g be ty( Gm — a” a,) = ; f (aym) — 5 f (a*y). 

Der Factor von 4 / im zweiten Theile hat, wie man leicht beweist, 
die Kigenschaft sich nicht zu iindern, wenn man die Indices «,y per 
mutirt, und ist daher 

tw Oe” 
- Dw 


Cx; 


Daher hat man endlich: 
1, 4” p79 Lop 4 (42 
A = g [ (rym) — | Fay) +> fm (xy) 
; ; 2 . 
Der Term 4’ in (29) entsteht aus A, indem man die a,b mit den 
«,B vertauscht; dabei vertauscht sich f mit 4, 4” mit 4’, M mit — L, 
und es ist also ; 


A’ =— 7 4' (vyl)—4 


1 A (ay) + > 4.4’ (xy). 


In dem Ausdrucke B vertauschen wir die Buchstaben «, 6 und 
fiihren die halbe Summe des urspriinglichen und des neuen Ausdrucks 
ein. Dann ist 


B = } acbzbya.B. (aap) {Bx (aab) — a, (a Bb) } , 
oder mit Anwendung der Identitiit: 
B= § acbsbya.B.(aap) {dx (Bab) —b,.(aB a) , Z 
Hier ist der erste Theil dem ersten Theile von A in (30) gleich, 
und geht durch Vertauschung von a mit b in denselben iiber. Dieser 
Term hat also den Werth 


 p(eym) — 2 f(y) 


wiihrend der zweite Theil von B sogleich in 
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4 4”. f (a*y) 
iibergeht. Es ist daher 


> 1 gee 
B= | f(eym) +4, f (a*y). 


Denkt man sich wieder die a,b mit den «,f iiberall vertauscht, 
so erhiilt man: 


x A (wyl) +4 A (x*y). 


Und indem man Alles zusammenfasst und zugleich die Werthe der 
A’, A” eintriigt, wird: 

oe ne ier ay eS OTE #£ (42a 

= 50, N= Sf eym) — $4 (eyl) + 2TS-F(@y). 


” 


Endlich, indem man nach §. 1. »” durch w ausdriickt, hebt sich 


noch der mit 7’ multiplicirte Term auf, und es bleibt: 


(30*) 1 Zz a yi = Y (vy) = $f ivym) — 4 A (eyl). 


6 0x; 

Aus dieser Formel ergiebt sich, wenn man die y; durch die Gris- 
sen 2; ersetzt, und die in §. 1. gegebene Definition von 8 beachtet: 
f (c2nm) — 4 («nl) = 28, 
und man hat also mit Hinzunahme von (26), (27), (28) das Formel- 

system: 


(31) { (anl) = 0 A (xnl) = — Q 
f (anm) = & A (anm) = 0. 
Hieraus ist nun nach (25): 
A (ung) =— 24, f («ng) =— Of, 
und also 
(32) 6, =— 2,4, = 0. 


Die Formeln (31) fiihren noch zu einigen andern bemerkenswer- 

then Resultaten. Die Determinante z. B. 
= + 2,1, m, 
entsteht aus der Determinante 2 +- 2, /, y,, wenn man die y durch 
die m ersetzt. Hs ist aber, wenn man in JL (6) fiir die w die Unter- 
determinanten der y und «& setzt: 
2+ a, I, ys = (aly) = 3azbx (abd) { dy Da — Ax by \ 
= 64, d,b,? (ab 4) = 6a2d, (afd) = f (wyn). 

Ersetzt man also die y durch die m, so findet man: 
(33) (xlm) = f(xnm) = &. 

Die Determinante der drei linearen Zwischenformen 
a, l,m ist also gleich der Functionaldeterminante von Y, f, 4, 
dividirt durch 9. 
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ws oa 


g. 7. 


Bestimmung des letzten Coefficienten von F. 

Wir bilden jetzt, um zu den Ausdriicken fiir f(xg*), 4 (xq’) mu 
gelangen, die sechs Gréssen {(x1*), f (alm), f (wm), 4(aP), d(xln), 
A(xm*). Diese erhalten wir mit Hiilfe einiger sehr einfachen sym- 
bolischen Rechnungen. Nach (6) ist: 

(34) f (aP) = aga? = 3azbe0z (bed) (bea) am 





4’. f (xl). 
Vertauschen wir im ersten Gliede rechts die Buchstaben ac oder 
ab, und schreiben statt des Ausdrucks selbst die Summe der erhalte- 
nen, dividirt durch 3, so tritt an Stelle von 3 (be 4)a, die Combina- 
tion 
(be d)a, — (acd), — (bad) = (bea) ZAjl;, 
und es ist also nach (13): 
f (al?) = — 4 (G,,+%)—21'G,, 
~~ £9— 46, + 16 
Um f (xml) zu erhalten, braucht man nur in (34) rechts / durch 
m za ersetzen, und findet dann 
{ (aml) = 424,m;,— Ff (x? m) 
A 0+ 46 ,.+ 1G». 
Vertauscht man in (34) die griechischen mit den lateinischen Buch- 
staben, so verwandelt sich 1 in—m, 4’ in 4”, f in 4, und man hat 
also: 


(35) 


(36) 





4 (am) = a0; = — dee Beye (Byf) (Bya)an + 4”. 4 (x*m) 
(36*) = — A” Shim; + 4”. (am) 
= — A” ~+ 4°G,, + 14°C. 
Ersetzi man hingegen in 4 (#m*) ein m durch /, so findet man 
A (cml) = A” Zfil;+ A” A (al) 
=— J”y— 4"G,, + 4G. 
Um endlich f(#m?), 4 (a?) zu finden unterwirft man / (z/*), 
A (xm?) dem Processe 4, wo denn neben den bekannten Functionen 
f (alm), 4 (aml) die gesuchten entstehen; und zwar findet man: 
f (em?) = — 4” b+ 3f (4 — 4, 4,) — 4(4,4,— 4 4,) 
A (a?) =— 4 +34(42—44,) — f(4,4,— 44). 
Alle diese Formen gestalten sich iibersichtlicher, wenn man ausser 
den Differentialquotienten 
0G CG 


G,= 4 ~ pee , ane eee 
o™ 7547 Vu Ts oA? Fi ™ 1 Fa 


auch noch die von Sy: | 





(37) 
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5, = 4 wat , Si = ar- OP ar ete. 
0d AP 


einfiihrt. Es ist niimlich, wie man leicht sichié: 
Giy= 47,4Gp=—=—F,Gyo=—m , Gow = ‘ 
S,, = 4° — 44, , 28 = 44" — FA", Sy = a? ad”, 


und man hat daher folgendes Formelsystem : 


“ 








f (aP) =— oG,,, + f8,, A(aP) =  WGyy2.+ 2F8), 
+324S,, 

(38) {(alm)= = Gy,.—2f8,.—A48,, D(alm)= — ¥Gy» — 8, 
+2458,, 

f(xm®) = —WGy9+ 3f8,.+248,, D(am®)= — WGiyny + F8yp. 


Hieraus erhilt man endlich nach (5): 
f (aq?) = &f (a2?) — 2 4ff (alm) + f?f (am?) 
+4y [df (al) —ff (#’M)| + 4 
A (xq*) = BA (al?) — 2 Af 4 (alm) + [24 (am?) 
+ 4y |44 (2*l) —f4(¢?M)| +42, 


oder 

39) f (xq*) = 3 (fS4r + ¥G)) 

(Oe 9 9 Y ~* 
A (aq?) = 3(48S4— vG,). 
Daher : 


62. = 384 , too = BY. 
§. 8. 
Typische Form von J’ und von /. 


Setzt man die Werthe 


6, = 0 t, = 0 
6=y t = 1 
(40) 6,,=—=—6y T,,=— 6 
6.=—& Tb, = O 
6, = 384 To) =3Y 


nun in die Gleichung (23), so erhilt man folgende typische Darstel- 
lung fiir die Function F = 4 f (y*) — fd (y’): 
(41) G2F = BEE — 18€y? + OPEL? + CANE? + 9(w? — Sy) &. 
Die oben entwickelten Formeln fiihren noch zu andern bemerkens- 
werthen Resultaten. Setzt man in (30) y; = 1; oder y; = m,;, wnd wen- 
det die Gleichungen (38) an, so erhilt man: 
(42) Dy; l; = — 28, ; DW; n= 2 S,. 
Multiplicirt man nun die beiden Formen von 2 [(33) und §. 1.] mit 
einander, so findet man: 
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y TH Tym; | 
22 = 6 (alm) (¥f4)=—6\f 2 fi l; = fi mi 
4 24); FApm; 
» —25, ° 25, | 
f Gy —Gy+¥ 
4- Gi.—v Go, 


und es ist also 2? durch ~, J, f ausgedriickt mit Hiilfe der Formel: 





(43) Y= 6 (W—3¥84+2T1), 
wo 
(44) Ta = G, S; areal S, G, 


die zweite Invariante der Function F' bedeutet. Man sieht daher, dass 
die Coefficienten der typischen Form von F’ rationale Functionen von 
f, 4, ¥ und von der irrationalen Combination 
2 = V6 (y’ — 384+ 2 Ta) 
sind (vgl. Brioschi, C. R. 1863, 1'e H. p. 305). 
Aus dem Obigen ergiebt sich nun leicht auch die typische Form 
von f. In der That, aus der Gleichung 
: 4.f{(y)—f.4(y)=F 
ergiebt sich sofort 
G, f(y’) + G, 4 (y’) = 4p, 
und man hat also durch Auflésung, wenn 4, gebildet ist: 
” ° G.f(y)=f. 4r+G,.F 
) G.4(y’) = 4.47 — G,.F. 
Es handelt sich also nur noch um die Bildung von 4,y. Diese 


erfolgt, indem man zuniichst die Determinante von /’ in Bezug auf 


die §, y, § bildet, und sie mit 6, und mit dem Quadrat der Determi- 
nante der §, 4, € nach den y multiplicirt. Der Werth der letztern 


; : ithe -1 G ‘ 
Determinante ist nach §. 3. gleich —-- Und sonach ist ausgerechnet: 
> to) 6 Do 


G? Ap = B + Bye — 18 ¥en — GENE + ISH EL 
(46) — 12 Q7' — 54 (ob? — Sz) WE — 12 oQ7k 
— 4 (w — 3vS4,-+ 2 Ty) &. 

Die erste Gleichung (45) liefert die typische Darstellung von f(y’). 
An dieselbe kniipfen sich folgende Betrachtungen sofort an. 

Bilden wir wirklich eine zu f (y*) gehdérige algebraische Form, 
so kann dies dadurch geschehen, dass wir sie zuniichst fiir die durch 
G dividirte rechte Seite der ersten Gleichung (45) in Bezug auf die 


° ; . 
Variabeln &, 9, € bilden, und dann mit der passenden Potenz von 


eo ee 


ee ee ey ee ee 





ee 
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nultipliciren. Ist eine solche Form von y,, Y, Y3, Mj, U., Uy, abhiin- 
gig, so enthiilt die angegebene Bildung wegen der Identitiit 


oo Dat oe 

G. (Uy Yy Uy Yo + Us Ys) = §-te +9. N + E.Q 
ueben &, 7, € die Gréssen w,, N, Q, welche von den neuen Linien- 
coordinaten v,w,r nur um den Factor G verschieden sind. Als Coef- 
ficienten der Bildung erscheinen neben G, welches allem im Nenner 
auftreten kann, die Functionen f, 4, ~, 2, welche in den Ausdriicken 
(45) auftreten. 

Lassen wir jetzt die y in die x iibergehen, mit anderen Worten, 
setzen wir § = G, y= 0, €=0. Man erhilt dann die gesuchte Form, 
gebildet fiir u,, u., U3, 2, %, %,, und zwar als rationale Function 
von /, 4, ¥, 2, ux, N, Q, wobei als Nenner allein die Function G 
auftreten kann. Und man kann daher folgenden Satz aussprechen: 

Jedezu f gehérige algebraische Form, kann mit einer 
solehen Potenz von G multiplicirt werden, dass sie 
eine ganze Function der 7 Grundformen f/, J, y, &, 
ux, N, Q wird. 

Das Obige lehrt aber nicht nur die Richtigkeit des Satzes erken- 
nen, sondern zeigt auch, wie die fragliche Darstellung auszufiihren ist. 

Man hat aber auf diese Weise alle Formen auf ein Minimum von 
Grundformen zuriickgefiihrt. Zwischen diesen selbst besteht nur eine 
Relation, die Gleichung (43). Diese ist nothwendig irrational, und 
vertritt gewissermassen die in /(«)—0 enthaltene Ivrationalitiit, welche 
auch, wie oben erwihnt, in der That durch eine héhere Substitution 
in erstere iibergefiihrt werden kann. 

Zugleich liegt in dem Obigen die Lésung der Aufgabe, alle zwi- 
schen Formen des Systems bestehenden Relationen zu finden. Diese 
erschemen hier immer auf die Gleichung (43), und auf den Ausdruck 
einer Form durch die sieben Grundformen zuriickgefiihrt. 


8. 9. 
Recursionsformeln zur Bildung anderer typischen Darstellungen. 


Statt alle Bildungen von der typischen Form / (y*) ausgehend 
vorzunehmen, kann man abgeleitete Formen direct typisch darstellen 
und dann aus diesen neue Combinationen bilden. Wenn dann zuvor 
diese abgeleiteten Formeln und ihre einfachsten Combinationen mit N 
und Q bereits als Function der 7 Grundformen bekannt waren, so 
kann man mit den typischen Darstellungen derselben genau so operi- 
ren, wie mit der typischen Darstellung von f selbst, und erhilt die 
neuen Combinationen immer als Functionen der 7 Grundformen. 

Kine solche typische Darstellung abgeleiteter Formen erhilt man 
auf einem Wege, welche den Untersuchungen des Hrn. Hesse (Crel- 
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les Journal Bd. 36. p. 143.) analog ist. 
die zu betrachtende Form den Ausdruck: 


1 (Y™) = (hs Yi + Xo Yo + Us Ys)"5 





Setzen wir symbolisch fiir 


mit Hiilfe der Formeln (10) erhilt man dann die transformirte Func- 


tion: 
G”. 
(47) 


4 (y”) 
+ E (41d H+ ede + 5%) \ “ 


—_ EB". a m Dy) + me 
Die Function De, 


y und €, definirt durch die symbolische Gleichung: 
(48) D* (x) = x (nt, + £1,)" 


= {5-42 


-m—1 


m—2 2 
wt em Diy 


9 
- 


{ E (ds By 2 2 + Ay Xz) + 0 (1M + Ho Me + Hy” 
+ 4-An + £.%4} m 


ist eine homogene Function x‘ Ordnung von 


Ist nun ausser x selbst auch D,,, bekannt, so kann man mit Hiilfe 


von Recursionsformeln die folgenden Dé, ihnen 


folgt niimlich aus (48): 


aus 


entw 


Es 


ickeln. 





n 2 nj et -+ — = (e—s) 2S 
a 
( _ fi» OL on, 
(49) + % ye" (9 tn + bx, yy 2D YM, = 
“_ 
+> Od, On, OQ | 
+ ub2zm (m5 + 4, 7) +e zee, oe. 
7 
Es kommt also, wie man sieht, hates an, die vier linearen Zwi- 
schenformen * 
7 On, . oN 
Lr un — = 2TH; — 
c x; Cx; 
> Os ’ OY 
Suu — = DH; —" 
x Ox; Ou; 
(50) a 
on N 
oi h ’ C4 
ss a: a a, = 
mm UY, Yi Ox, m Yi On, 
; 04, *Q 
by J an 2 t 
- = i ( @, _ Yi Cx; 





durch uz, N, @ auszudriicken. Denn hat man dieses gethan, so sind 
sofort die letzten Glieder von (49) auf Coefficienten der Entwicklung 
(47) zuriickgefiihrt, und man hat dann in (49) eine Recursionsformel 
zur Bestimmung von D*+'(y) aus friiheren Coefficienten. 

Um die Ausdriicke (50) zu bilden, von denen nur der erste direct 
gegeben ist (gleich 12 @ nach 3), gehen wir zu den aufgelésten Trans- 
formationsformeln des §. 3. (16), (17) zuriick. Differentiirt man diese 
Gleichungen nach den x, und multiplicirt mit den x» 


, und ersetzt 
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endlich noch die y aus (10) durch ihre Werthe in den &, 4, €, so 
hat man die Formeln: 


G >) 0 52 = 24 \nf (wn) + Ef (can) 
— 2 {nA wnt) + £4 (eqn) 
Gn cet ee 2G, {nf (wn) + Ef (eqn) 
+ 2G, } 4 4 (an?) + 64 (xqn)} 





{Ed (wn*) + 4 4(n’) + 4 (n?q) 
»E fen) + nf (nm) + S/(n*g) 
+ 2/48 4 (22y) + 44 (eng) +b4(e9") 
—24)§ f(g) + af (eng) + Ef (ee) 
Die linken Theile sind aber offenbar Differentialquotienten der 


Kntwickelung von GF’ und G4, nach &, 9, €; und zwar ist, indem 
man noch durch G dividirt: 


Pra os. 2A F 12 
> “ia =3 0&0n -% 


f 
6 
4 
6 





y 
j 
{ 
j 
’ 
f 


==) 0. 1 &.G 4, 
(52) S’ 0; ‘ Sve ene Fm — 12 yn —226 
. J OX; 3 Cf ON 
2. Ek Ce. Gk . 
‘a en ss Lee Bs. § 4 =—&—6y. 
Ox; 36 On 3 0&0 
\7 0’ . ‘ -. 
Da noch > Nj oe = 62, so kann man die zweite Formel ersetzen 
] ke; 
durch 
(53) > ni £ f= — 8Q¢. 


Differentiirt man nun die Identitit 


G (UY, + Ug Yo + Us ys) = Eur + yN+ EV 


nach x;, multiplicirt mit »; und summirt, so findet man: 


ee Oa ¥. a r On 0s 
) Ua > Ni oa + N > Mi oa +@ D> 1; * 

EN 4 19 dQ 
+EN+4 21Q+E Dn 2, 

e 
oder nach Kintragung der obigen Werthe: 


(54) > wi FE = 8 Qu + HN. 


Setzen wir ferner 
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yan auzt+pBN+ y@, 
so hat man aus (16), (17), abnlich wie die Gleichung (51), folgende: 
Gr 4; £ = 354.4, /Ef+Ef(229)|—3 df,4, [64 +64 (2? q)| 
+24 [&/(@4) + nfleng) + Sfea?)| 
—2/[E4(aq) +0 4 (eng) + 4 (xq), 
+>." = = 9 (Gy. 34,9; + Gn BH 4) [EF +E 
~ 4.9(Gy E44, + Gis B64) EAE (*@)] 
4 2 G[Ef (eq) +n fleng + Ef(2@)) 
+ 2G, [E 4 (2*q)+ 44 (ang) +4 (xq), 
; 2,4; (84 (zn) + 9 4(xn*) + § A (xng)| 
+ 3,9, (Ef (wn) + nf (an) + Ef (eng)] 
+ ! [E 4 (ang) + 4 4 (n?q) + £4 (nq*)| 
— 2 [Ef (eng +uf (wg) +Ef(r@)| 
~ f DD iz (@Xe + BK + dK) (Exe + ym + Sax) 


4 eg ‘ , 
— 2 BD fix (wre + Bmw + rae) Bae + me + Sun). 


Indem man diese Ausdriicke wieder auf Differentialquotienten von 
(°F und G? 4, czuriickfiihrt, und zugleich die Werthe der Summen 
= A . - 
Safi, Sq 4 aus (14) entnimmt, erhilt man: 


> oc 1 .GkkF 102.@d, 1 3.GeF 
Gi = ) <= — — a => 
, 4 Ox; 2 v 0 & q 0 & 3B 0& of 


S ha 3 "ed 72 ‘ 2 ro J’ 2 2 : 
ig eet, 8g ll Bg OOF, 1 OO 
— ‘ ( 2 2 A/ £2 & 


te 


Ox; 0 & og 3 d0&08 
—. os 1 y #-@F 2 OO. dp 1a.@r 
me fi 02; 12 0& On 12) OE On 36 Ono’ 
cn he OP 4 g2.2F ) a. Fy 
af 0& f O—on ' O&0€ J 


Trigt man nun die Werthe der Functionen G?F’ und G? 4, ein, 
so ergiebt sich: 
Sap =—et evs 
(55) D> a HEE = 114 — 2204+ OW —354)6 


Cx; 


D> % 5a, — FE +b (Fat+Et+ FE 
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Da nach (5), (42) 
DUG = ADV —fSvim+2y" —=2(v—S8y 
so verwandelt sich die zweite Gleichung durch Anwendung der ersten in: 
(56) »« pa = 12 ¥——22y—9(v*— 84) 6. 
Wir differentiiren jetzt.die Identitit 


G (Uy + Ue Y2 + UyY3) = Ete +N + EC 
nach #;, multipliciren mit qg;, summiren nach ¢ und ersetzen endlich 
die y durch ihre Werithe in &, 4, € Man hat dann 


EQ+n(cte+BN+y Q+Eey use 
+ Ux [12 pE—2 Q2y —9(y? — Sy) §| 
+N[—f6+bn—(FQ4+54+%)8] 
+ Q(6¥§—&) = 12¥(Eu+yN+EQ). 


Die Vergleichung der Coéfficienten von & liefert nun y = 0, die 
der Coéfficienten von 9 giebt a—22 ,B=—6y. Es wird also: 


oe 


| > GON = atic + BN+7Q = 2Qte+6NN. 
Endlich erhilt man aus Vergleichung der Coéfficienten von &€: 
ea 7 00 9 . 7 r n 
58 ja = 9 (v— Sy) ux Ql . 
(58) Po di “4 (¥ S4/) Ux + ; N+6vQ 


Das durch diese Formeln gegebene Schema, welches wir hier noch- 
mals zusammenstellen : 


(57) 








Sn; 4 =— 82% a; 08 — 12 y§—22n- 9(yr—Sa)E 
wife x; x; 
( a. a 5 = 6 un— FQ 
(99) wes N; Ox, Owes > 0% r ee Oy H 6 we 2) 
. a 
> == 12 » > 4 5 pa E+ GME. 
N © % 0 N 4 } 
> "%ja,— 2 > Wi Fag, = 2A te + OWN 
2 a0 > -~AT Og 9 Y 
(60) > a, =8Quet6Ny . qi on = 9(w?— S47) Ux 
7 wy . 
+4 N2+60Q, 


wird im Folgenden dfters benutzt werden. Fiir den gegenwiirtigen 
Zweck giebt die Kinfiihrung der Werthe (60) in (49) die Recursions- 
formel : 
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n > n, (2) 7’ és 4 o D* <i an (in — x) D***(y) 

eda (alent ea (1299¢+ 7 ag) Pw 

9 > 2) p* h 

+ (124° + 6 yg) ——@- 

Die Formel geniigt, um den typischen Ausdruck von y(y”) herzu- 
stellen, sobald z als Function der 7 Grundformen gegeben ist. Dann 
nimlich kommt die Bildung der verschiedenen D***(y) auf die Bildung 
der linken Seiten von (61) zuriick; und diese wieder wird offenbar ge- 

leistet, sobald die Ausdriicke 


| Sn ; ; i Og 

i e a 2, ; 4 Li Ox; 

! firg=§&,,6,f,4,¥,2,u.,N,Q bekannt sind. Fiir die drei 

ersten und die zwei letzten Gréssen erhilt man die betreffenden Aus- 
driicke aus (59), (60). Sodann aber ist 








. F - j . 
Sn; L an @ NM’ di an 3 (vf + G,) (14) 
( x; y l x; . } 
A ‘ ‘ 
i Tn 5< = 0 Sg 67 =3(4- G,) 
j Zz: j v. . © 
| (62) ; ; th 
a te Pa of a Bie ~ Z,) 
| > i Oa, » £2 > Wi ed 12 (w Al 
, NN) CU, a oO u.. 
hall “ 0 x; = J Zz i Ox; =F. ( 





| Endlich erhilt man aus (43) 


Q ° y - > . 
2 > oe = 9 (w?—S4/) Sa 5* = 54 Q2(v’— S,)) 
: Ox; ‘ 
OQ 9 —— —y Ow an ’ —. od ’ . oF 

¢ s¢ am © 9% me . — ) 

2 4 di da, = 9(y Sy) Ss di ox 00 & (5; > di Dan, +8, S qi; 2 

22 gal Od 7 y of 
+ 36(7, Sass + TS a55) 


| = 108 (¥? — S4/)? — 108 wv (w S4p— Ta) + 108 (v Ta + G, T, —T, G,) 
| = 108 ¥ (—3¥S847+2T7T7) = 184Q?. 


Man hat daher, indem man durch & dividirt: 


bs Nj oS an O80 (y?— S84) 


CX; 


ft (63) 


dQ 
| Pa 4 Da, am 36 YQ, 


wodurch dieser Kreis von Formeln abgeschlossen ist. 
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§. 10. 
Bildungen. 


1. Indem wir dazu iibergehen, Formen durch die sieben Grund- 
formen auszudriicken, beginnen wir mit der Zwischenform 
Hfyy— 4A, Hfy— AA, #fg,—A Ay, 
Hfr—A Ayn #fy»—AAy *fyy>—A Ag Uy 
Ufis—4Ay3  Xfy3—4 Ay, *f33—AAgg Ms 
Uy Uo Us 0 


(64) 0,14 = — 2 


Setzen wir in diesem Ausdrucke an Stelle der Variabeln x die y, 
und sodann 
“f(y?)—AA(y>) = oF (y*) —6 4g (y’), 
wo 
G.g=xG,4+1G, , G.o = — (xf—Ad. 


g 

Die rechte Seite von (64), welche eine in Bezug auf die y gebil- 
dete simultane Form vong /’— 6 4, und uw, wird, kann dann statt 
in Bezug auf die y, nunmehr in Bezug auf &, 7, € gebildet werden, 
und man muss dann nur mit dem Quadrat der Determinante der &, 7 , ¢ 


. $ . . . . . 
nach den y, also mit » multipliciren. Da zugleich uw, in 


36 


1 


1 gue ta N+6Q) 
iibergeht, so kann man der Gleichung (64) jetzt die Gestalt geben: 


G2 Ora (y?) = 





O.GeEr C.Cdpr B8.GtF O.G@dp 7.G2F O.@d, 
Oe 9 oF °° dFan Dion’? beat ° deoE ’ ™ 
1 o.GeFr C.@4p 8.G2F C.Cdp 2.GF O.G 4p _ 
18.36 ? 0& On 0€ On i Ont os ae nS On og on og — 
a2.G2F C.RAp 2.GF C.Cdr F2.GF O.@ Ap 
° DE dE . 0& 0& 0 Onde ” dnoe '? 0? oe ° @ 
ts N My 0 


Aber man braucht diesen Ausdruck nur fiir y; = %;, also fiir 7 —0, 
€=0,§&=—G. Daher kann man bei der Differentiation die Terme 
in G?.F und G?.4,, welche von der dritten Ordnung in 7, € sind, 
von vornherein weglassen; und indem man in den anderen Gliedern 
nach der Differentiation diese Werthe von & , 7, € einsetzt, hat man: 


— 0 o— oy Ux 
oc se | el om - 
“f—-1A is" 9—oy 62 3(oev—oS4) YQ) 

Wx N @ 0 | 


Setzt man also 
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@' = — 36 yuz —2N274+24Qu, | | 
(65) H' = — 18(w?+ Sy) uwi—-22Nu.+vN?+24yQu,.—6¢Y 
K' = — (36 » S4;+2 2?) ui—4 20 Nue+ (684—2 vv’) 
+24y? Quc+4Q2NQ—1L2yQ, 
so ist 


36 0,14 = e e' —2 06 H' “+ o K! 
oder endlich, wenn man die Werthe von @ und ¢ einfiihrt: 
(66) 36 G2. @-- 27 = O' (xG,+AG,)2+ 2! (xG, +G,) (xf—2 4) 
+ K'(xf—ad)?. 
Will man noch die Functionen 0, H, K einzeln haben, so folgt durch 
Vergleichung der Coéfficienten : 
| 36 G?.@ = @.G24+2H'G, f+ K'f 
(67) §36G?.H = — @.6,6,4+ H'(G,4—G,f)+ K'f4 
36 G2. K = @'.G,2—2H'.G,4+ K' 
2. Die Formeln (60) dienen dazu, die Ausdriicke 


2 


Ns)  - N; Ny \S 
ra CX; 6 Ly } ! Ox; 
= or 4 2 
> be = p Ni Jz ee Ni Ux 

j ee HC Ly 1; Ox i vy 
IN ey : 
SS oS ait > > oe 
ra ¢ HC ay ( ar 


zu bestimmen. Es ist niimlich nach (62) 


C > 
- J N; o = 6A ? 
On; 
also 
ey Cw . 02 Op EN; 
> > NN, =—y— = O >" Ne 5 — S > Nein * x? 
OL; OX, J Ca é J On; Cv, 


oder nach (60) und (62) 
= 324 (v*— 84) — 12 S) a 5) = 180 (¥*—Sy). 


z 


2 
— Ni Ny 
Ow, 


2 
eo 
- Oi; 
;Or, Li Vz 


Indem man auf dieselbe Weise mit den iibrigen gesuchten Iunc- 
tionen verfihrt, erhilt man folgendes Schema: 


1 ow — 2 - 1 %, 20 
30 > > Oa, 0a, nin, = 6(Y?— Say) 7 > > 5s 9a, 0a, nn. = O6YQ 
1ww fy 1 —y &Q ‘ 
> >) = 2yQ 193 
| Oajoz, "* won 72 Zz 7 dx,oa, i ane 


—18 Say wy -L 6 Ty 


1 Ow 3 Pod 1 CY #2 A498 6 
30 > > jxjba, ile =40"— CWS ay Das da; UH QAAY? 81). 


+274 . 











nh! 
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3. Die Determinante 





ey ew ee 
0x? Ox, Ox, Ox, OX 1 
aw a w Ow 
1 |d%,0% Oa da,02, 
ni" pie. we ON 
| @w ew aw ; 
— 7a 3 Us 
| Ox, OX, OX, OX; Ox, . 
| 
| Uy Uy Us, 0 | 


geht durch Multiplication mit dem Quadrat der Determinante 
(2nq) = 6G 
und mit Benutzung der Formeln (62), (68) tiber in 


| o® Q 2 (4? — Su) te | 

| 2 6 (¥—S4,) 2wQA N] 

(2 (¥—S.4) 2y2 4¥3—6ySy7+2T4 8 Y)’ 
the N Q 0 


| 
ein Ausdruck, welchem man leicht die Form giebt: 
Sa. K’ —27T4,.H' + 8%,.9, (val. 65) 
so dass man die Gleichung hat: 
ow ew ew | 


| 9 
| da? da, 0a, Oa,02, “I 
Ge! a ee nn 
OX,0X, OX OX,OXH, *| = Sa . K'—?2 T'4 ° H'+- Say ° @', 
~ | ata ey ew 
OX, OX, CXQO0X3 O2,* as 
Uy Uy Us 0 


wodureh diese Form auf die Formen @, H, K zuriickgefiihri ist. 
4. Die Determinante von y geht durch Multiplication mit 36 G* 
ebenso iiber in 


wv 2 2(y? —S.y) 
Q 6 (Y? —S4,) 2y2 = 24 Ry =246R. 


2(W°—Sa) 2¥Q 4y—CWS4/42T 4} 


Man hat also 





| @2 a oO a» oe | 
| 0 x“? OX, 0%, O02, 02s 
i. |e _#v |_ 2 p@ *) 
30° | OX, Oa, 0x," 0 Wy O23 | 3 . 
| ay ay ay 
| OX%,0%3, O%2,0%, 0 x3" 


*) Diese Gleichung involvirt den fiir die geometrische Theorie der Form w wich- 
tigen Satz: 
). Die Wendepunkte der Curve 6 Ordnung »=0 liegen zu sechs 
auf den 12 Seiten der Wendepunktsdreiecke von f=0. 
Die Curve besitzt iibrigens weder Doppel- noch Riickkehrpunkte. 


Mathematische Annalen I. 6 
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8. In gleicher Weise kann man die Determinante von & bilden. 
Multiplicirt man sie mit 36G*, so erhilt man: 


| Q 6(v?— S14) 2HQ | 362K 
a lag . —— = 00 82 hi yr 
|S —Say) Gwa 12h aes sel a3 6T 4 2602 R 
2y2 12 y°— 18S 4-¢+674, 2(4y?— Sy) 
Und man hat also: 
| &2 2 CQ 
Ox, OX, OX CX, OX 
? 2 > oO | 
4 . aQ 0 a OQ — GR. 
q2" I¢ , OL 6x, OX, 0a 
| @Q CQ CQ 
OL, Os OX, OX3 C x5° 


Ks ist leicht, die Anzahl dieser Beispiele beliebig zu vermehren. 
Wir fiihren nur noch die Ausdriicke an, welche S,-_,4 und 7,/—14 


fiir x 4 , 4=f annehmen, Ausdriicke, denen die Ausdriicke fiir 

S, und 7, selbst leicht zu entnehmen sind: 

36 G. Syp-aa = 42 ui +6 VQ Nui —5A(W? — S84) Qui— 188 4,N? uz 
’ r 22 ‘ x7: ‘ rs ne 
62NQu.+ 36 Y@u — ~— NIF+35UN270-—6Y 


36 GT 7-74 [54 8.4/(W +8 4,) —108 oT 4+ YQ?| 02-3 Q (W?+-S.4,) Nui 

+3(v* 30S4,—4T4,)N?u,+3 (2? cage +367 4, Quz 

6YQNQu. +18 (W+S84,) Yui + 3 (284,—¥*?) N2¢ 
4+3Q2NQ4 %2 N3_ 6y@. 


§. 11. 


Formensystem der conjugirten Form P,. Zweite Art von 
Grundformen. 


Die im Vorigen auseinandergesetzten Methoden fiihren dazu, alle 
Formen durch die vier Covarianten f/f, 4, w, & auszudriicken, und 
durch die drei in Bezug auf die u at Zwischenformen u,, N, (. 
Wenn hiedurech fiir Covarianten und Zwischenformen das Wiinschens- 
werthe geleistet ist, so werden doch zugehérige Formen ihren natur- 
gemiissen Ausdruck wiederum durch einfache zugehérige Formen finden. 
Diese Betrachtung fiihrt dazu, neben der soeben entwickelten Typik 
eine zweite gleichberechtigte und parallele aufzustellen, bei welcher 
die Grundformen aus vier zugehérigen Formen bestehen und aus drei 
Zwischenformen, welche linear fiir die x sind. 

Man kniipft die in Rede stehende Entwicklung an das Theorem 
(29) des Herrn Aronhold, in welchem er die aus der conjugirten 
Form P; entstehenden Formen durch die aus f entstehenden ausdriickt. 
Die Formeln dieses Theorems, welche Herr Arenhold ohne Beweis 
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gegeben hat, werden wir an einem anderen Orte ableiten. Indem 
man sie um die betreffenden Formeln fiir 0, H, K vermehrt, gelangt 
man zu folgendem System : 








2 rT o2 7 | a oe r 
O@xr_in = — [OT FEY 4 DHA GEN 4 KEORD| 
Pues R? { ‘, O° T (xd) 2 Basi > OT (xa) \ 
Hyp —- Bi? oaz -{. A Duo oe K a x? { 
= : _— 4 G e*) ar 0? G (xd) - O G(xd) 
Kora (0% +2: ancr + K oR ) 
+ 16 ani o—2 aie a? K)| 
Sep—ar = —4 8 G (xd) 
Zap ie =o 8 Rt T (xa) 
Ry» es 64 RS S38 (x) 
(69) R ) S (x2) S (x2) 
4,p_-r~R = — 718" a 4: Bi — 
’ G G 
Sep-an = Re (a 240) 4 p04 
Ter—in=** (4 4 iTad 4 oTat 
Pyp—irn = — 32 R® S? (x2) (xf—A) 
os os 
Rip ar=8 RK S? (x A) (a2 aD tf! eh) 
Dyp_an—= — ~ RS (nd) G2 (nd). o 





DP p_rar= 48 Rt S* (xd) G3 (xd). . 

Indem man nun die im Friiheren entwickelten Formeln auf die 
Function P, statt auf f anwendet, hat man, wie aus dieser Tabelle 
hervorgeht, an Stelle von @, H u. s. w. folgende Gréssen zu setzen: 


@p=— R(K—S®) , Hp= —27P?(KT—2H8°+ OST) 
| Kp=4R(K+3S80), S, =—4R , 7,=——S8R'T, 
(0) Kt, = — 64S? » 4Ap=— 2S Sry Sp=4Fh 4, 
Tp =8R(TIA—-S*Sf) , Pp=—32 Re 2 f, 


| Rp =8 HS (48S —fT) , Op=—ZISY , p= 8 MS gy. 
Ks ergiebt sich hieraus von selbst, was unter Gp u. s. w. zu verstehen 
ist. Diese Function entsteht, indem man die in G auftretenden Coef- 
ficienten S, 7 durch S,, 7), ‘et e, a, resp. 4,{, durch —2 R?S; und 
P, ersetazt. Fiihrt man dann fiir RS, seinen per aies in P,; und RB; 
ein: 

tS,;= SR,—TP,, 
so findet man fiir Gp bis auf einen constanten Factor 16 2' S® den- 
jenigen Ausdruck, welcher aus S,, entsteht, wenn man darin x = J, 
= P, setzt, oder es ist 

(71) Gp = 16 RS. S(R,, Pp. 
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Die Function S4,,p ist die negativ genommene,Hesse’sche Deter- 
minante dieses Ausdrucks als Iunction von Ap, und P,. Nach der 


Theorie der biniiren Formen vierten Grades erhilt man dafiir: 


(72) Sapp = — 4NSG(R,, P). 
Und aus der Verbindung dieser und der vorigen Gleichung: 
(73) Tap,p = — 512 RY S®. T(K,, P). 


Die Function S (2?,, P,) ist tibrigens durch J?? theilbar. Man sieht 
dies ein, indem man 4; und 7’ einfiihrt. Setzt man 


(74) P= (S447%)SA—-1287S,3 1,4-68S,2T,2 +4 TS, 7) — 3ST, 


a) 


so hat man 


S(h,,P) =k. 


Rfé@rer fer *\ 
G (It, P,) = i r) =R.24 
(75) ty, PD) = Ta ; S01? (, S,oT, | _<_ 
2 r é4y aor 04) om 
T (h,, P . a Il? Typ 
( ty, £7) 16 (; 7 ( S; ( S; ( 7, , ! ‘ 

Aus den Formeln (70) ergiebt sich 
(76) Qp = — 96 RS3(O,8,, 7) = — 16 RS, (§. 1.) 
und die Relation 
(77) Q?P? = 6 (Fp? —3 S4,,r. Pre +2 T4,,r) 
verwandelt sich in die folgende: 

(78) IP? = 12 {@ +347 0—2Try\. 

Unter deh linearen Awischenformen bleibt zuniichst w, unveriin- 
dert, abgesehen davon, dass die Variabeln « und & ihre Rollen ver- 
tauschen. Ferner wird 
(79) Np = 12 R?S(a,8,,7,) = —2FRS8.N’, 
wobei N’ eine Zwischenform bezeichnet, welche Combinante ist, linear 
fiir die 2, vierten Grades in den « und 8" Grades in den Coefficienten. 

Aus Np entsteht die Form 

R's? N an 7 
(80) Qp =~. Po 9 oe SSS. 

3 Ox; OU; 
Die Form ¥& ist ebenfalls Combinante, linear in den a, 7" Grades in 
? 

den « und 16" Grades in den Coéfficienten. Aus Yp entspringen Lp 
und Mp, mit Hilfe der Formel (5): 


(81) Up == Ap Lp ome P,; Mp “fe 2 Wp o Uy. 

Um Lp und M> darzustellen, kann man sich der Gleichungen (9) be- 
dienen. Indem man diejenigen unter ihnen, in welchen @ und K mit 
fund 4 combinirt sind, auf das Formensystem von J, iibertriigt, erhiilt 
man nach Division mit geeigneten Potenzen von I? die Gleichungen: 
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OK ¢ P, ey oe 0 P, — 

= 6x, OU; a Ox; o 4 = 4h Sp Ux 

SI) AK éP, as ah 20 oP, Mp ae mee 
“a Ox; OU; +38 - Ox; 6 U; Miko i (8 7 P, + 4 Ri 7) Wa 
pee > Ae 12P;+8T7S, 
daa x; OU; ok 6a, z us; = (— a ty o d,) Uy 
~\) OK € Sy ? FAO) e S, aa Lp . 
ha CX; OU; - § 7 } y x; OU; _ a —4 P; Us 


Die Gréssen Mp und Lp kann man hiernach in der Form ausdriicken: 
Lp = —S8 RSL’ 
Mp—2TRIp= URS M', 


wobei die neuen Formen L’ , M’ die Bedeutung haben: 


(82) 


; 1 120 OS; 
L’ = c ° — Tu, 


° ) 
~ Cx; ou; 


, 1 no) ¢ T, y 
M’ = > ra 7— S S; Uy « 
2 | Ox; OU; : 


Fiihrt man diese Ausdriicke in (81) ein, so reducirt sich diese Glei- 
chung auf: 
(84) ,F—LR—M P+ OGu,. 
Da % und @ ihrer Entstehung nach Combinanten sind, so muss 

6 (L’ R;—M’ P,) verschwinden; man hat daher 
(85) OL’ =M , ¢M=3SL', 
daher fiir die zusammengesetzte Function xf — AZ: 

Dy m=G. (x LE — 4M’) 

M' yaa = G . |G, (xd) L’ + G, (xd) WM’). 
Die Gleichungen (85) erlauben nun, indem man den Prozess 0 
auf (94) anwendet, das ganze aus der Combination von @, H, K mit 
S,, 7; entspringende Formensystem in folgender Weise darzustellen: 


ya@ eS, ; = bs oT, . wile 
; Zz rv - = I + L; Ux : — Ui; =M + SS; Ue 
Ox; OU, / 2 J 


(83) 





(86) 


2 , Cx; ¢ 
7 os, . : on of, — 
5 ee Ct om — M4850, + Ye! oe — BE 
(87) 2 el 2 x; OU; P 2 Ox; OU; 
+ (27S;—ST;) uz 
AK OSs : C T, 
SDS am — BSL + > OK f= SM’ —ATL 
2 1 OX; OU; 2 Ox; OU; 
+ (3ST; 2TS;) Us + (2 TT; S?S;) tx. 


Indem man die Formen Np, Qp zu Grunde legt, gelangt man zu 
Transformationsformeln, welche denen des §. 4. analog sind. Bezeich- 
net man durch w, , u,, u, die Coordinaten einer fiir den Augenblick 
fest gedachten Geraden, durch », , v, , v; die Coordinaten einer neuen 
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Geraden, endlich durch §’ , »’, €’ die neuen Liniencoordinaten, so ent- 
sprechen den Formeln (10) folgende: 
Gp -Uo= &’ U; oe n’ (Np); +- 4 (Qp)i ? 
oder, wenn man die oben entwickelten Werthe einfiihrt: 
(88) 16R'S?. S(R,P,) .v, = 8 .u;—2y’. WSNi + 48’. RISE; . 
Diese Transformationsformeln sind auf die der Function 
Fiy’) = 4.fiy’) -f. 4(y’) 
entsprechende Function 
F’p(v®) = — 2? {S,. P;(v) — P,. S,(e*)) 
= 21S {S,. T;(v*) — T,. S,(e*) 
= — 2RS{R. PB (') —P. Bk, 
anzuwenden. Man erhiilt nach (41): 
512 RS S® S? ( R, P;) { Ty ?-(v*) av PR, (v*)\ 
(89) = 5&2 6’ —18€' yn’? + 72 RISD. E'S’? — 96 RSI’ &'? 
+ 576 RS S'(@?+4 4,) €'3 
Diese Formel sowie die Transformationsformeln (88) vereinfachen sich, 
indem man an Stelle von §’ , 9’ , §’ die ihnen proportionalen Gréssen 


\ 
f 
( 


v®)\ 





__ {eens é’ a U] - ¢ 
(90) ties ’? 9 = gripe ’ > = TR 
einfiihrt. An Stelle von (89) tritt dann die Formel 
(91) I {S/T (v8) — T,S,(v)} = 3 "2 §” — 18 8" n”? 


oes site tame s ebeee s 2 ars 
4+ 18 ME" £"2— 12 Ty" £"2+ 36(@?+4 4,)¢"?, 
und die Tramsformationsgleichungen verwandeln sich in: 
(92) P.v, = §"u,—” Ni+ 6" 3,. 
2 


Die Determinante der §& , 7 , § nach den y war friiher 5 ; daher ist jetzt 
; 
die Determinante §’,’,€’ nach den v: 
GP 256 


6 


Re SI; 


mithin die Determinante der §”,” ,€” nach den v: 
T? 
12° 
Um die Hesse’sche Determinante des Ausdrucks S;7',(v*) —7;S;(v°) 
zu finden, bildet man also die Hesse’sche Determinante der rechten 
Seite von (91) in Bezug auf §”,7”,€", dividirt durch I", und mul- 
sachie a 
tiplicirt mit —.- 
I 144 
zu erhalten, muss man dann noch mit 6 multipliciren. Andererseits 
geht aus der Formel (69): 


R {jy AS (xd) a OS(nd)) 
erin = — Fh Be + BT 


Um die von Aronhold durch 4 bezcichnete Form 
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die fragliche Form hervor, indem man die w durch die v ersetzt, und 


die Werthe: 


Rk, 1 P, 
= . : ? —— 
. R R 


einfiihrt. Es wird dann: 


i side OS (R,, P,) ee as(R,,P,)y 
Axp—ik = 2k Liy(v ) C k, i 2, ") C P, ) 
—_ 1 ime er Y (3, OL 
= 5 p70) a7, + Se as 
Und so hat man neben (91) die Formel: 
93 9™ yor TM (a3 oT TJ. (y3)l 
( ») “ I i T, Ti; (0 y+ as, Ps y 


= £3 18 ME"? £" — 36 OE" nn”? 12 TE" 9" 6" 
~ 36 4&” 6"? 24 114”? —216(@+ Ay) 026" 4-24 1 Oy” &"? 
— 32(@3434,0—27,) €”*. 

Die Formeln (91), (93) lassen J; (v?) und S;(v*), also auch P; (v*) 
und /t,(v*) typisch darstellen. Hiermit ist die Grundlage fiir die Dar- 
stellung aller Formen durch die 7 neuen Grundformen: 

&,7,,8, 7, am, 8 


volistiindig gegeben. Man hat nur jede auszudriickende Form als Glied 


des zu P, gehérigen Systems darzustellen, und kann sie dann sofort 
ebenso durch diese Grundformen ausdriicken, wie dieses beziiglich der 
aus f direct abgeleiteten Formen oben auseinandergesetzt wurde. Aber 
diese Bildungen auf diesem Wege auszufiihren ist unnéthig; vielmehr 
geniigen die oben gegebenen Uebertragungsgleichungen, um von jeder 
fiir die Function f und ihre Formen gegebenen Kelation entsprechende 
fiir P, und sein Formensystem zu bilden, und auf diese Weise zu einer 
Gleichung zu gelangen, welche der urspriinglichen gewissermassen 
dualistisch gegeniibersteht. 


Die Aronhold’sche Darstellung eines Punktes der Curve 
dritter Ordnung. 


Die schon oben erwiihnte Darstellung der Coordinaten eines Punk- 
tes der Curve f= 0, welche Hr. Aronhold (Berliner Monatsberichte, 
Sitzung vom 25. April 1861) gegeben hat, besteht darin, dass die 
Coordinaten eines Punktes y auf 

f(y’) = 0 
durch die Parameter x, 4 des Biischels 
(94) nf (a?y) —AA(a*y) = 0 
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ausgedriickt werden, wiihrend zugleich x auf der Curve liegt, also 

f(a) =0. Wegen dieser Gleichung kann man F fiir 4.f(y*) und 

A, fiir G, 4(y*) oder 4°. 4(y*) setzen. Die beiden obigen Gleichungen 

kann man daher ersetzen durch die Gleichuugen: 

Fy’) =0, | 
a A? F (ay) —AAp(a?y) = 0. 

Es ist aber, da den Werthen y;= 2; die Werthe §—=G , y=—0,€=0 
entsprechen : 


J s® oo CF £ G or 
F@y—-F ta > dy0y,'* — 6 OF 
u 
= O Ap . G2 @ dy 
Ay (a y= > > OY,0Y,° am > 0 ; 


Indem man also sich alles in den Variabeln & , 7, € ausgedriickt denkt, 
hat man die beiden Gleichungen: 


F =m 0, 
» € a O Ay _— ‘ 
x ce 4 ae == (). 3 


Wenn man aus diesen Gleichungen und der Gleichung 


O—u, oder O=—wuw§+Ny+ QE 
die & , 7 , € eliminirt, so erhilt man das Produkt der Gleichungen aller 
derjenigen Punkte y, in welchen ein Strahl des Biischels (94) die Curve 
f = 0 trifft. Unter diesen ist der Scheitel des Biischels (N = 0), wel- 
cher nach bekannten Siitzen auf f= 0 liegt. Der Ausdruck N muss 
aber ein Factor des Eliminationsresultates sein. 
Nun sind von den drei gegebenen Gleichungen zwei linear, niimlich: 
0 = uE+Nn+ QE, 
O= 1 (nr OP 1) = re—ag+ug. 
6 0 & C &? > > 
In Folge dieser beiden Gleichungen also kann man setzen: 
E=—= N(x” — iy) 
n= — QA—Uu, (xt —Ay) 
f= Na; 


und indem man diese Werthe in /' = 





infiihrt, und noch bemerkt, 
dass Sy, , 7'4, fir f=0 in S4' und T a iiber sateen , erhilt man die 
Gleichung: ) 
N{N[(x2?—Ayp)yPs+3e(x st? —Ayp) +31 (Y?—S 4!) | 
—6 (x d*—Ay)(QA+ (x a*?—Ay)u,| 
—2Q2N2R2(QA4+ (x t?—Ay)u,| \ : 
Uebergeht man hier den fiir die vorliegende Frage irrelevanten Factor 
3N, und multiplicirt mit 6%4*—Ay, so erhilt man: 
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0 = 641 (x'—3xVS+235T)N? 
— {6 (x d?—Ayp)[QA+ (HP? —Ap)u|+VAN\, 
was man auch in der Form schreiben kann: 
(95) 6 (x 4*— Ay) [QA+(xP?—Ayp)u,|+V7Q2N 
+ ANY 6A(P—3xPS+21437)=—0. 
Die ersten Glieder dieses Ausdrucks vereinfachen sich noch, wenn man 
fiir Q@ und & ihre Werthe in Z und M setzt. Mit Riicksicht auf die 
Gleichung f = 0 giebt die Gleichung (5): 
YG=—=4L+ 2yu,. 


Ferner ist nach (33), (13) 





| Ux L . a 
Q2.N =6(ufd) (elm) =6-|f Thk Thm; 
i4 J4,i STArm 
| Uz L M 
= 6// Gi, —Girp+v| 





A —G,—v Gyo 
= 6 {ur(¥?—Sy) — (4, M+G,L) + ¥(4L—fM)} , 
oder, wenn man hier f und also auch G, verschwinden lisst: 
QN = 6 fut (y?—S4')— MA+ ~v4aL\ 


Indem man diese Werthe einfiihrt, geht die Gleichung (95) iiber in: 
0 = (x*@—2S) du, + xAL+ Ny A (8—3xA S127). 
6 ; 


Dieses ist die Gleichung eines Punktes y, in welchem ein Strahl des 
Biischels (94) die Curve f = 0 schneidet; die beiden verschiedenen 
Schnittpunkte findet man durch die beiden Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel. Die Coefficienten von w, , #,, us, in dem vorliegenden Aus- 
drucke sind also die Coordinaten des auf der Curve f= 0 variablen 
Punktes y selbst, und man hat daher, wenn @ einen willkiirlichen 
Factor bezeichnet: 
oy, = 4(x*—A’S)x,+xAl,+n, y3 (x8 —3x4?S+215T) 


. ars octet 5 
OY. = A(x®—A?S)r,+xAl,+n, ) : (x®—3xd?S+245T') 


Oy, = A(x? —828) a, +4 +n, / * (x3 3xR2S+420 7). 


Dieses siud die Formeln des Hrn. Aronhold, ausgedriickt durch 
die Coefficienten der von uns eingefiihrten Formen N und L. 


Giessen, den 15. September 1867. 
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von P. Gorpan in GIESSEN. 


Stellung der Aufgabe. Begriff der Combination. Moduln. 


In einem demniichst zu publicirenden Aufsatze, dessen wesent- 
liche Resultate in den Comptes Rendus veréffentlicht sind, habe ich 
die biniren Formen untersucht und von ihnen nachgewiesen, dass es 
zu jeder biniiren Form ein endliches System von Covarianten giebt, 
welches ich vollstiindiges System nenne und welches die Kigenschaft 
besitzt, dass jede Covariante sich als ganze Function der Formen 
des Systems mit numerischen Coefficienten darstellen lisst. In ihn- 
licher Weise will ich hier die terniiren Formen zu untersuchen und 
die damals angewandten Methoden auf dieselben auszudehnen ver- 
suchen. Die Schwierigkeit, welche dieser Untersuchung hierbei unmit- 
telbar entgegentritt, ist die gréssere Mannichfaltigkeit von Formen, 
welche bei Transformation der gegebenen Form sich nicht iindern. 
Wiihrend die biniiren Formen nur Invarianten und Covarianten besitzen, 
haben die terniiren Formen ausserdem noch zugehérige und Zwischen- 
formen, welche ausser den urspriinglichen Variabelu x, x, 7, noch die 
Variabeln wu, wu, u, enthalten, welche den ersteren contragredient sind. 

Die gegebene Form, welche untersucht werden soll, sei symbolisch: 

f= (Gy ® + gy + Ay 43)" = (DH + Dy ey + D3 Hy)". «. 


= a" = b" = c".... 
x aa vc 


Ihre Invarianten, Covarianten, zugehérige Formen und Zwischen- 
formen will ich kurz die zu f gehérigen Formen nennen. 

Von allen diesen Formen hat Herr Clebsch in Crelles Journal 
Bd. 59. p. 1 fgg. nachgewiesen, dass sie lineare Functionen mit nume- 
rischen Coefficienten (Aggregate) von Formen P sind, welche sich 
symbelisch als Producte der Form darstellen lassen: 


P= a, by Cz... (abu) (acu) (ben) . . . (abe) (abd) (aed)... . 
Hierbei bedeuten die Symbole (abw) und (abc) die Determinanten: 
@, a, @; | | @, Gy 


b, b, by und b, b by | 


Uy, Uy Us |C, Ca. °¢ 


3 
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Die Anzahl der Factoren a,, b,, ¢,, ... (unter denen auch meh- 
rere gleich sein kénnen) nenne ich den Grad der Form P; die Anzahl 
der Factoren (abu), (acu) ... ihre Classe; die Anzahl der verschiede- 
nen Symbole a, b, c, ... oder was derselbe ist, ihren Grad in den 
Coefficienten von f, ihre Ordnung, die Summe von Grad und Classe 
endlich ihren Rang. 

Ich kann nun die Frage stellen, in welcher Weise die Form P, 
deren Ordnung m sein mége, aus einer form (m—1)'* Ordnung ent- 
stehen kann. Demgemiiss entferne ich die Factoren a, und ersetze 
die symbolischen Factoren (baw), (cau), (daw), ..., in denen sowohl 
der Buchstabe a als auch der Buchstabe « vorkommt, b,, ¢,, dy ...; 
endlich ersetze ich die symbolischen Factoren (bea), (bda), (eda), ...., 
in denen zwar der Buchstabe a, aber nicht der Buchstabe w vorkommt, 
durch (bew), (bdu), (edu), .... 

Ich gelange durch dieses Verfahren zu einem symbolischen Pro- 
duct J’, welches den Buchstaben a nicht mehr enthilt, also von der 
(m— 1)" Ordning ist. In dieser Weise kann ich jedes symbolische 
Product mit Formen niederer Ordnung in Beziehung setzen. 

Umgekehrt will ich mir jetzt die Frage vorlegen, wie man das 
symbolische Product P bilden kann, wenn die Form 

EF = bye, d, ... (bew) (bdu) (edu)... (abe) (abd) (ede) (cef)... 
gegeben ist. Man kann dieselbe auch folgendermassen schreiben: 
P= rY 1 rH ... 1) Us Uy Us... Us, S 


wobei 7) ,r@ ... die Factoren by , Cr, de, Us, Us,,-- + die Factoren 
(beu), (bdu), ... darstellen, das Zeichen S endlich bedeutet das Pro- 
duct (bed) (bde) (ede) .... Es versteht sich nach dieser Bezeich- 
nung von selbst, dass mehrere der Factoren r, oder u, unter einander 
iibereinstimmen kénnen. Der Grad von J’ ist hier p, die Classe gq, 
der Rang p+ q, die Ordnung endlich m — 1. 

Um non P aus J abzuleiten, muss man in einigen (etwa 4) 
Factoren, b, , ¢x, de, ..., oder was dasselbe ist, a Gee r) 
durch (baw) , (caw) , (daw) , ..., resp. (rYau) ersetzen, ferner einige, 
etwa * der Factoren (dew) , (bdw),..., resp. Us 5 Us 5 +. durch (bea), 
(bda), ..., vesp. as, ersetzen und ‘die so erhaltenen Formen mit 
er multipliciren. 

Dieses ganze Verfahren will ich im Folgenden so ausdriicken: 
Die Form P entsteht aus der Form F mittelst einer 
Combination, welche die Moduln x und 4 besitzt. 

Durch die Moduln ist eine Combination noch keineswegs bestimmt; 
es giebt vielmehr eine Anzahl von Combinationen, welche dieselben 
Moduln besitzen, ohne deshalb iibereinzustimmen. Man erhiilt alle 
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diese Combinationen dadurch, dass man je A der p Factoren r@ in 
(rau) und je x der q Factoren u,, in a,, verwandelt; die Anzahl aller 
dieser Combinationen ist: 
, oa p! i q! : 
(p—aA)! a! (q—)! x! 

Kinige von ihnen werden iibereinstimmen, andere wieder verschie- 
den sein, je nachdem die Factoren r, und uw, unter einander gleich 
oder von einander verschieden sind. 

Man sieht, dass alle symbolischen Producte m'** Ordnung mittelst 
Combinationen aus den Formen (m—1)'*" Ordnung hervorgehen; ebenso 
gehen diese wieder durch Combination aus Formen (m— 2)‘ Ord- 
nung hervor u. s. w., so dass man alle nur denkbaren symboli- 
schen Producte durch wiederholte Combination aus der Form f erhal- 
ten kann. 

Um simmtliche symbolischen Producte m't Ordnung zu erhal- 
ten, bilde man sich also vorerst das System 


aller Formen (m — 1)'e° Ordnung. 
fo] 


Hierauf stelle man alle Modularsysteme auf, das heisst alle Werthe- 
paare (x, 4), die jedoch stets so gewiihlt werden miissen, dass die 
Summe x-+- A die Zahl » nicht iibersteigt; jedem dieser Modularsy- 
steme entspricht eine Anzahl Combinationen. 

Wendet man alle diese Combinationen auf die Formen F' an, so 
erhiilt man nach und nach alle symbolischen Producte . 

Die Anordnung der Modularsysteme x, 4 will ich hierbei in der 
folgenden Weise festsetzen. 

Das erste Modularsystem ist dasjenige, fiir welches die Summe 
x + A verschwindet, mithin auch sowohl x wie 4 verschwindet. 


Dann kommen die Systeme, fiir welche x + 4 = | ist; dann die- 
jenigen, fiir welche diese Summe x-+ 4 die Werthe 2, 3, 4, 
besitzt. 


Die Systeme, fiir welche x + 4 denselben Werth hat, werden 
nach den Werthen von x so geordnet, dass man dem Modul x der 
Reihe nach die Werthe 0, 1, 2, 3, .... ertheilt. 

Demgemiiss enthiilt das zweite Modularsystem die Moduln x = 0, 
4A =1; das dritte die Moduln x —1, 40; das vierte (0, 2), das 
fiinfte (1, 1); das sechste (2, 0) u. s. w. 

Die Systeme, welche bei dieser Anordnung friiher erscheinen, 
nenne ich niedere Modularsysteme, die spiiter auftretenden hoéhere 
Modularsysteme; desgleichen nenne ich die niederen Modularsystemen 
entsprechenden Combinationen niedere Combinationen. Entsprechen 
2 Combinationen A und B, die man auf eine Korm: 
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: F = rY 7® 7) Oe Gs. 4: 8 
x x : ** "2 sm, Sq 


anwendet, demselben Modularsystem, d. h. haben sie dieselben Moduln 
x und A, so nenne ich sie dann benachbart, wenn die Factoren von 
i’, welche durch sie veriindert werden, bis auf einen iibereinstimmen. 

Ks kénnen hierbei zwei Fiille eintreten, je nachdem die nicht 
iibereinstimmenden Factoren die Form r, oder wu, haben. 

Ich bin jetzt im Stinde, die symbolischen Producte gm von der 
me" Ordnung zu gruppiren, wobei ich folgendermassen verfahre: 

Zuerst kommen die Formen, deren Rang 0 ist, niimlich die Inva- 
rianten, dann die Formen, die den Rang 1 besitzen, dann die mit dem 
Rang 2,3, 4,... Die Formen g, welche denselben Kang besitzen, 
ordne ich wieder nach den Modularsystemen, denen die Combinatio- 
nen entsprechen, durch welche die Formen @ aus den Formen J’ 
entstehen. 

Die in dieser Anordnung friiher auftretenden Formen  nenne 
ich friihere Formen, -die spiiter auftretenden spiitere Formen, wiihrend 
diejenigen ormen, welche denselben Rang haben und ausserdem durch 
Combinationen mit gleichen Moduln entstehen, als gleichzeitige ange- 
sehen werden mdgen. 

Nachdem nun gezeigt worden ist, wie man nach und nach alle 
symbolischen Producte m'‘** Ordnung erhalten kann, liegt die Frage 
nahe, eine Anzahl von Formen m'* Ordnung zu finden, durch welche 
sich alle diese Formen linear mit numerischen Coefficienten darstellen 
lassen. 

Ehe ich jedoch die eigentliche Beantwortung dieser Frage be- 
ginne, will ich vorerst einige Beziehungen zwischen den Formen @ ent- 
wickelir, deren ich dabei bedarf. 


g. 2. 


Ableitung der Formen aus dem Processe der Uebereinander- 
schiebung. 


Ks ist zuerst der folgende Satz, den ich beweisen will: 
Entstehen die Formen gy, undg, aus der Form 
r= oO oi oY ... rv) ls Us «s+ Us, S 

durch zwei benachbarte Combinationen A und B, welche 
die Moduln x und & besitzen, dann ist die Differenz gy,—g, 
eine lineare Function von friiheren Formen, in deren Coef- 
ficienten die Variabeln wund «nur nochin der Verbindung 
uv, Vorkommen. 

Beweis. Sind diejenigen symbolischen Factoren von J’, welche 
durch die Combinationen A und B nicht iibereinstimmend geiindert 
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werden, 7 und r®, so hat die Differenz der Formen g, und @, ausser 
den gemeinsamen Factoren dieser Formen noch den Factor: 

72 (rll )y— x) (7-2 a (1) o-(2) a) —— (1) (2) a 

r) (rYau) — rY (rPan) = az (r¥Y r® w) — uz (7% ra). 


” 


Sie ist die Differenz zweier Formen g’ und w,g”, von denen die letz- 
tere m” den Factor u,, also einen Rang hat, der um 2 Einheiten klei- 
ner ist, als der Rang von g, und q,. 

Die erstere Form g’ entsteht aus der Form F;, welche aus J’ 
dadurch hervorgeht, dass man das symbolische Product rY) @ durch 
(rv) r@ wu) ersetzt, durch eine Combination, welche die Moduln x, A—1 
besitzt, also einem niederen Modularsystem entspricht. 

Die Formen gp’ und ” sind also friihere Formen als g, und 9,, 
und es ist in diesem Falle der Satz erwiesen. 

Im zweiten Falle mégen durch die Combinationen A und PB die 
Factoren wu, und w, nicht iibereinstimmend geiindert werden. Die 
Form P,— % enthilt hier ausser den gemeinsamen Factoren von 9, 
und , den Factor: 

Uy Us — Uy My = (s, S, (au )). 

Sie entsteht aus der Form J’,, welche aus F' dadurch hervorgeht, 
dass man das Product uw, , durch (s, s, «) ersetzt; durch eine Com- 
bination, deren Moduln x—1 , 4+1 sind, also einem niederen 
Modularsystem entspricht. Somit ist auch in diesem Falle der Satz 
erwiesen. 

Der eben bewiesene Satz kann in folgender Art und Weise aus- 
gedehnt werden: 

Entstehen die Formen g, und g, aus der Form 


F= he)... rH uw, u, ... ty, S 


x : * q 

mittelst der Combinationen A, und A,, welche dieselben 
Moduln besitzen, dann ist die Differenz g, — gq, eine lineare 
Function von friiheren Formen y derselben Ordnung, deren 
Coefficienten ZL die Variabeln w und x nur in der Verbin- 
dung uw, enthalten. Es wird: o, — 9, = 2; L; ¥;. 

Beweis. Da A, und A, dieselben Moduln haben, so kann man 
stets solche Combinationen A,, A,, A,; ... A,, bestimmen, dass in 
der Reihe 


ae ae 


je zwei aufeinander folgende Combinationen in dem obigen Sinne 
benachbart sind. 

Bezeichne ich nun die durch diese Combinationen aus F' entste- 
henden Formen durch: 


, : +2 DP; Pir Pi2 Pin +++ Pir Po» 
so ist die Differenz: ‘4 


= 
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Pi — P2 = (Yi — Pus) + Pu — Pre) + (M1, — Ye): 
Also eine Summe von Formen, deren jede ein Aggregat von frii- 
heren Formen ist. Somit ist die Behauptung erwiesen. 


Wir wollen von jetzt ab eine neue symbolische Ausdrucksweise 
einfiihren, und die Form J’, welche den Grad p und die Classe q 
hat, symbolisch durch 9? w! bezeichnen, so dass die Identitiit statt- 
findet : ; 


(2) 


F = oP wa? = rt ¢¥ 
4 0 x x 


o” : r(v) Ws Us. » Us S. 
Ersetze ich in der Form: 
F= Qu 
A der Factoren 9, durch (ga) und x der Factoren wa, durch ag, und 
multiplicire dann mit a™-*~*, so erhalte ich eine neue Form: 
y = oe? ut-* (gan) a ar-*-*, 
welche eine lineare homogene Function der Coefficienten von J’ ist. 

Diesen Process will ich in der Folge so ausdriicken: 

Die Korm wv entsteht aus der Form F' durch eine Ueber- 
einanderschiebung, welche die Moduln x und 4 besitzt. 

Die Uebereinanderschiebung unterscheidet sich wesentlich dadurch 
von der Combination, dass, wiihrend einem Modularsysteme viele Com- 
binationen entsprechen, die Uebereinanderschiebung durch die Moduln 
genau bestimmt ist. Die Anordnung der durch Uebereinanderschie- 
bung aus den Formen J’ entstehenden Formen mége in derselben 
Weise geschehen, wie die der durch Combination entstandenen. 

Zuerst kommen die Invarianten und dann der Reihe nach die 
Kormen, deren Rang die Werthe 1, 2, 3... » hat. 

Die Formen desselben Ranges werden nach den Modularsystemen 
geordnet, denen die Uebereinanderschiebungen entsprechen, mittelst 
denen sie aus den J’ hervorgehen, sowie nach diesen Formen selbst, so 
dass hier keine gleichzeitigen Formen auftreten, sondern jede Form 
ihren festen Platz einnimmt. 

Man kann die durch Uebereinanderschiebung entstehende Form w 
leicht durch Formen darstellen, die durch Combination entstehen. Zu 
dem Ende setze ich in der Identitiit fiir «: # + wy und fiir w:u+ vv 
und vergleiche dann auf beiden Seiten die Coefficienten von p*»*. 
Krsetze ich in der so entstehenden Gleichung die Symbole 9, und r( 
durch (ga) und (raw) und ebenso #, und @,, durch ag und a,,, und 
multiplicire dann mit a,”"~*~*, so gelange ich zu der Identitit: 

9! gq! * 
p=arit anal y= 29,; 
auf deren rechten Seite die Summation iiber alle Formen g; auszu- 
dehnen ist, welehe durch die 
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pq! 
(p—A)! a! (q—x)! x! . 
Combinationen entstehen, die dem Modularsystem x, 4 entsprechen. 

Bedeutet g eine dieser Formen, so kénnen wir unserer Gleichung 
die Form geben: 

— ! ! — ! ! 
g—y= (p oars if x)! x! = (9—9)). 

Die Differenz g — gq; ist, wie oben bewiesen wurde, eine Func- 
tion 2 Lg’ von friiheren Formen g’, mithin auch die rechte Seite, 
es ist: 

p=—¥ + zLlyg 
wo die ZL die Variabeln « und w nur in der Verbindung u,, die Coef- 
ficienten von f aber gar nicht enthalten. Im Falle @ die friiheste 
Form m'* Ordnung ist, verschwinden die Formen g’ und man hat: 
y = ¥. 
Der niimliche Fall tritt ein, wenn @ eine Invariante ist. 

Die Formel p=y+ 2Lq’ kann man leicht in die fol- 

gende transformiren: 

g9=—v+ 2My’, 
in welcher die yw friihere durch Uebereinanderschiebung 
entstandene Formen yw bedeuten und die Coefficienten 
M wieder die Variabeln x und w nur in der Verbindung #,, 
die Coefficienten von f aber nicht enthalten. 

Um diesen Satz nachzuweisen, kann ich, da er fiir die friiheste 
der Formen*@ gilt, die Annahme machen, er sei fiir alle Formen 9’ 
nachgewiesen, welche in der Anordnung der durch Combination ent- 
siandenen Formen vor @ stehen; dass alle diese also in die Form ge- 
bracht werden kénnen: 

oo =v + My" 
Trigt man diese Werthe in die Formel gp = yy 4+ YL gq’ ein, so er- 
hilt man die Gleichung: 
p=b+ DLy' + SLM y", 
welche die verlangte Form hesitzt. 

Man sieht somit, dass alle Formen m'* Ordnung sich linear aus 
solchen Formen zusammensetzen lassen, welche aus den Formen I’ 
durch Uebereinanderschiebung entstehen, dass diese letzteren also 
ein volles System von Formen m'*' Ordnung bilden. Dieses 
System ist jedoch keineswegs das kleinste volle System der lormen 
mt Ordnung; ein solches wird vielmehr erst dadurch erhalten, dass 
man von den oben gebildeten formen alle diejenigen wegliisst, welche 
durch friihere Formen linear dargestellt werden kénnen. 
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Alle diese wegzulassenden Formen zu erkennen, ist im Allge- 
meinen sehr schwer, jedoch erhalten wir durch den folgenden. Satz 
eine grosse Anzahl derselben. 

Da nimlich die aus den Formen F' durch Uebereinanderschiebung 
entstehenden Formen homogene lineare Functionen der Coefficienten 
der Form F' sind, so verschwinden oder lassen sich durch friihere 
Formen ausdriicken alle diejenigen Formen y, welche aus Formen J’ 
entstehen, die diese EKigenschaft besitzen. 

Somit erhilt man ein volles System von Formen m'*' 
Ordnung, das weniger Formen enthilt als das obige, in- 
dem man von irgend einem vollen System 


a | aS 


von Formen (m—1)'** Ordnung ausgeht, und auf die For- 
men derselben alle Uebereinanderschiebungen anwendet. 

Man kann dieses System durch ein anderes ersetzen, welches 
ebenso viel Formen enthiilt und zu dem man dadurch gelangt, 
dass man auf die Formen F Combinationen der Art anwen- 
det, dass jedem Modularsysteme eine einzige Combination 
entspricht. 


Grundlage fiir den Beweis, dass das yollstiindige System aus 
einer endlichen Anzahl von Formen besteht. 


Den Nachweis, dass das so entstehende System ein volles System 
ist, werde ich dadurch fiihren, dass ich zeige, wie jede Form des 
obigen Systems der y sich linear durch die Formen dieses Systems, 
welcheich K nennen will, ausdriicken liisst. Fiir die erste Form w ist 
dies unmittelbar klar, da sie nach §. 2. gleich der ersten Form K 
ist. Um den Satz fiir eine andere Form w~ nachzuweisen, mache ich 
die Annahme, er wiire fiir alle friiheren Formen w erwiesen; man 
kénne ihnen also die Form geben: 

ey = ZL’ K’ 
wo wieder die Coefficienten Z’ nur von dem Ausdruck w, abbiingen. 
Ersetze ich dann in der Formel pg = yy + 2 My’ (§. 2.) die Form 
durch K und trage fiir die w’ ihre Werthe ein, so wird: 
y¥=K+2LK’, 
wodurch unsere Behauptung erwiesen ist. 

Um aus dem vollen Systeme der Formen £’ der (m—1)' Ord- 
nung zu dem Systeme der Formen K m'* Ordnung zu gelangen, muss 
man mithin folgendes Verfahren einschlagen. 


Mathematische Annalen I, 
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Zuerst bilde man sich eine Tafel aller denkbaren Modularsysteme 
etwa in folgender Art: 
No. d. Mod. 8. | « in @ | # in au 


1 Exwtrs 
2 Os | Os 
3 |} 1- | O- 
4 | O- | 2- 
5 a oe a FE 
6 | 2- 0 - 
7 Oe. |e 
S-.f-B= | Re 
9 | +4 Se 
10 | S- | @- 
11 | O- | 4- 
12 | Be. fee 


Sodann wende man auf jede der Formen F' die Combinationen 

A, A, A; 
an, welche der Reihe nach so gewihlt werden miissen, dass sie den 
Modularsystemen entsprechen, A, dem ersten, A, dem zweiten u. s. w. 

Da man unter den Formen X diejenigen auslassen kann, welche 
verschwinden oder lineare Functionen von friiheren sind, so wird man, 
um ein mdglichst kleines Formensystem zu erhalten, die Combinatio- 
nen A so auswihlen, dass dieser Fall méglichst oft eintritt. 

Diesen Zweck wird man besonders dann erreichen, wenn es eine 
Combination A der Art giebt, dass die durch sie entstehende Form 
K aus irgend einer andern Form m'* Ordnung fF’ durch eine nie- 
dere Combination zu gleicher Zeit entsteht. Sie kann dann aus dem 
Formengebiete der Form F' weggelassen werden. 

Ebenso, wie man nimlich aus der Form K zu der Form F,, aus 
welcher sie durch die Combination A entstanden ist, dadurch gelangt, 
dass man nach Weglassung der Factoren a, die Factoren (baw), (caw) 


..+, (bea), (bda) ... im bz, ¢,, ... (beu), (bdw), ... verwandelt, 
kann man auch aus K eine andere Form F” bilden, indem man nach 
Weglassung der Factoren b, die Factoren (abu), (chu), ..., (cab), 


(edb), (adb), ... durch az, Cy ... (cau), (edu), (adu), ... ersetzt. 
Aus dieser Form F” entsteht dann K durch eine Combination A’. In 


iihnlicher Weise kann man mit den Symbolen c,d, ... verfahren, so 
dass K durch eine Reihe von Combinationen aus den Formen fF”, 
a Se ae ensteht. 


Nachdem diejenigen aus F’ entstehenden Formen entfernt sind, 
welche durch friihere linear ausdriickbar sind, will ich die iibrigen 
zu F gehérige Formen“ nennen. Es gilt-dann der folgende Satz: 
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e Bilden die Formen: 

Se ae 
ein volles System von Formen (m—1)'** Ordnung, dann 
bilden die zu ihnen gehérigen Formen ein volles System 
von Formen m'‘*t Ordnung. 

Die Bedeutung eines vollen Systems von Formen m' Ordnung 
ist somit festgestellt und gezeigt, wie man zu einem solchen gelan- 
gen kann; ich gehe nun zu der allgemeinen Untersuchung iiber, wie 
man alle Covarianten, Invarianten, zugehérige Formen und Zwischen- 
formen von f, durch eine méglichst geringe Anzahl von Formen aus- 
driicken kann. 

Ich nenne ein System von Formen: 

®,, 8, 3, ... 
ein vollstindiges Formensystem, wenn alle Formen von f 
ganze Functionen der # mit numerischen Coefficienten 
sind. 

Unter diesen Formen miissen sich natiirlich auch die einfachsten 
f und uw, befinden. 

Die Frage, die ich nun untersuchen will, ist, nothwendige und 
hinreichende Merkmale der vollstiindigen Systeme zu finden und so- 
dann fiir die cubische ternire Form f —a,' ein endliches System auf- 
zustellen, welches diese Merkmale besitzt. 

Zu dem Ende bildeich 1) die zuden # gehérigen Formen; 
2) die zu den Producten der #, unter welche ich auch die 


4 Potenzen und ihre Producte rechne, gehérigen Formen; 

* sind alle dieselben ganze Functionen der # mit numeri- 

A schen Coefficienten, so behaupte ich, dass die Formen @ 
ein volles Formensystem bilden. 

7 . Beweis. Die einzige Form O'' Ordnung ist w,, fiir diese gilt der 

, Satz. acct 

) Ich mache daher die Annahme, dass der Satz fiir die Formen: 

[ter Qter Zier 5. . (m— 1) 

h Ordnung erwiesen sei, und will ihn fiir die Formen m'* Ordnung 
), beweisen. 

; Da nach Annahme alle Formen (m— 1)’ Ordnung ganze Func- 
n tionen der # sind, so lassen sie sich linear durch diejenigen Formen 
0 # und diejenigen Producte darstellen, welche von der (m— 1)'" Ord- 
» nung sind, Diese letzteren bilden mithin ein volles System von For- 

men m—1' Ordnung und die zu ihnen gehérigen Formen ein volles 

1, System von Formen m'* Ordnung. 

n Diese letzteren Formen sind nun nach Voraussetzung ganze Func- 
Ls tionen der Formen @, mithin sind es auch alle Formen m' Ordnung, 


wet OF 
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da sie sich aus ihnen linear zusammensetzen lassen. Ist @ ein Factor 
des Productes P, so nenne ich die zu P gehérigen Formen, zu @ 
uneigentlich gehérige Formen, wihrend ich die zu @ gehdrigen 
Formen eigentlich zugehérige Formen nennen will. Die zu P 
gehérigen Formen gehéren mithin uneigentlich zu den verschiedenen 
Factoren von P. 

Um nachzuweisen, dass das System der @ ein vollstiindiges System 
ist, muss man fiir jedes einzelne # mithin zeigen, dass die zu ihm 
eigentlich und uneigentlich gehérigen Formen durch die # ausdriick- 
bar sind. 

Um dies zu sehen, bilde ich mir die Tafel aller Modularsysteme 
und wende fiir jedes derselben eine Combination auf die Form @ und 
das Product H=#@P an, in dem P irgend ein Product der # bedeuten 
mége. Ich werde diese Form P symbolisch durch u* 9% bezeichnen 
und bemerke hierbei, dass die Exponenten uw und vy beliebige Werthe 
(auch den Werth 0) besitzen kénnen. 

Bei der Anwendung der Combinationen auf H muss man die 
Factoren von # zuerst veriindern und erst, wenn diese nicht mehr 
ausreichen, darf man die iibrigen Factoren o, und w, verwandeln. 
Wiirde man mit diesen beginnen, so wiren die Combinationen nicht 
auf Formen anwendbar, fiir die w und v kleine Werthe haben, die 
Resultate also nicht allgemein giiltig. 

Denjer*ven Modularsystemen, denen Combinationen entsprechen, 
welche auf die Form # anwendbar sind, werden solehe Combinatio- 
nen entsprechen, die auf die Producte H angewandt nur die Factoren 
von # aindern? Die durch dieselben aus H entstehenden Formen ent- 
halten den Factor P, sind also durch Formen niederer Ordnung, mit- 
hin auch durch die # ausdriickbar, wir brauchen sie nicht weiter zu 
untersuchen. Von den iibrigen will ich diejenigen Modularsysteme 
zu ® gehodrig nennen, deren entsprechende Combinationen auf H 
angewandt zu H gehorige Formen erzeugen. 

Die dem Modularsystem M entsprechenden Combinationen brauche 
ich daher nur auf Producte solecher Formen # anzuwenden, zu denen 
das System WM gehirt. 

Aber auch von diesen Producten hat man nur eine geringe An- 
zahl zu untersuchen néthig. Zuniichst kénnen diejenigen Producte 
der # unberiicksichtigt bleiben, welche einen so niedrigen Grad oder 
eine so niedrige Classe besitzen, dass die M entsprechenden Combi- 
nationen sich nicht darauf anwenden lassen. Bei Weitem wichtiger 
ist indess eine andere Art von Producten der #, denen man unmit- 
telbar ansieht, dass sie sich auf Formen von niedrigerer Ordnung, 
also auch auf Formen @ zuriickfiihren lassen. Es entstehen dieselben 
aus allen denjenigen Producten: . 
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H = 8, 8, 9 ..., 
welche als Factor R ein Product der # von niedrigerer Ordnung be- 
sitzen , so dass man also eine Identitiit der Form hat: 
H= RS, 

und wo die dem Systeme M entsprechende Combination, welche 
auf H anzuwenden ist, so gewihlt werden kann, dass nur die Facto- 
ren von F& sich iindern; die resultirende Form besitzt dann immer den 
Factor S, ist also auf Formen niedrigerer Ordnung reducirbar. 

Wenn man diese beiden Arten von Producten ausliisst, so bleibt 
nur noch eine endliche Anzahl von Producten P iibrig, von denen 
nachgewiesen werden muss, dass sie durch Anwendung von passenden 
Combinationen Formen hervorbringen, welche sich durch die Formen 
® darstellen lassen. Diese iibrigbleibenden Producte nenne ich zu dem 
Modularsystem M gehérige Producte. 

Der Beweis, dass ein gegebenes Formensystem der @ ein voll- 
stindiges System ist, kann hiernach in folgende 4 Abschnitte einge- 
theilt werden: 

1) Nachweis, dass die den @ eigentlich zugehoérigen For- 

men ganze Functionen derselben sind. 

2) Aufsuchung der zu jedem @ gehérigen Modularsysteme. 

3) Aufsuchung der jedem Modularsystem M entsprechenden Pro- 

ducte P. 

4) Nachweis, dass es fiir alle Modularsysteme M entsprechende 
Combinationen giebt, die, auf die zu ihm gehérigen Producte 
P angewandt, zu Formen fiihren, welche sich durch die 
darstellen lassen. 


g. 4. 


Beweis der Endlichkeit des voilstiindigen Systems fiir terniire 
cubische Formen. 


Nachdem ich nun allgemein gezeigt habe, an welchen Merkmalen 
man ein vollstindiges Formensystem erkennen kann, will ich fiir die 
cubische Form f= a} den Nachweis liefern, dass die folgenden 34 
Formen @ ein solches vollstiindiges System bilden. 


Ot Ord. | Ux 

Ie | f=a 

e a, b, (abu)* 

ee | dy, cz (abu)* (beu); a} = az bz ¢, (abe)?; 
us = (abc) (abu) (acu) (bew) 

Ate | az #2 (aau); ti: & @25 S=a'; 


(abu)? (edu)* (beu) (adu) = uf 
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5 Ord.| waacb2 (abu); usasbazb?; uzab, (abu); abu, (abu)? =u} ; 

»» | UpG@yb,a2b,¢2 (beu); u2a,c2 (abu)? (beu); uzaaz; a?=—T; 

Te ., | wus (spr); uz aa,b2 (abu); abmazbi; auzbs (abu); 

8 | abpuazb,c2 (beu); gS =a,bcazbic?; au? cz (abu)* (beu); 
uz uz (stx); 

9 , | azg’ (aqu); udu? (pte); u2 ua,a3 (stx); 


10° ,, | abu? a,b, (ste); U2 ua, b, (sta) (abu)? ; 
li ,, | mg (aqu); 
12" ,, azargs (aug); uu? us (spt). 


Um die zu diesen 34 Formen eigentlich zugehérigen Formen auf- 
zustellen und dieselben durch diese Formen selbst auszudriicken, bilde 
ich mir zuerst die Tafel aller hier méglichen Modularsysteme: 


No. d. Mod. 8. | « in a@ | x in au 








0 Omal | Omal 
1 were 
2 aw Fi. 
3 be 2 - 
4 ; 4 « 1 - 
5 es 0 - 
6 | @- |} B- 
7 \ i}. 2 - 
8 & rae Ff 
9 dina: te 


und wende diesen Systemen entsprechende Combinationen auf jede der 
Formen @ an. 

Das O° Modularsystem brauche ich hierbei nie zu beriicksichtigen, 
da durch die einzige demselben entsprechende Combination jede Form 
H in das Product fH iibergeht, also unmittelbar durch Formen nie- 
derer Ordnung ausdriickbar ist. 

Ks ist also nur néthig Combinationen, welche den iibrigen Modu- 
larsystemen entsprechen, auf die Formen # anzuwenden. Um dieses 
Verfahren iibersichtlicher zu machen, stelle ich 33 Tafeln auf, denen 
ich die folgende Einrichtung geben will. 

An der Spitze der Tafel steht die Form #, deren eigentlich 
zugehérige Formen ich berechnen will; auf dem linken Rande dann 
die Ordnungszahlen aller derjenigen Modularsysteme, die den auf die 
Form # angewandten Combinationen entsprechen; alsdann folgen da- 
neben die durch diese passend gewihlten Combinationen entstehen- 
den Formen. Diese aus den Formen # entstehenden Formen Q sind 
keineswegs siimmtlich ihre zugehérigen Formen; viele derselben wer- 
den aus anderen Formen R durch niedere Combinationen entstehen, 
als aus derjenigen Form @, in deren Tafel sie sich befinden. Tritt 
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dieser Fall ein, so will ich es dadurch andeuten, dass ich rechts unten 
an die Form @Q das Zeichen + mache Q,, alsdann das Zeichen : 
folgen lasse und dahinter die Form R setze, aus welcher Q durch 
eine niedere Combination als aus # entsteht Qi: R. 

Die so bezeichneten F'orn 2n @ brauchen nicht beriicksichtigt zu 
werden. Von den andern muss nachgewiesen werden, dass sie sich 
auf friihere Formen zuriickfiihren lassen; dieser Nachweis wird mit 
symbolischer Rechnung gefiihrt werden, und zwar werde ich mich 
meistentheils der folgenden beiden Identitiiten bedienen : 


} Cz (abd) — d, (abe) = b, (acd) — a, (bed). 
II. cy dy (abe) (abd) = } {c% (abd)? + dz (abe)? — b; (aed)? — aj (bed)? 
+ 2 az bz (acd) (bed) }, 


welche ich schlechthin als Identitit I. und Identitat I]. citiren will. 


Da ferner die symbolischen Buchstaben abe dieselbe Bedeutung 
haben, so wird eine Form F' ihren Werth nicht iindern, wenn man 
sie durch die Form F” ersetzt, in welche sie durch Vertauschung der 
Buchstaben unter einander iibergeht; in diesem Falle werde ich F’ durch 
F+t 


_— ersetzen. 


Endlich wird F' verschwinden, wenn es durch Vertauschung der 
symbolischen Buchstaben unter einander sein Zeichen iindert. Ich kann 
in diesem Falle ohne Weiteres /’ = 0 setzen. 


Tafel I. 
f= aj. 


1. az b2 (abu) = 0. 
2. dz by (abu). 
3. (abu)? = 0. 


Tafel I. 
a, b, (abu)?. 


1. ay, c2 (bew) (abu)?. 
2. dz by (abu) (abc) c2 = 4 az de Ce {cz (abu) + az (beu) — bx (acu) \ 
= 4 u, (abc)*. Id. L. 
3. Cx (acu) (bew) (abu)? 
= 4 (acu) (bew) (abu) {Cy (abu) + ay (bew) — bz (acu) \ 
= 4 uz (abe) (acu) (ben) (abu). Id. I. 
Cy Az (bew) (abu) (abc) = 0. 
iz Dy Cx (abe)*. 
(acu) (beu) (abu) (abe). 
az (be) (abe)? = 0. 


3 oH > 
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Tafel III. 
az 6 (abu)? (ben). 
1. Gz Cx (abu)? (beu) dz (edu) 
= $ dz Cy dy (abu)? (edu) {dz (beu) — cz (bdu)} 
=} az ¢, d, (abu)? (edu) {uz (bed) — bz (edu) \ 


2. az c2 dz (abu) (bed) =0. 

3. x dy (adu) (edu) (abu)? (ben) = 0. 

4. cid, (adu) (abu)? (bed) : dz (adu) (abu)? (bdu). 

5. ¢2 dz dz, (abd)? (beu)4 : az dz (abd)? bz. 

6. (adu) (edu)? (abu)? (beu). 

7. x (adu) (edu) (abu)? (bed)4. : (adu) d, (abu)® (bdu). 
8. 2 (adu) (abd)? (ben). : (adu) (abd)? b,. 


9. az c (abd)* (bed) : a, (abd)? (bdu). 


Tafel IV. 
us = (abc) (abu) (acu) (ben). 
1. ww? a2 a. 
2. us a? dy = d, (abe) (abu) (aed) (bed) 
= 4 (abe) (aed) (bed) {d, (abu) + az (bdu) — bz (adu)' 
= 1 uw, (abe) (aed) (aed) (bed) = 4 S uz. 
oo 3. 
Die Identitit u, a, a; = 4S u, lehrt uns, dass alle Formen, die 
den symbolischen Factor a? enthalten, die Invariante S als 
wirklichen Factor besitzen. 


Tafel V. 
az = (abe)? az bz ez. 
1. az a3 (anu). 
3. Gz @, (awn)? = a, d, (abe)? (bdu) cd) 
= ty (abe) (bdu) (edu) { az (bed) — b, (acd) — ¢, (abd) } . sek. 
Der erste Theil dieser Summe ist uw? a? a,, die beiden anderen ein- 
ander gleich, es ist daher: 
Ay GH, (anu)? — uz a, az = — 2a, b, (abe) (bd) (edu) (aed). 
Durch Vertauschung der Buchstaben a und b und sodann von b 
und d erhiilt man die Gleichungen: 


Gz tt, (anu)? — uza,az = — a,b, (abe) (edu) { (bdu) (acd) — (adu) (bed) \ 
= — dz b, (abe) (edu) (abd). 
(tz hy (aan)? — uz a, az = — (abe) (aed) (bdu) az {b, (edu) + d, (ben) } 


== — (abe) (acd) (bdu) a, {Uz (bed) — cz (bdu)?, 














6. 
; 
j 
1. 
| 2. 
3. 
| 4. 
| 6. 
7. 


no — 








> 9 


Pt 
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und durch Addition: 


2 dz ty (anu)? — 2u? a, a? = — Uz . dz (abe) (acd) (bed) (bdw) 
= — Uz Ay Aj Uy = — $8 U3. (s. Taf. IV.) 


Ay Gy (anu)? = az uz a, — 4 Sui. 
(aww)? = (abe)? (adu) (bdu) (edu) 
= (abe) (adu) (bdu) {(bed) (acu) — (ben) (aed) } 
= 2 (abc) (adu) (bdu) (bed) (acu) = 0. 


Tafel VI. 


az a; (anu). 


a2 a, b2 (abu) (anu) = 4 a3 az bz (abu) {bz (anu) — az (baw) \ 
$ @3 dy bz (abu) {a2 (abu) — uz (abe) \ 


ai, b3 a (aah) = 0. 

dz b, a (abu) (ban) (aw) = 0. 

b, az a, (baw) (awd), : a, (baw)? b,. 
ay (abu) (bau)? (aan) : by a, (ban)?. 
az (baw)* (awb)+. : (bew)*. 


Tafel VII. 
&: Gs a» 
Us Us dy bz (abu). 
Us As b, a2 b2. 
uz as b, (abu). 
Us Us Ds dy by (abu) = 0. 
b2-a3 a, 6,4. : b2 u, bz. 
b, us (abu)? as. 
b? dz as (abu)s : 2 uy be. 


Tafel VIII. 
uy, == (abu)? (edu)? (adu) (be). 


U}, Ay a = (abu)? (edu) (adu) (ben) (ede) e 
= (abu) (cdu) (adu) (beu) (ede) ex 


{bz (aew) — az (bew) + wz (abe)} Id. I. 


= 2 (abu) (cdu) (adu) (beu) (ede) bz ex (aew) 
+ uz . Cx (abu) (edu) (adu) (bew) (ede) (abe). 


Das zweite Glied hat den Factor u,, lisst sich also auf niedere 


Formen reduciren, das erste hat den Werth: 


(adu) (aew) (ede) . (abu) (bew) bz {2 (edu) — dz (ceu)} 


= (adu) (acu) (ede) . (abu) (beu) be {tte (ede) — Ce (deu)}. 
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Das erste Glied kann man wieder vernachliissigen und das zweite 
durch die Summe ersetzen: 


— 4 (adu) (aeu) (den) . bz ex (bew) { (ede) (abu) 
— (eda) (ebu) — (cae) (dbu)} = + 4 ui . be cz (dew)? 
(abu)? (ede)* (adu) (ben) e, = (abu)? (aan) (ban) a, 
= (abu) (aan) (barn) {bz (aaw) — a, (baw) + uz (aba) }. 
Das erste und zweite Glied entstehen durch niedere Combinatio- 
nen aus der Form a, @, (aau)*, das dritte hat den Factor w,. 


9. (abu)? (ede)* (ade) (beu) = 0. 


en 


Tafel IX. 


Uz As dy D2 (abu). 


1. u? a, az bz c2 (abu) (beu) = $ uz a,azb,¢, (ben) { Cz (abu) —b, (acu) \ 
= fuja,a,bzc, (bew) {tts (abe) — az (bew) \ 


2. uz ds dz b2 c2 (abe) = 0. 

3. uz as (abu) (acu) (bew) by cz = 0. 

4. uz a, (acu) b2 cz (abe) : u2? as (acu)? cz. 
5. 2 ds dz D2 Cy (abu)y : C2 as a2 Cz. 


6. uz a, (acu) (beu)* (abu) = 4 uz (acu) (bew) (abu) 
{a5 (beu) — b, (acu) + ¢, (abu)\ = $ us . us. 
7. Us Cs ds (acu) (beu) b, (abu) =O. 
8. cF as (acu) b2 (abu)s : cF a, (acu) az. 
9. 2 ds dy 0: (abe) : €? as Ay (acu). 


Tafel X. 


Us as b, a2 D3. 


1. us ds bs ai bz c% (dew). 
> HO Oeee a. 
Diese Form kann, da nach Tafel V u? ¢, c2 = cz a, (caw)? + wu 
ist auf die folgende Form zuriickgefiihrt werden: 
az 3 Cz a, (caa) (cab) = § a, dz Cy Oy { az (bea)? + bz (aca)? 
— ¢% (aba)? — az (abe)? + 2c, a, (abe) (aba)\. Id. Il. 
=} az bz Cy Oy az (bea)? — a2 (abe)? + 
$ a, (abe) {cz (aba) — bz (aca) + a, (bea) \! 
= $ a,b, ¢, 0, {az(bea)’—az (abe)? + Zai(abe)*}. Id]. 
3. Us a; b, a2 cy (dew)? : U2 bs Cy (bew)?. 
4. c, a,b, az bz cy (beu) = 0. 
6. ut, ds b, az (acu) (dew)? : U2 Ds Cx (beu)*. 
1. a,b,c, a2 (bew)4 : Us bs €s (bew)?. ' 
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Tafel XI. 


uz as bz (abu). 


1. wu? a; (bew) (abu)? cz. 
u2 as by c% (abu) (abc) = 4 u? as by Cz (abc) {Cz (abu) — bz (acu)} 
= buzasbees (abc) }uz (abc) — az (bew) \ Id. I. 

= $ Uy UFO. — § UF Uzbrez (abc) {ay (bew) — b, (acu) + ¢, (abu) } 
= $ Uy. uja,az— 4 uz. az by Ce (abc). Id. I. 
4, wu? as (bew) (abu) (abe) cy = | uz (ds Cx — Cs Gz) (bew) (abu) (abe) 

= 4 uj [ac (sx)| (bew) (abu) (abc) 

= fu} u? (8,87) = 0. 
5. c? a: bee (abu); 3 €? Gs Cy G2. 


be 


8. 6? a, (bew) (abu)* GS @& ty ae. 
9. ¢}? as b, (abu) (abe) : c? as dz (acu). 


Tafel XII. 


Uz = ds b, us (abu). 


2. u? az a, = 4 [a, b, c, (abu)? + 2 a, b, us (abu) (abce)| 2 
= 4c ab, (abu) { — as (cebu) + b, (acu) + u, (abc) 
+ 2 u; (abe)}. 


Nun ist nach Tafel IV: 0? b, u, = £ Uz; mithin 


cz as b? (abu) (acu) = c2 aj b, (abu) (cebu) 
3 y 


= = c2 (aaw) (acu) = 0. 
(UP dy a2 = Us C2 as bs (abu) (abc) = ay bs Cx (abc) Us 
{tz (abc) — az (bew) + bz (acu) } Id, I. 
= Uz. Os Ds Cy Us (abc)? + 2 a, bs bz Cx (abc) (acu) Us 
= Uz. Asb5CzUs(abe)? + asbz Cx Us (abe) {b,(acu) — e(abu)} 
= Uz. sb, Cz Us (abe)? + asbz Cx Us (abe) {as (bow) — us (abe) } 
Die Form a3b,c,u; (abc) (bew) hat (Taf. IV.) den Werth: . bz Cz (beu)? 
also: 
Up AZ = Wy. 02 Us hy + 2 » Dy Cx (ben)? — a, a% uz. 
Kine fernere Formel fiir «? a, a2 ergiebt sich in folgender Weise: 
Uz Ap A; = Uz. 0} Us hy + 2 as bs Dz Cx (abc) (acu) us 
= is C2 as b, (abu) (abe) 
2 Uz Ay A = Uy. 03 Us Oy + (abe) (abu) ut; (Cr@s— Az ls) (Crbs— bz€;) 
— dz bz, (abc) (abu) us c} 


= Uz. O; Us hy + Us Us, (S 8,2)? — = az bz (abu)?, 








Ueber terniire Formen dritten Grades. 


108 




































Um endlich eine dritte Formel fiir u? a, a3,2u erlangen, gehe ich 
von der Gleichung aus: 


Ay @, (aan)? = a2 u? a, — 4 u2. Tafel V. 
Nach ihr wird: 
Uz a, a2 = u, c% as bs (abu) (abc) = (aan) c2 (aab) (abe) (abu) 
und 


UP A, Az = U .U, 2 Oy +2 ay Dy Us Dz Cx (abc) (acu) 
= Uz. Us @ a, + 2 (aah) (aan) bz c, (abe) (acu) 


aa ; by Cx (bew)?. 
2 u? ay 02 = Uz. Us 02 Oy + - be Cx (bew)*? + (anu) c, (abe) (baw) 
f Cz (aba) — b, (ace) + az (bee) } 


= Uz. Us 2 &, + = by Cy (bew)? + c, a, (aan) (abe)? (baw) 


= Uy tly C2 tty + > De Ce (bow)? + ety Bs (aBu)?. 


5. Uy a? Az = $ a, b, (abc) {2 c, (abu) + ts (abe) } Cz 
= $ dy by (abe) cy {2 ¢, (abu) + ¢ (abu) + a, (ben) 
— b, (acu)} Id. I. 
= a, b, ¢, (abe) cz (abu) + aS (bbe) cz (bew) (Tafel IV.) 
= 4a, b, ¢, (abe) |e, (abu) + az (beuw) — bz (acu)] 
=u, . a, b,c, (abc)? = 4 u, T. Id. I. 
Fiir «,u? a, kann man noch eine andere Formel entwickeln, es ist: 
Uy Ai Az = § Ash, (abc) {2us (abe) + 2b, (acu) —2 a,(bew) + u,(abe)\ cx | 
= ds by Us Cx (abc)? + 4 a, b} (abe) (acu), 
und da das zweite Glied verschwindet: 
Uz Ai Ay = OF Oy Uy = 4 T tz. 
9. aj. 


Tafel XII. 


tts ds b, a by c% (bew). 


1. ut, as b, a3 bz cz (bow) (edu) di = 4 us a, bs a2 De Cx dy (edu) 
{d, (beu) — cz (bdu)} 
= 4 u, a; b, ai be Cz dz (edu) 
{ ux (bed) — b, (cdu)}. Id. I. 
us a; b, az bz ci dz (bed) = 0. 
us as b, az (bd) cz, d, (edu) (beu) = 0. 
d, a, b, az (bdu) c2 d, (beu)s. : d, as b, a2 (bdu) dz bz. 
d, as b, az by cz (bed) dp4 : dy as bs a% by (bd) dy. 


om oe bo 


S 


oP wh 


~~ 
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Us ds b, (adu)? (bdu) cz (bew)4 : us as, b, (adu)? (bdu) bz. 
d, as b, (adu)* bz c} (bew)4 : dy as bs (adu)? b3. 
d, as bs az (bdu) c3 (bed)4.: ds as bs a2 (bdu)?. 


Tafel XIV. 
uz as cz (abu)? (ben). 


Uz? ds Cx (abu)? ” u) (edu) di = 4 uj a, cz d, (abu) (edu) 
{ds (beu) — ez (bdu)} 
= 4 uj a, cz dy (abu)? (edu) 
{uz (bed) — bz (edu)}. Id. I. 
uz? as cz di (abu) (bed) = 0. 
uz as dy (edu)? (abu)? (bew) = 4 uz (a, d, — d, a) (edu)? (abu)? (beu). 
Diese Form kann leicht auf die Form uw} u} (spr) zuriickgefiihrt 
werden. Es ist nimlich: 
uz us, (psx) = u? (abu)? (beu) (edu) 
{4 (edu) [ad (sx)| + 4% (adu) [ed (sx)]} 
= us (abu)? (bew) (edu) {4 (edu) [ad (sx)] 
+ % [(cdu) [ad (sa)] + [du (sx)] (eda) } Id. I. 
= us (abu)? (beu) (edu) { (edu) (as de — d, az) 
+ 3 (eda) (d, Uz — Us d,)\ ‘ 
d, Us Ms Cx (edu) d, (abu)? (beu)4 : us d, as d? (abu)? bz. 
d, dj ds e% (abu)* (beu)4 : d, d? a, (abu)* bz. 
d, Us as (edu)® (abu)? (bew)4 : d, us as d? (abu)? bz. 
d? ds Cx (edu) (abu)? (beu)4 : d? as dz (abu)? bz. 
d? a; cz (abu) (abd) (beu)4. : d? as (abu) (abd) by. 


Tafel XY. 
u? a: a2. 


u? a, (abu) a, 03. 

u, a; b; a2 62. 

uz a b, (abu)?. 

U, A, b: Az bz (abu) = 0. 

b? a Az bey : DF m% be. 

Us Ay b; (abu)?. 

Mit Hiilfe der Formel: 

Be ns S ‘ 

: uz + 3 Ce d, (edu)? — a, a3 uj. Tafel. XII. 

gelange ich fiir die Form , a b, (abu)? leicht zu dem Ausdruck: 
S 

Uy Ae by (abu)? = > (aed) (edu) (acu) (adu) — us ag a, (aon)?, 


welcher, da: 


uz b, b2 = 
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a 


Az @, (acu)? = a, u? az + |e uz . Tafel V. 
ist, in folgenden iibergeht: 

S S 
Ue Me by (abu)? = > + Us — Uy a U5, a, + | UR, 


der nach Tafel V. den Factor S besitzt. 
8. b? a, az (abu), : b7 % bz. 


Tafel XVI. 


uz uj (spa). 


1. u? us az [sp (an)] = u? up a2 {ds Up — Us Ap} 
2. Us Ms Up AZ (Spx). 
Diese Form lasst sich leicht mit Hiilfe der Formel: 
u? up (spx) = 2u? (abu)* (cdu)* (bew) as dz 
, oe — %uj . (abu) (ben) (edu) dz 


— uz . d, uz (abu)* (beu) (edu). Tafel XIV. 


auf die Form zuriickfiihren: 
a, uz (abu)? (edu) (beu) (ede) e2 
= 4 us (abu)? a, (beu) (cde) dz ez { ee (edu) — d, (ceu)} 
= 4 uj a, (abu)? (beu) (cde) dz ez {te (ede) — cy (deu)}. 
Der erste Theil hat den Factor u,, der letztere den Werth: 
. — 4 u} a, (abu)? ¢, dz ez (ede) 
{(beu) (dew) — (bdu) (ceu) + (beu) (cdu)} =0. Id. I. 


4. Us As us {45 Up — Us Mp}. 


Da diese Form von der 8'" Ordnung ist, so darf ich hier die 
Annahme machen, dass alle Formen niederer Ordnung durch die For- 
men # darstellbar seien. 


Es muss sich also auch die Form u} a, a; durch friihere Formen 
ausdriicken lassen, also ein Aggregat der Form sein: 


us ad, a2 = C, u} . az bz (abu)? + C, uz u? + Cy ue uz as by (abu)*, 
worin die C numerische Constanten bedeuten. 

Hieraus folgt leicht die Gleichung: 

2 Up Up Az Ay UZ = 2 C, U? ae bs. Us (abu)? + 2 C, uz.uz.u? 

+ Cus .us as bs (abu)? + C, us.us us dsb, (abu)? 

5. a? uf a, (spx) hat den Factor S. (Tafel IV.) 
aj up {a, Up, — Us a} hat den Factor S. 
9. a? a, uj (spx) hat den Factor S. . 


go 


oO 


a al ad 
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Tafel XVII. 


U? My Az 03 (abu). 


U7 AA xb (abu) (beu) 62 = 4? a; dz be Ce (ben) { Cz (abu) — bz (acu) } 
= $ u? aazb2¢, (beu) {uz (abe)—a, (beu)}. Id.I. 
U? a, Az b2 cz (abc) = 0. 
u? a, (acu) (bow) by cz (abu) = 0. 
Uz C A (acw) D2 (abu) Co4. : Ue Ce Ae (ACU) Ae Cx. 
CP Ay Az U2 Cy (abu)y : CF a: a2 Cy. 
uz a, (acu) (beu)* (abu) = 4 u? (acu) (beu) (ab) 
{az (beu) — by (acu) + &% (abu)} 
== iu}. Ue . Id. I. 
Uz A, C (acu) b, (bew) (abu) = 0. 
CG? a, (acw) b2 (abu)4. : C2 a, (acu) az. 
C? A, Ay bz (abe)4 : Cc? a; Gz (acu). 


Tafel XVIII. 
Uy, A, b, a2 03. 

U, A, b, az by c% (ben). 
a, b, c, a2 62 c?. 
U, A: b, a2 cr (beu)*, : uz db, (beu)* e;. 
Gy Dy C A2 Ce by (bow) = 0. 
Uy A Dy Az (acw) (ben)? : uz by Cy (beu)?. 
aD, C a (bev )24. sb em (beu)?. 


Tafel XIX. 
a, by uz (abu)?. 
a, U7 c (bew) (abu)?. 
ay by cz uz (abu) (abe) = 4 au? bate (abe) {¢z (abu) —b, (acu) \ 
= $ 7 be Ce (abe) {uz (abe) — az (beu)}. Id.1. 
Das erste Glied hat den Factor w,, das zweite den Werth: 
— § UF dz bz Cz (abe) {a, (bew) — by (acu) + & (abu)} 
= — Lu}. a3. Id. I. 
a, uz (ben) (abu) (abe) &. = 4 uz? (ben) (abu) (abe) [ae (tx)| 
=u? u} (stx). 
Oy CF De Cy (abu)?4 + Oy CF Cy a3. 
a, c} (ben) (abu)? : a c? Cz a3. 
a, bz c} (abu) (abe)s. : a: dz ¢? (acu). 
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Tafel XX. 
ty by Uy a2 bz c% (ben) . 


a, by uw, a2 b, Cy (edu) dz (ben) 
=ta,b, um ai b, ec, d, (edu) Sd, (ben) — e, (bdu) } 
=f a,b m ai by ez d, (edu) }u_ (bed) — b, (edu) } , 

a, by dy a% by c (bew) d24. : ae be de a2 03 2. 

ay by & a2 (bdu) c, dz (edu) (beu) = 0. 

a, b, d, az (bdu) d, c2 (bew)4 : a, by d, az (bd) dz by . 

ay by d, a by c2 (bed) de+. ay by dy a2 bz dz (bde). 

ay b, Uz a (bdu) (edu)* (beu)s : uz b; (bd) (edu)? (bew) . 

a, b, d, a2 bz (edu)? (be). > a db: d, bz (edu)*® (beu) . 

ay by dy a2 be Cx (edu) (bed). : Up be dy be Ce (edu) (bed) . 


Tafel XXI. 
g&=—ahaeahkhe. 
az gz (aqu). 
a2 b2 dz (edu)? ay by Cra. : a2 dy (edu)? ay € Ue. 
az bz (bdu) (edu)? ay by Gry : be (bdu) (edu)? uy be & « 


Tafel XXII. 
a, uz c (abu)? (ben) . 


a, U? Cz (abu)? (beu) (edu) dz 
= ; U? Cz dz (edu) (abu)’ {dz (bew) — cz (bdu)} 
* =a, u? c, d, (edu) (abu)* {Uz (bed) — b, (edu) \. Id. I. 
a, u? cz (abu)? (bed) di = 0. 
a, u? (edu)? d, (abu)? (be) . 
Diese Form liisst sich (vrgl. Tafel XIV.) leicht auf die Form 
u?u3(tpx) zuriickfiihren. Es ist nimlich: 
> (tpx) = uz (abu)? (beu) (edu) {4 [ed (tx)] (adu) + 4 (edu) [ad (tar) ]\ 
= u? (abu)? (beu) (edu) { (edu) [ad (tax) | + 4% (eda) [du (te) | 
= u? (abu)? (beu) (edu)? {a d.—d; Gr} 
+ 3 u? (abu)* (beu) (eda) {d, Ue — WU dx \ : 
Der zweite Theil ist eine ganze Function der , der erste hat den 
Werth: 
2 a, u? (edu)? d, (abu)? (ben) . 
Ay Uy Uy Cx dy (abu)? (beu) (edu)4. : ae ue d, dz (abu)? bz . 
a, d? c2 d, (abu)? (ben) : a, d? dz (abu)* bz. 
a; d, Uy (edu)? (abu)? (beu)4. : a, dy ue dz (abu)? be . 
a; d? cz (edu) (abu)? (ben), : a d? d, (abu)? bz . 
a, d? c2 (abu) (abd) (beu)4 : a, d? (abu) (abd) by . 
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Tafel XXIII. 
uz u? (sta). 
1. uz u? a& (dy Uy — Us A) . 
2. uz um ah a (str) . 
4. 2 ty Ay Ae (Ay My — Uy A) « 
Der zweite Theil ist unmittelbar das Produkt von Formen_nie- 
derer Ordnung;'um den ersten Theil zu reduciren, benutze ich 
die Formel: 


° a eee 1 , ‘ S - 
Ui = UE -|- gts Us, (s, 8, 2)? — g le b, (abu)? , 
aus welcher die Gleichung folgt: 
aoe - 20 1 2 
Ms Up Us Ue Me == Us. Ue -+ gy te Us Us, (88,8) (8, 5,7) 
ae ae 
aoa u? a, be (abu)? (Tafel XII.) 
; 
1 — , 
= 5 Wee Ue — Gg Ue b, (abu)? 
1 ' 
a gp Uistls Mes (88,89) {11,(8,,0°) — Us (88,0°)--U, (88,2) \ 
) i 2 a 4 ” i ” oe” 
1 (m ‘ —" P ot 
= 1 uy. us — Su? a, by (abu)? + UsMy Us Wey (ss, S2)"4- 
Db. a? u? (stv) a, hat den Factor S. (Tafel IV.) 
8. a2 au? (a, wy, u, a) hat den Factor S. (Tafel 1V.) 
9. a? a, a, (str) hat den Factor S. (Tafel 1V.) 


Tafel XXIV. 
a qe (aqn) . 
1. ate gh (aqu) (abu) b3 = § ay by (abu) qt {b, (aqu) — dy (bqu)} 
- = ta, bh, (alu) ¢ fd (abu) Uy (abq)\ ; 


2. ak (aqb) (i =), 
3. a2 gh by (bqu)* (aq)4.: qi be (bqu)’ . 
4. b, a qt (bqu) (aqh)4. > qh by (bqu)?. 
6. az (bqu)® G2 (aqu)+ : gt (bqu)’ . 
7. az (bqu)® qi (agh)4: G2 (oqo? . 
Tafel XXYV. 
up up (ipa). 
1. a? WU), (a, Uy, — % ly) a. 


2. at, a MU az (tp). 
Zur Untersuchung dieser Form bediene ich mich der Formel 
(Tafel XXII.): 
uz us (tpx) = 2 a, uz d, (edu)? (abu)? (bew) 
-+- 2 u? (abu)* (eda) (beu) fd, My — Ut d,} ; 
welche zeigt, dass die Form «, a, «3 a? (tpv) sich auf die Form 
reduciren liisst : 
Mathematische Amnalen 1 8 
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a, uz (abu)* (edu) (ede) e% dy (bev) 
= 4a, u? (abu)? (beu) (ede) dy ex {C2 (edu) — d, (cen) } 
= $a, u? (abu)* (dew) (ede) dy ex {Uz (ede) — tz (deu)\ . 


Das erste Glied dieser Summe hat den Factor ,, das zweite den 


Werth: 
— b erd,¢, (ede) . uza, (abu)? { (ben) (den) — (hd) (ceu) — (ben) (dew) \ 
= 0. Id. I. 
4. Ay Ay Up {ay Uy — Uy, ae} 2 


Das zweite Glied ist durch Formen niederen Grades ausdriickbar ; 
um das erste zu reduciren, gehe ich von der Form (Tafel XVI.) 
aus: 


Us My AZ = Cu} . dy by (abu)? + C, uz uz + Cy ate . ud ay by (abuy* 
und folgere daraus die Gleichung: 
UF, Ay Ax UM u? = C, ud. u? a by (abu)? + C, ua? uz a? 
+40, {u? U2 Os by (abu)? + at, . 02 acu? by (abu)?} ° 
5. us a? dz (ptr) hat den Factor 7’. (Tafel XII.) 
8. us a? (au, — % a,) hat den Factor 7’. (Tafel XII.) 
9. ui a, a? (ptr) hat den Factor 7’. (Tafel XII.) 


Tafel XX VI. 
Uz Uz a, az (str). 
1. wu? we, a, a2 b2 Sb, a — Us b,\ : 
2. wu? a, by a2 b3 (stax) . 
3. uu? um a by (abu)? (sta) . 
4. u? a bra, bz (abu) (str) = 0. 
5. 2 a, ay a% by (stax): 0? uz bz (str) « 


6. wu? a, a, (abu)? Jb, u,— u, bs. 
t 1 (a ) {), t 3 rg 


“ 


Zur Reduction dieser Form bedarf ich einer Hiilfsformel, welche 
ich mir durch folgende, schon oben gemachte Betrachtung ableiten 
will. Da ich mich hier nimlich mit der Untersuchung der Formen 
10’ Ordnung beschiiftige, so kann ich die Annahme machen, dass 
alle Formen niederer Ordnung ganze Functionen der # seien. Diese 
Annahme, auf die Formen wu, # (stx)* und (str)? angewandt, zeigt, 
dass zwei Formeln folgender Form existiren miissen: 

us u (ste)? = C,S. a,b, (abu? + C,T. 3 
(stz)> = 0. 
Hieraus sieht man, dass jede Form, welche zwei Factoren der Form 
(stz) hat, in die Form Sg + Tw gebracht, also auf niedere Systeme 
reducirt werden kann. 

Die Form: 

Us % (abu)? {b, U, — Us b,\ {a; Uy — Us a\ 
= u, &% (abu)? {as be uz + ay by u? ~— 2 ay by UM, uy h 


-~l 


Ste go 


a 
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lisst sich also auf niedere Formen zuriickfiihren und somit 
auch die hier behandelte Form: «? u? (abu)? a,b. 

U2? by ay dy (abu) {b, Ul; — Us b.\ ‘ 

Das zweite Glied ist ein Product von Formen niederer Ordnung, 
das erstere entsteht aus: «? b, u? b,b, durch eine niedere Com- 
bination. 

D2 ty Ay Ae (abu) (star). : b2 u? by (stv) . 

b? by a, az (st) : b2 by um (ste). 


Tafel XXVIL. 


ab a2 ay by (str) . 


a2 b2 a? a, db; c2 Le, a — Us er) 2 

a2 b2 ats Cy ay b; (st) 2. 

Aus der Gleichung a} ¢, ci = (cau)? ¢, a, (Tafel IV.) folgt, dass 
a2 D2 uy ey de by (stv) C2 = a2 D2 ce ay (can) a by { C2 Ol, — Oy C; \ ‘ 


Ferner kénnen wir aus der Annahme, dass alle Formen 8" Ord- 
nung ganze Functionen der @ sind, die Identitit folgern: 

u? a az = C, S?ui+ C, Ta, bz (abu)? + C, S a, uz az, 
welche zeigt, dass jede Form, die den Factor «, besitzt, mit- 
hin auch unser erstes Glied, in die Form Sq + 7'y gebracht, 
also auf niedere Formen reducirt werden kann. Das zweite 
Glied unseres Ausdrucks hat den Werth: 

a2 q (qaw), ist also eine Form @. 
az Cy (ben)? uz ay by (star). 2 ey (dew)? uz uy by (star) . 
az by (dew) Cy Us Cy Ae by (St)4 2 Dy (DEW) Cy Us Cy Uy by (star) . 
3% OF Cy C2 ay by (st)y. : bE ey CF Uy by (star) . 
tz (acu) (dew)? us ay by (star). 2 Cx (ben)? uz uy by (str) . 
az (beu)* us e, dy by (sta). : (dew)? uy €, ue by (stax) . 
az by (bew) €} ay by (sta) 2 by (ben) EF uy by; (stax) . 


Tafel XXVIII. 
uz? up ay by (stv) (abu)? . 


U2 Up dy Dy (abu)? Jus c — & wd C2. 


: / 
U2 ay, a (stax) by c% (abu) (abe) 
=4 u2 um, a bz Cx (abc) (stx) 


1 Cy (abu) — b, (acu) \ 
= buz mu a be Cy (abe) (stv) 


Ux (abe) — az (beu) | « 38.4. 
Das erste Glied hat den Factor u,, das zweite den Werth: 
\ 


om cm, 


—1u? uw, dy by Cy (abe) (stax) {a, (beu) — by (aen) — & (ban) 


= —1u? u? (str) . dz by Cy (abc). Id. 1. 


Uz My Ay Cx (ben) (abu)? {us Cy — Cy ur) } 


2 


== U2. Uy Ae Ce & (ben) (abu)? — uz uz ay, e, (bew) (abu) {tts (abe) 


+ b, (acu) — ag (ben)} ; 


8* 
































0 


> m oo do 
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Die ersten beiden Glieder haben den Factor u?; ebenso liisst sich 
das dritte Glied leicht in die Form bringen: 
— tu} u? (str) . (ben) (abu) (aen) (dae) . 
Etwas schwieriger ist die Reduction der Form 
U? U7 My As Ce (ben)? (abu) ; 
um sie zu bewerkstelligen, gehe ich von der Identitit aus 
(Tafel XII): _ 


7 © Ss 
2 2 2 i ae ‘ 
2 uy aay = 3 Uy -- Us Us, (s, So x) 3 Ay b, (abu)? ; 


mittelst deren diese Form auf die folgende reducirt wird: 
u? Us Us, (SS, Sy) Cy (dew)? [s, s, (di)| 

=} UsUs Us (SS, $,).Cx (ben)? fat, $1 Sy (bu) |—us. [ss, (be) |— us |s,s(bee)| 
=Q. Id. I. 
u? ec, am b, (abu)* ez {us Cp — Cs ue} ‘ 
Das erste Glied hat den Factor w3, das zweite entsteht aus der 

Form: uw? ¢ a; a2 G- € % durch eine niedere Combination. 

’ 


C2 tt, Ay Dy Cy (stv) (abu)? 4 2 62 We Oe Ce (star) a2. 


s 


uz ue a, (ben) (abu)? { Cy Uy — Us Cr} - 


Das zweite Glied hat den Factor «3, das erste entsteht aus der 
Form: wu? ¢ a; ¢, a2 ¢ 4, durch eine niedere Combination. 
2 ut, a (bow) (stax) (abuy?s 2 €2 ty de Cy (star) az. 


CFC, Oy by (sta) (abu)?s + €2 &% a (str) az. 
. Tafel XXIX. 
qe a (qau) = az bie, a? (cau) ah G. 


qi a az (gan) (gan) 
= 14! a, a, fue (qaa)* + 2 us qx (gan) (aaw) — gq? (aan)? 
| + az (qau)* + a2 (qau)?. Id. 1. 
qz a az (qaa). 
az b?2 ce, (dan)? d, (can) a, by G4 2 D3 € (dan) d, (can) hy Ge mH. 
az 2 cy dy Gy (ead) ay by &% (daw), 2 02 ez dy (ead) Oy Ik em (dan). 
az b2 (edu) (dean)? (cow) a, by G4 2 bE (edu) (cen) (dew)? a by & . 
az bz ez (dan)* (cad) a, by 4 2 b2 €, (dan)* (cad) am by eG. 


Tafel XXX. 
a az qi (aaq). 
a, 0 gb? (aagq) (abu) = fab, (abu) aig {h. (aaq)— a, (baq) \ 

1 a, b, (abu) ec: gz { @2(abq) es qx(aba)'. Id. 1. 
az (baw)? b, g& (aaq)+ : (ban)? b, q? (gan). 
az az (qhu)® q? (aaq)4 : «3 qi (gan) (qb). 
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Tafel XXXI. 

uz uz up (stp). 
2. ui uz up a2 a, (stp) 

Mittelst der Identitiit (Tafel XVI.) 
Up Ap A; = C, U2 . ay by (abu)? + C, uz uz + Cy te u? as by (abu)? 
erhalten wir die Gleichung: 
5 uz uz uj, a3 ay (stp) = 

— 3 yak uz uz ue " (s8,4) - a,b, (abu)? + 2 C, us . UU? Arb, (abu) [ab (st)] 
+C, Up uu? (str) +322 ue Uru? (stt;)}-+-C;{ uz asb,(abu)*.u2u? (str) } 
42u, " ut - us ds by (abu) [ab (st)| a? u? Uy As b, (abu)? (sts,)* ‘ 


5. a? a, uz uz (spt) hat den Factor S. (Tafel IV.) 
9. a? a, u up (spt) hat den Factor S. (Tafel TV.) 


Es ist somit der Nachweis gefiihrt, dass alle Formen, welche zu 
den Formen # eigentlich gehéren, ganze Functionen derselben sind; 
hierbei hat es sich herausgestellt, dass es fiir jede Form # Modular- 
systeme giebt, deren entsprechende Combinationen auf @ nicht an- 
wendbar sind. 

Combinationen, welche diesen Modularsystemen entsprechen, wende 
ich auf die Produkte H = @ w/o“ an und lasse von den so entstehen- 
den Formen alle auf friihere Formen reducirbare weg; die Modular- 
systeme, deren cntsprechende Combinationen die dann iibrig bleibenden 
Formen erzeugen, sind die zu @ gehérigen Systeme. Um dieselben 
zu erhalten, werde ich, analog den friiheren Tafeln, Supplementar- 
tafeln bilden und in jeder derselben die Modularsysteme verwenden, 
die sich bei der Tafel fiir die # selbst nicht vorfinden. Selbstverstiind- 
lich lasse ich hierbei diejenigen 4 Formen weg, auf die sich fiir alle 
Modularsysteme Combinationen anwenden liessen, so dass es nur 27 
Supplementartafeln giebt. 


Supplementartafel I. ‘ 
a’ ur ok. 
2. a . ur! ot b, b? ‘ 
4. a (abu) wr! oe b, bs ° b, i ot. 
5. a. ur ot b? b.. 
7. a, (abu)? wr! oe b : Bb ur ge. 
8. a2 (abu) w* of a > hb? a? oe. 
9. a>. urs Bb ge. 


Zu f gehdrt mithin kein Modularsystem. 
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Supplementartafel IT. 
a, b, (abu)? ux ot . 
6. (acu) (bew) (abu)? ur et! (ger) 
= 4u* ot '(abu)(beu)(acw) { (abu)(ocu) — (ebu)(gaw) —(acw)( obu ) 
== 0 4 Id. I. 
9, a, b. (abe)? ur—l ox Coy? b. (ben)? uv! eke. 


Zu a,b, (abu) gehért kein Modularsystem. 


Supplementartafel ILI. 
. ue. ur oe, 
1. a? u” ot! (oan). 
4. wa. u® ot! (gan) a,. 
6. uw. uk ot (gan). 
7. @ au" ot? (gan). 
Mittelst der Formel (‘Tafel V.): 
ao, (acu)? = ue a, a — ; ue 
liisst sich diese Form auf die Form (aaw)? ut e-* (agu) (eeu) 
zuriickfiihren, welche aus der Form «? u” @“—' (gaw) durch eine 
niedere Combination entsteht. 
8. wa uy ot! (gau) hat den Factor S. (Tafel 1V.) 
Zu der Form u® gehért das vierte Modularsystem. 
Supplementartafel IV. 
; a. oh ur = a,b,c, (abe) ot wu. 
2. aw. geur'ai a. 
4. a? (aaw) of wtaia,. 
5. i aw iaa.. 
7. a, (bdw) (edu) (abe)? . ew d, » 


8. a, b. (edu) (abe)? of ur? Oy : b. (edu) (bew)? . en wr a. 


: (bdu) (edu) (beu)? . en we'd. 
9. a. gt ura’. 
z oo o 0 


Zu der Form a? gehort das vierte Modularsystem. 


Supplementartafel V. 


2 g2 ft og? 
a® a? (aau) . o% uw. 


5 2 w2 fe ggv -1 . 2 a 
5. a? a2 (aab). et we! db, 6. : a (baw) . o 


wibb. 
o o x 


8. az a, (bau) (anb) . ot wtb, : a, (baw)? ox uxt b,. 


C S of a 2. ee ; v—2 J2 
9. a a (aab) ot us? b , : a2 (ban) ox ur? be . 


Zu der Form a? a? (aww) gehért kein System. 
22 ‘ 
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Supplementartafel VI. 
2 2 v 
wea, a, . oft wee 
uw a, (abu) (gbu) et! ur. 
Pa,az. eeu! bo 4. > Bu, ot ur Db, 


Zu der Form wv a, a2 gehoért das sechste System. 


Supplementartafel VIL. 


6 uu v 
Ww, Ob Uy: 


0 
6 2 ge—-1 av 
wr. (gaw) ay oh" ur. 
1 


o Mt { v 
ua, @, Of (gam) wu”. 


Aus der Formel (Tafel XVI): 
5 ade v 3 2 y 2 3 Y 2 \2 
us a, a = C, uw. a, b, (abu)? + C, ww + Cu wa, b, (abu) 


folgt die Gleichung: 
ue a, a, (ag) oX-t uy = C, uh. a, (bow) (abu)? gat uy 
+40, u,.w a, (bow) (abu)? ot! wr... 
ut : ee ur. 
ua, OM =u” (oaw)? =o" uw? Cru. (agu)(beu)(abu)?.... (Gleichung A.) 


L g2 ge—!1 a : 

ws, a, oh" ur (Qau) . 

Zur Untersuchung dieser Form, deren Ordnung grésser als 5 ist, 
machen wir die niimliche Annahme, wie friiher, dass niimlich 
alle Formen bis zur 5° Ordnung ganze Functionen der @ seien; 
nach derselben muss wi a? a, in der Form enthalten sein: 

£ 72 — Y 3 ’ 2 2 
eaa, = C, u, wv + C, wv a, b, (abu) 
und somit die Relation stattfinden: 
4 72 1 »,¥ y 2 i \2 ge—l ay” 
ws a (oan) ot uw = C, 2 a, (bow) (abu)? out ur ..., 
welche letztere Form aus 1? a,9"a2u’ durch eine niedere Com- 
bination entsteht. 


Supplemei itartafel VIII. 


oab02U.g@u’. 
s s s x“ x od a 


2 22 ¢ Mn v—1 . » h2 & HM yr-l ¢ 
a, b. cae Lb? Cc, 0k, wt tu, b, C, b c, ok ur 


abc. a? b_ (beu) of we ¢ 
$s 8s 8 & 2&@ ae o 


— 


. a (he u v—l1 pn 
a 2 Ub, 6, b, (be) ef us! c,. 
a 2 3,2 fe v—2 2 ° 5 2 gt yr—2 2 
ca, b, a2 WP. ok ur 4 tu, b,c, b2 queue. 


Zu der Form wu, a, b, a2 b2 gehért kein Modularsystem. 
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Supplementartafel IX. 
wa b, (abu)? . eX ur. 


3. wa, (bew) (abu)? €, (geu) ot" wr. 


~_ 


: nos) 2 (ocu)? of? ut 
. a a. (ben) (abu)? (eeu)? ex? ur. 


7. uw a, (ben) (abu) (abe) (gen) et! ur 


— ee ee % Pili oe Se ' 
= } 0? (bew) (abu) (abe) ott aw’ {a, (oci) e, (gan) } 
1 2 2 2 1 ay? . _ Or 
= $ u? (bew) (abu) (abe) ex—' ur {@, (acu) — u, (ace) Id. I. 
bul Qt! ugg, 0 — Jud. u? @, ott ur =O. 
i i 


Zu der Form v? a, b, (abu)? gehoren das dritte und das sechste System. 


Supplementartafel X. 
3 ny , 
Uw . or Us = 
- u?. (ga) om tora’. 
3 ‘ \2 nlt—2 av 
o UW. (oau oe" ws a. 
4. a,u? . (aw) ok? wv a,. 


) 3 { 3 gu—3 y¥ 
6. we. (gan) of ur. 


7. a,u?. (gan)? eX? ur. 
8. a? u, (gan) ot! ur hat den Factor 7’. (Tafel XI], Form 8.) 
Zu der Form u} gehoren das vierte und das siebente Modularsystem. 
Supplementartafel XI. 
TP b. a b. c (dew) . on ur. 
* 
9. d a, b. a b. ce (bed) o% u A di 4? d. uw. b. b. oad (bed) oe“ ur! a. 
Zu der Form wu, a,b, a2 b, & (bew) gehért kein System. 
Supplementartafel XII. 
wae (abu)? (ber) ov uw. 
9. ww as (edu)? (abu)? (bew) et! (od) ux 


~ 
_ 


— 2 (edu)? (abu)? (bew) et! u® {a, (edu) + d. (agu)} 
\ 
f 


~ 
= 


ve Ne 


: (edu)? (abu)? (ben) ek" ux fo, (adu) — uw, (adg) 
Zu der Form wu? a, & (abu)? (beu) gehért kein System. 


Supplementartafel XIII. 
uP a, a2. OX Ur. 

6. u? a, (abu)? (obw) on! ur. 
9 Ba, a ot wtb 


- J a av—l 
2 UF u, oh ut 


Zu der Form uv? a, a2 gehért das sechste System. 


a* 
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Supplementartafel XIV. 


2 4,5 7102 ay 
ur uw (spx) . of wu”. 


2 24,5 J oo \ ov—! a 
o Wu 1a, 4, u, a} a, (gau) of" ur. 
6. we lau —u a. (ean) ot? uw’. 
s oie Pp s pf ( Ss C', o 
7 2 1 f — 7 u—l gv 
(.. #@eta ia ua au) @! ee” 
s p prs Pp s ps \@ ) e;, 6 


Der zweite Theil hat den Factor w*, der erste Theil ninmt mit- 
telst der Formel (Tafel XVI.) 


yy 8S oe Y 3 \2 Y 2 443 Y 2 2 
wa, a = Cu}. a,b, (abu) + C, wu + Cu, a,b, (abu) 
die Form an: 
C, u® 08 a, (ghu) (abu)? ot! ue + § C, v8. v8 a, (gbu) (abu)? eu... 
:, ‘ y @: 3. U, a, \ : 


Zu der Form w w> (spx) gehirt kein System. 
s p / 


Supplementartafel XV. 


2 f2 ay hs 
a,b,u,a2 be. gh ur. 


ix . 2 Bh? am vl ap 2 ° " 2 ou vm—lp " 

5. a,b,¢,a2 2 et w-le. e, ra b,c, b? ov wl cc, 

~ ie apg ) Ma v—lap . 2 ‘hy fe v—lar 
8. abe, ah (ben) ot ur Coa 2 U, b,¢, b. (bew) ok ure 
q) 5 2 f,2 ft gg¥—2 v2 . » J2 _tt ap¥—2 2 

ibs a, b, C, a, b* ‘ e. U, C + °* uw, b, C, b* O , C5 id 


Zu der Form a,b, u,a@ b® gehért kein System. 


Supplementartafel XVI. 
a, ur b. (abu)? oN Ue 
3. au (abu)? (ber) c, oft 1 (ocw) Ww. 
2 2 5 3 a 2 v 
6. a, ue (abu)? (bew) ot? (ecu)? ur. 
7. a, u2 (dew) (abu) (abe) (gew) eX" ur 
3 


2 (he ‘ 1 yv dl ) 
u? (bew) (abu) (abe) of! ur fa, (ocw) ¢, (gan) 


\ 
f 
= 4 uw? (bew) (abu) (abe) et! ut ‘9, (acu) — u, (ace)} 


Zu der Form a, wu? b, (abu)? gehéren das dritte und das sechste 
System. 


Supplementartafel XVII. 
a, b, u, a2 b. c (dew) . ot ur. 


C 2 J2 72 a ft g,¥—1 . 2 72 a fe gg? 
9. a,b, d, a? b? ce (bed) . ot ur d, 4, : u,b, d, b2 & (bed) gt us d, . 


r r) ) 9 . == — os 
Zu der Form a, b, u, a2 b, & (bew) gehort kein System. 
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Supplementartafel XVII. 


uu ’ _— 2 },2 72 7 le , 
b f = b 
C,. u, . ” a. b? C. a, b, C, C.. u, . 
9 6 av—-l ep 72 
“a. q. 6. €. 
| pe Ce, u, x 


a 


4. &@ he (edu) abe ofw-'dd :b2« (edu)u be ofwu'tdd 
Zs sz 32 t , ee a 6 s @* t ie eee 0 


r+ o “s° 
5. g§.qeur aa... 
7. a Be, (edu) a,b, 6, owe? BB 4: b? c, (edu) u,b, 6, ef we? a2. 
8. a? b2 (edu) a,b, 6, oe we d, 43 b? (edu? u,b, ¢, o¢ we'd, 
9. gf. gaew a. 
Zu der Form qg* gehért kein Modularsystem. 
Supplementartafel XIX. 
a,u? & (abu)? (beu) . ef we. 
6. a, u? (edu)? (abu)? (bew) (adi) ou—! ut 
5 uy (edu)? (abu)? (ben) ee! us fa, (edu) — d, (gau)} 
fu? (edu)? (abu)? (ber) on! wr { 9, (adw) u, (adg)\ ; | 


Zu der Form a, u? c (abu) (bew) gehdrt kein System. 


Supplementartafel XX. 


2 a2 of u ’ 
ue we (str) on uw". 


» or 
: ie 2 f ’ Ya ’ 

», Uw 1 4, us, uw ys a, OF uw, (@au). 
6 2 a2 f , L ge-2 yr 2 

» Ue we 1 U, uw. Gy oe" wu, (ga). 
7 2 f a ’ ut v 

(. a Ue 1% Uy a+ OO Uy (odau). 


Der erste Theil hat den Factor u*, der zweite geht durch die For- 


> 
mel (Tafel XII.): 








ro S . 
i a 2 1 » © »\2 2 
a, a, = 6 uw -{- 5 u, w, (S, Sy ¥) 6 a, b. (abu) 
in den Ausdruck iiber: 
S 
1 2 > e o\ f \ fe—Layv 2 2 gt—1 py 
buf ut, we, (5,525) 10, #, —%, @, fF OF MS — @ ua (bew) (abu)row—tar .... 


‘ 2 
Der zweite Theil hat den Factor S, der erste und zweite ver- 
schwindet. 


Zu der Form vw? (stx) gehért kein System. 


Supplementartafel XXI. | 
ae y. (aque) ot ur. ! 
5. «2 f (agh) b, et we! b, 4?¢ (bqu) b, oh wet b, 
8. a? q' (qbu) (agb) eX we" bo 4. : qt (qhu)? ot we! b, 
9. «2 @ (qab) of ur-* Fs :¢ (qbu) ot ur = e . 


Zu der Form a? ¢ (aqu) gehért kein System. 
x tx J d - 







6 
; 

5. 

8. 

9. 
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Supplementartafel XXII. 


5 gy2 ») “ay? 
u> ut (ptr) ok uf . 


uw) ue a, (a, t,— u, a,\ ox (gaw) ur. 
5 a2 Jf — L ot 2 ay 
wi ut fa, u,— u, a, of (gau)? wr. 
i 2 fs . \ al ) y 
wa, Us 1t, % U, a7 Of (oau) wr. 


Der erste Theil hat den Factor u3, der zweite geht durch die For- 
mel (Tafel XVI.): 
5 . — sf oe 2. Y 93 oS Y 2 \2 
wa, a = C, wa, b, (abu? + C, 2 ud + C, uw, a, b, w& (abu) 
in folgenden Ausdruck iiber: 


» 


Y »3 2 i \2 u—1 yyv 1! 93 ‘ 2 2aee—l ay? 
8 a, uw (gbu) (abu)? ot! ur + $C, ub. (gan) b, u% (abu)ront ur... 


~ 


Zu der Form wu? uf (ptr) gehort kein System. 


Supplementartafel XXIII. 
ae b Th a, b, (stax) of ur. 
«bh? a,b, (stx) owe . : Pe u,b, (str) of wl e,. 


a+ 
Zu der Form ae be u? a, b, (stw) gehért kein System. 


¥ . r r r 
Supplementartafel XXIV. 
2 ty) ( 2 oe ay 
Uru, a, b. (star) (abu) ov u. 
Z uaa if \2 Jp a a ia) ttl ose 
uu, a, (ben) (abu) io, Ue, (gc) ot wr. 
Da wir hier die eine Form héherer Ordnung untersuchen, so ist 
die Annahme gestattet, dass die Form 5' Ordnung 
2 ee: \2 fp in i 
u? uw, a, (bew) (abu) {c, u, — U, 6} ¢, 
eine ganze Function der # sei. Demgemiiss muss sie sich in 
folgende Gestalt bringen lassen: 


— (1 SV y29)5 (ony Y og3 2 2 ( cher: 
= C, Sulu’ (spr) +C, u, U2 u? (str) 


2 . ae Ye 
uu, a, (bew) (abu) {c,u,—u,c,} 6, 


und wir erhalten die Formel: 


2 Th 2 fa iA 2 \ 77h e—lyy — 
ww, a, (bew) (abu) {c, &, — Ut, 6, (ocu) oh ury = 
Y QO 4,2 5 f L pul yy Y ag3 gy2 ag? § L gully 
C,Sut.u> {u,9,—o,t, } of ur + ( gle UL Uy 1M, O,— 0, F OL TUS . 


Zu der Form 1? u, a, b, (stv) (abu)? gehort kein System. 


Supplementartafel XXYV. 
a 7 (aqu) of uy == «, b, C, ae b? C, a? (cor) ot ur. 


’ 22 (ae uy,v—1 __, 2 27 (a ry ae | 2 
a,b, ¢,d,a® bc. (cad) ov u d, a tu, b, c, d, 2 C. (cad) ot! u? da. 


» a2 2 (eda (ee Mt gyv—1 2 . » (eda) h2 (ea 2 pi yyv-l 
a,b, 6,02 b2 (edu) (cad) ok" do, : u,b, c, (edu) D? (cad) a ohur—'d,. 
onthe ne a2le HM agv—2 (f2 . ’ 227 a2 (rad) of 4-2 (2 
a,b ,c,a2.b? 6, cc (cad) oh ur Uo 4. ube, abe 2 (cad) ouur—? 2. 


y . \ 2 5 y vat Go 0} Qiwrotp: 
Zu der Form a? g° (aqu) gehdrt kein System. 
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Supplementartafel XXVI., 
3 2 7d rt 7 “ 

a a g® (aaq) . ue ot. 


9 2 2 5 v—1 ‘ 2 
2. a? a? ¢° (ang). ur—* ot b, . 


1. a? 2 g' (bqu) (aq) bb, we! ot , 2 ae q (bqu) (aqu) bb, ure? ot. i 
Do. « 2 g (aaq) .b, b? w-* ot. 
¥ a® 02 q (aaq) (bqu)? b, uy! on ' a® q? (qau) (bqu)? b, ur! on, 
8. a? o® q' (aaq) (bqu) b2 wr-* ox ,? a? q' (qan) (bqu) uw? on. 
2. a? a ¢? (ang). ur ot U8. 
Zu der Form a? e® q (aeq) gehdrt kein System. 
Supplementartafel XX VII. 
ue ue Ww (stp) ot uw’. 
1. a? 0? ue (stp) . (gan) ow a2. 
3. we u® (stp) . (gan)? o#—-? uw” a. i 
4. ww us a, (stp) (gan) of! wa... 
Diese Form geht durch die Formel (Tafel XVI.): 
wa, « @#==C,u. a, b. (abu)? +- Cie. us + Cu, wa, b, (abu)? 
in die folgende iiber: 
- io u2 (agu) b. (abu) fa, b,— b. ut out ur us | 
+ C, ww fo,u, -- u, Q,) ont un ue 
-+ 3 Wu? (str). a, (abu)? (obu) of! ur 
+ wah, (abu)? . we uF fo, uw, —- U,@,) ox! ue 
+2u,.08u? u, (sts,) (gar) b, (abu)? ou! ur 
+ 2u,.wu? u (oan) b, (abu) {a,b,— ba} ota’. 
6. wu? uw (stp) . (gan) on ur. 
a ue ut a, (stp) . (gar)? ot? uw. 
Durch die eben benutzte Formel (A) geht diese Form in die fol- 
gende iiber: 
2C, vu. we (agu) (bew) (abu) (a,b, -— boa) ot? we 
5 e* Cee / S y ee os x a | 
\ 


Cc , ‘ 

3 § 4,2 i] 2 (fh 2 _,2 f - \ u—2 vf 

-+ ( ao ) ea ( i ( 0! ut eee 
10 ) M ‘ ( uw) ( Qu) - t 19s t, é s 0; Or. o\ 


; 2 2 a (8 —1 ‘ , ‘actor S Tafe f 
8. a? uf ue (stp) . (gar) okt wy hat den Factor S. (Tafel IV.) 
Zu der Form wu? uf u> (stp) gehdrt kein System. 
Die in den Supplementartafelu gefundenen Resultate lassen sich 
in folgende Siitze zusammenfassen : . 





Ueber terniire Formen dritten Grades. 


1. Das dritte Modularsystem gehért zu den Formen: 
uz a,b, (abu)? und a, u? (abu)? b,, 
2. das vierte zu den Formen: 
Us , UP , Gz, 
f 3. das sechste zu den Formen: 
u? dy Dy (abu)? , ur a,az , ue um az , a uz by (abu)? , 
4. das siebente zu der Form: 
uz. 
Man muss nun aus denjenigen Formen #, zu denen ein Modular- 
system gehdrt, solche Produkte 6 bilden, dass es 
1) Combinationen giebt, welche auf 6 anwendbar sind und dem 
System entsprechen ; 
2) keine dem System entsprechende Combinationen giebt, welche 
auf einen Factor (resp. das Produkt mehrerer Factoren) von 
6 angewandt werden kénnen. 
Diese Produkte sind die zu dem Modularsystem gehérenden Pro- 
i dukte der Formen #. 
Dem dritten Modularsystem entsprechen die Produkte: 
1. uz? as by (abu)*® . us a, by (abu)? , 
2. uz ds by (abu) . uz? a, by (abu)?, 
3B. Up dp by (abu)* . u? a by (abuy? 


| dem vierten die Produkte: 
«as. 


2. we. as; 


dem sechsten die Produkte: 
lL. 2 ay Dy (abu)? . u2 ay by (abu)? . 2 a, by (abu) , 
2. wu? ay by (abu)? . 2 ay be (abu)? . uz ay by (abu)? , 
3. Uz a, by (abu). uz ay by (abu)? . u? a by (abuy*, 
4, uz ay by (abu)? . u? ay by (abu)? . u? a by (abu)? , 
5. au? as a2 . U2? ds by (abu)?, 
6. uu? a, az. uz a by (abu)?, 
1. 2&2. « @ &, 
8. uz a az. UZ as by (abu)? , 
9. uz a, az. Ur & by (abu), 
10. «2 a, a2 .u? a, a2, 

\ ll. «0? a, a2 . uf a a2. 


Der letzte Theil der Untersuchung besteht darin, dass ich zeigen 
will, dass man fiir jedes Modularsystem entsprechende Combinationen 
auf die zu ihm gehérigen Produkte der Art anwenden kann, dass die 
so entstehenden Formen ganze Functionen der @ sind. 

Bezeichne ich die Formen a, b, «2 (abu)? und a, b, uz (abu)? kurz 
dureh /, und m,, so muss also noch nachgewiesen werden, dass sich 

















. 
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die folgenden Formen durch die # ausdriicken oder sich auf friihere 
Formen zuriickfiihren lassen. 


1. a, (alu)*, 9. (amu), 

2. a, (alu) (amu), 10. a? a, (abu)? (ala) , 

5. ad, (amu), 11. a2 a, (abu)? (ame) , 

4. a, a, Uf a (aan), 2. wu? a, (acu)? us b, (ben) b,, 
5. ay Gy UF a2 (aan) , 13. u? a, (abu)? (alu) , 

6. (alu), 14. u? a, (abu)? (amu) , 

7. (alu)? (amu) , 15. uw? a, (acu)? u? by (ben) be, 
8. (alu) (amu)? , 16. a? a, (acu)? u? by (ben) b, . 


i 
Ich beginne mit der Reduction der Form a, «2 a, u? (aan), welche 
aus dem Produkt @? «4? durch eine dem vierten Modularsystem ent- 
sprechende Combination entsteht; um sie zu bewerkstelligen, benutze ich 


die Identitit (Tafel V.): 


s ‘ ‘i 2 
(ly A, (dau)? = Uy a, Az — Pr Uz y 
“ ) 
aus der man die Formel ableiten kann: 
yt, (Aa (Sx)) (aan) U2 = uy, (SSH) az UZ a, -—- — U2 My (Sax), 
. / " * i ¢ i 6 
My, a2 A, (Man) US = Az ay, a, (aan) UZ + Ms Us ae Us (s, sa). 


Die beiden Formen der rechten Seite gehen durch niedere Combina- 
tionen aus den Formen @? a, wu? und u; u? (ss, a”) hervor. 
In gleicher Weise kann man die Identitit bilden: 

Ay 02 My (aan) uz = az a, a (aan) uz - wu U2? az a (tsx), 
welche lehrt, dass sich die Form a, a? a, (aau) u? aut zwei FKormen 
reduciren liisgt, die mittelst niederer Combinationen aus den Formen 
a2 «, u? und u? wu? (stax) entstehen. 

Die Formen: 

12. u? a, (acu)? Ts by (ben) b,, 

1D. uz a, (acu)? u? b (bew) b., 

16. u? a, (acu)? ui. by (ben) db, 
welche hier aus den Produkten der Formen a? a, a2 und a? a, a2 durch 
Combinationen entstanden sind, die dem sechsten Modularsystem ent- 
sprechen, entstehen zugleich aus den Formen: 

uz a, (acu)® Cy. UB, 

uz a, (acu)? Cy . Ue, 

u? ay (acu)* ey . ue 
durch niedere Combinationen. 

Die iibrigen 11 Formen, welche noch durch die Formen @ aus- 
gedriickt werden sollen, lassen sich aus den beiden Ausdriicken: 
ay (alu) (agu) und a, (amu) (agu) 

dadurch ableiten, dass man in denselben die Symbole y und @ passend 
ersetzt und dann mit passenden Symbolen multiplicirt. Anstatt sie 
einzeln umzuformen, will ich daher diese beiden Ausdriicke transfor- 
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miren, da dadurch alle 11 Formen zu gleicher Zeit auf einfachere For- 
men zuriickgefiihrt werden. 

Die Form a, (al) (agu) geht, wenn man fiir / seinen Werth setzt, 
in die folgende iiber: 

Cy ds (bew) u2 (abu)? (cou) 
== ¢, (bew) uz (abu)? {Cs (agu) — @, (acu) + us( ace) } Id. I. 
= ¢, ¢, (bew) u? (abu)* (agu) — uz @, . y (beu) (abu)? (acu) 
+ uz . ¢, (ben) (abu) (ac) . 
Da nun: 
Cy « (abu)? (acu ) (Dew) = 4 (abu) (acu) (beu) { ¢y (abu) — b,(aen) + ay (ben) | 
= tu, u3 Id. I. 
ist, so gilt die Identitit: 
1. ay (alu) (agu) = ¢, €, u2 (bew) (abu)? (a@u) 
— 2 +) ity . U2 Os ++ eC, (abu)® (bew) (ace) \ hi 
In iihnlicher Weise gelangen wir fiir die Form a, (amu) (a@u) zu der 
lormel: 
2. a, (amu) (agu) = 6, & uz (ben) (abu)? (agen) 
— Lue uy. uz a — uz c, (abu) (ben) (ace) . 

Da hier in diesen Ausdriicken das zweite und das dritte Glied der 
rechten Seite die Factoren u; oder u? besitzen, so lassen sich die For- 
men «a, (alu) (agu) und a, (amu) (agu) auf das je erste Glied ihrer 
Ausdriicke zuriickfiihren. 

Hierdurch kann man die 11 Formen: 


a, (alu)* , uz d, (deu)? (elu) , 
ty (alu) (ama), | dz (amu)? , 

7 (alu)* , (amu)®, 
(alu)? (amu) , | u2 d, (deu)* (ema) , 


(alu) (amu)? , | uz cd, (deu)* (emi) 
uz d, (deu)* (elu), 
anf die folgenden 11 Formen zuriickfiihren: 


lL. ¢y €, uz (ben) (abu)? (alu) , 


2. ty €, U2 (beu) (abu)? (ama) , 

3. (clu) e, uz (ben) (abu)? (ala) , 

4. (emu) c, u2 (bew) (abu)? (ala) , 

5. (emu) c, u2 (beu) (abu)? (amr) , 

6. u? d, (edu) e, u? (bew) (abu)? (adn) , 
%. uz dy (cd) c, uz (bew) (abu)? (ada) , 


8. x uz? (ben) (abu)? (amit) , 

9. (ema) ce u? (be) (abu)* (amu) , 

10. a? d, (edu) & uz? (bew) (abu)? (adu) , 
11. ue dy, (edu) ¢, uz (ben) (abu)? (adi) , 


welche nacheinander durch die # dargestellt werden sollen. 
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Die Form ¢, ¢, u? (ben) (abu)? (alu) geht, wenn man fiir das Sym- 
bol 7 seinen Werth eintriigt, in die folgende iiber: 
Cy €, U2 (ben) (abu)* (adi) us es. (deu)* 
= 4¢,¢, 03 us (abu)? (deu)* (adu) {es (bew) — b. (ecu) } 
= 16, 0,03 us (abu)? (deu)* (adi) fe, (ben) — Us (bee)} , 
I. ez ¢, us (ben) (abu)? (alu) = } Ce Os Cs UF US. ul’ 
— fu}. ec, cu? (abu) (den)? (ade) (bec) . 
In dersefben Weise wird: 
I]. ¢,  u? (ben) (abu)? (ale) = 4 Cx €y GU? U2 . Up 
— fu} . ¢, & u? (abu)? (den)* (adu) (bec). 


6 
Pp 


UP . Cy C uz (abu)? (deu)* (ada) (bec) . 

Durch diese Formeln werden die Formen 1., 2. und 8. durch nie- 
dere Formen ausgedriickt. Ersetzt man in ihnen den Factor ¢, durch 
(clu) oder (emu), so erhilt man Ausdriicke fiir die Formen 3., 4., 
5. und 9. 

Die Formen 6. und 11. iindern ihr Zeichen, wenn man gleichzeitig 
a mit b und ¢ mit d vertauscht, haben also den Werth 0. 

Ks bleibt mithin nur noch die Untersuchung der Formen 7. und 
10. iibrig, welche durch dieselbe Buchstabeniinderung in einander tiber- 
gehen, so dass wir nur eine unter ihnen, etwa: 

uz uz c,d, (edu) (ben) (abu)? (adu) 
zu untersuchen brauchen. Diese Form hat den Werth: 
$ uz uz (edu) (beu) (abu)? (ed (st)) (ade) , 

sie liisst sich leicht auf die Form wu? u? u} (stp) zuriickfiihren. 


nl wl nl 


I. ¢, &; u? (ben) (abu)? (amu) = 4 ee & Ce u? uP .u 


ni 


Diese letztere Form geniigt niimlich der Gleichung: 

uzuz up (pst) = u? uz (abu)? (edu) (ben) {3 (ed (st)) (adu) +4 (edu) (ad (st))} 
= us uz (abu)? (edu) (bew) { (adu) (ed(st))+ 4 (eda)(usde—dau) \ 
es ist daher: 
uz uz (abu)® (edu) (bew) (ad) (ed (st)) 
= u? uz up (stp) + uz . u? (abu)* (edu) (ben) (eda) d, 
— 4 uj; .u? (abu)? (edu) (ben) (eda) d,. 

Demgemiiss ist sowohl von den eigentlich als auch von den un- 
eigentlich zugehérigen Formen der Formen @ gezeigt worden, wie sie 
sich durch die Formen @ darstellen lassen; die Formen @ bilden daher 
ein volles Formensystem ‘iir die cubische Form /. 


Giessen, im October 1868. 


—_--——— 
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Ueber die Doppeltangenten einer ebenen Curve 
vierten Grades. 


Von Dr. Getser in Ziiricn. 


I. 


Die Eigenschaften der 28 Doppeltangenten einer allgemeinen Curve 
vierten Grades lassen sich sehr anschaulich mit den gegenseitigen Be- 
ziehungen der 27 Geraden einer Fliiche dritten Grades in Zusammen- 
hang bringen. 

Sei J’, eine Fliiche dritten Grades ohne Singularitiiten, p ein will- 
kiirlich im Raum angenommener Punkt, so ist der von p aus der F;, 
umschriebene Tangentenkegel vom sechsten Grade. Liegt p auf F’, 
selbst, so besteht der Tangentenkegel aus der doppelt gelegten Tangen- 
tialebene / der /’, in p und aus einem Kegel vierten Grades K,. Sei 
g eine der 27 Geraden der F/’,, so schneidet die durch p und g gelegte 
Kbene e, welche eine Doppeltangentialebene von K, ist, aus F’, neben 
g noch einen Kegelschnitt aus, der mit g zwei Punkte (7,s) gemein 
hat. Werden diese Punkte durch gerade Linien mit p verbunden, so 
erhilt man die beiden Beriihrungskanten von K, mit e. Ausser den 
27 Ebenen ¢ ist auch noch £ eine Doppeltangentialebene von K,; 
ihre beiden Beriihrungskanten sind die Haupttangenten ¢, und ¢, der 
I’, in p. 

Die erste Polare 7’, des Punktes p ist eine Fliche zweiten Grades, 
welche durch die 54 Punkte (7 ,s) geht, und auf welcher die Haupt- 
tangenten ¢, und ¢, ihrer ganzen Ausdehnung nach liegen. Dieselbe 
schneidet /', in einer Raumeurve sechsten Grades C;, welche in p einen 
Doppelpunkt besitzt; verbindet man diesen mit allen Punkten der C, 
durch Geraden, so erhiilt man den Tangentenkegel K,, oder auch: 
die siimmtlichen ‘Tangenten der C, bestimmen mit dem Punkte p die 
siimmtlichen Tangentialebenen von K,. 

Es mag noch bemerkt werden, dass keine der Tangenten C,,, deren 
seriihrungspunkt nicht p ist, diesen Punkt enthalten wird, denn sonst 
wiire diese Tangente eine Gerade der /’,, wiihrend, um die Allgemein- 
heit der Resultate zu wahren, fiir die vorliegende Betrachtung aus- 

Mathematische Annalen I. 9 
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driicklich angenommen werden muss, dass p auf keiner der Geraden 
der Fliiche dritten Grades liege. 

K, und J’, beriihren sich lings der C,, haben also ausser dieser 
Curve, die doppelt gezihlt, d. h. in zwei dicht aufeinander sich folgen- 
den Lagen als Durchschnitt der beiden Fliichen auftritt, keinen weitern 
Punkt gemein. K, und F’, schneiden sich in einer Raumcurve achten 
(irades, welche aus C,, ¢, und ¢, besteht. 

Wenn € eine beliebig im Raume gewahlte Ebene ist, so wird 
dieselbe von K, in einer Curve vierten Grades C, geschnitten, welche 
28 Doppeltangenten hat; denn (wenn die vorhin eingefiihrte Bezeich- 
nung beibehalten wird) es schneiden sich © und die Ebene ec, welche 
durch p und g geht, in einer Geraden g’, welche eine Doppeltangente 
der C, ist. Die zu g’ gehérigen Beriihrungspunkte +’ und s’ ergeben 
sich als die Durchschnitte der Geraden pr und ps mit ©. Schliesslich 
ist auch der Durchschnitt y’ von FL und © eine Doppeltangente, deren 
seriihrungspunkte ¢,’ und ¢,’ die Schnittpunkte von € mit ¢, und ¢, sind. 

© und /’, treffen sich in einer Curve dritten Grades C,, welche 
C, in sechs Punkten beriihrt, denn C, und C, kénnen nur Punkte 
gemein haben, welche gleichzeitig auf J’, und K, liegen, d. h. welche 
sich auf der doppelt gelegten C, befinden. In der That: Sei ) einer 
der sechs Punkte, welche C, und © gemein haben, so ist die Ebene e, 
welche p mit der Tangente der C, in b verbindet, gleichzeitig Tangen- 
tialebene an F’; und K, mit dem Beriihrungspunkte ) und demzufolge 
ist der Schnitt von ¢ mit © gleichzeitig Tangente an C, und C,, also 
beriihren sich diese beiden Curven wirklich in sechs Punkten. Die 
sechs Beriihringspunkte liegen auf C,, demnach auf J’, und also in 
dem Kegelschnitte, welchen © und J’, gemein haben; dieser Kegel- 
schnitt geht ausserdem noch durch ¢,’ und ¢,’. 


Il. 


Dass umgekehrt jede beliebige ebene Curve vierten Grades C, zu 
einer Fiche dritten Grades in die eben auseinandergesetzte Beziehung 
gebracht werden kann, ergibt sich aus den nachfolgenden Entwick- 
lungen: 

Da die allgemeine Curve vierten Grades 28 Doppeltangenten hat, 
so kann man unter denselben eine ganz beliebige auswiihlen und sie 
mit y’ bezeichnen, wiihrend ihre Beriihrungspunkte ¢,’ und ¢,’ heissen 
mégen. Durch ¢,’ und ¢,’ lege man einen beliebigen Kegelschnitt C,, 
so wird derselbe die C, noch in sechs Punkten b, , b, ... b, treffen. 
Der doppelt gedachte Kegelschnitt (,, der als Curve vierten Grades Cy’ 
aufgefasst werden kann, und C, bestimmen ein Curvenbiischel vierten 
(irades, welches die Kigenschaft hat, dass jede Curve vierten Grades 
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die durch 13 von den 16 Schnittpunkten der C, und Cy geht, auch 
noch die drei andern enthilt. Die 16 Grundpunkte des Biischels be- 
stehen aus den Punkten ¢,’, ¢,', b, , b, ...b,;, von denen jeder doppelt 
gezihlt werden muss; oder auch: zu den Punkten ¢,’ , t,’ , b, , b, ... bg, 
die auf C, liegen, nehme man noch jeweilen zu einem von ihnen den 
unendlich benachbarten Punkt auf C,, so dass man Punkte tf,’ , 1,’, 
B, , By ... Bg erhiilt, so sind die ¢’, +’ ,b, 6 die Grundpunkte. Legt 
man also die Gerade y’, welche ¢,’ , t,’ , ¢,’, 7, enthiilt, so kann die- 
selbe mit der Curve dritten Grades C,, welche durch b, ... b; , B; , Bs , By 
geht, zusammengenommen als eine zerfallende Curve C,” des Biischels 
angesehen werden. C,” muss also noch durch B, , 6, , Bs gehen, d. h. 
diese drei Punkte gehéren auch der C, an, da sie offenbar nicht auf 
y’ liegen koénnen. 

Ks ergibt sich demnach der Satz: 

Legt man durch die Beriihrungspunkte einer Doppeltangente der 
allgemeinen Curve vierten Grades einen Kegelschnitt, so trifft dieselbe 
die Curve ausserdem noch in sechs Punkten, in welchen sie von einer 
Curve dritten Grades einfach beriihrt wird. Von diesen sechs Punkten 
kinnen drei willkiirlich angenommen werden, dann sind die drei andern 
sofort bestimmt, indem sie aus C, durch den Kegelschnitt ausgeschnit- 
ten werden, welcher durch die drei ersten geht, und die beiden Beriih- 
rungspunkte der C, mit der angenommenen Doppeltangente enthiilt.*) 


Wenn nun in einer Ebene © drei Curven C, , C, , C, in der soeben 


angegebenen gegenseitigen Lage stehen, so wird von denselben eine 
Kliiche dritten Grades durch folgende Elemente bestimmt: 

1) Man setze fest, dass C’, ihrer ganzen Ausdehnung nach auf 1’, 
liegen soll; ferner: 

2) Durch einen beliebigen Punkt p ausserhalb © lege man eine 
Ebene 7, welche die Gerade y’ enthilt. In dieser Ebene construire 
man irgend eine Curve dritten Grades C,', welche p zum Doppelpunkte 
und die Geraden p?,’ und p?, zu Tangenten in diesem Doppelpunkte 
hat, wiihrend sie zugleich durch die drei Punkte geht, in denen C, 
und y’ sich schueiden. 

3) Man verbinde schliesslich » mit dreien von den sechs Beriih- 
rungspunkten der Curven C, und C,, z. B. mit b, , b,,b,, und be- 
stimme auf jeder dieser Geraden den dem Beriihrungspunkte zuniichst 
gelegenen Punkt, so dass man drei neue Punkte £B,' , 6, , 6, erhilt: 

Dann ist es stets méglich, ein Biischel von Flichen dritten Grades 

zu construiren, welches durch C, , C,’ , B,’ , B.’ , B, geht, da ja diese 


*) Man vergleiche die Abhandlung des Hrn. Hesse: ,,Ueber Determinanten in 
der Geometric“. Crelle’s Journal Bd. 49, pag. 258. 
g* 
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Elemente fiir 18 Punkte zihlen. Die Grundcurve des Biischels enthilt 
die beiden ebenen Curven C, und C;,', also noch eine dritte ebene 
Curve C,,”, welche 8,’ , 8, , B, enthilt, so dass die Flichen des Bii- 
schels sich lings C, beriihren. Dass auch die ersten Polaren des Punk- 
tes p nach diesen Flichen ein Flichenbiischel zweiten Grades bilden, 
und zwar mit einer Grundcurve, die aus C,, pt,’ und pt,’ besteht, ist 
evident. 

Die Tangentenkegel, welche von p aus allen diesen Fliichen drit- 
ten Grades umschrieben sind, bilden ein Biischel von Kegeln mit 16 
Grundkanten, welches dem Biischel der Fliichen projectivisch ist, und 
zwar treffen sie die Ebene © in einem Curvenbiischel vierten Grades 
mit 16 Grundpunkten (es sind diess, wie man sich leicht iiberzeugt, 
die Punkte ¢, t, b, 8), welches auch die gegebene Curve C, enthiilt. 
Dieser Curve C, entspricht also nach bekannten Gesetzen wirklich eine 
Fliche 7, des vorhin definirten Flichenbiischels, d. h. es kann stets 
eine Fliche dritten Grades gefunden werden, welche allen gestellten 
Bedingungen Geniige leistet. Also: 

Kine beliebige Curve vierten Grades in der Ebene kann stets auf- 
gefasst werden als der Durchschnitt des Tangentenkegels, welcher von 
einem Punkte einer Fliiche dritten Grades aus an diese Fliiche gelit, 
mit der Ebene der Curve. 


ill. 


Auch analytisch ergibt sich dieser Satz leicht: 

Man wiihle in der Ebene U der C, cin Coordinatensystem, dessen 
z-Axe eine der Doppeltangenten der C, ist, wiihrend die sonst will- 
kiirlichen beiden andern Axen durch die Beriihrungspunkte derselben 
gehen; die Gleichung der Curve ist dann von der Form: 

2.9;(%,y,4) vy =0, 
wo @, («,y,2) eine homogene Function der drei Veriinderlichen « , y , z 
vom dritten Grade ist. Es sei ferner p ein Punkt, welcher ausserhalb 
U liegt. Durch ihn und die Coordinatenaxen x, y ,z lege man Ebenen 
X,Y,2Z, welche mit U ein Coordinatentetraeder bilden sollen, so 
ist die Fliche 
Fz, = 9,(4,¥y,) + 4uey+4vl2=0 

eine solche, deren Tangentenkegel im Punkte p aus der U-Ebene die 
Curve C, ausschneidet. 


— 


eee ele 
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In Felge der genauen Einsicht, welche man in die gegeuseitige 
Lage der 27 Geraden einer Fliche dritten Grades hat, sind die Fol- 
gerungen, welche man aus diesem Satze ziehen kann, sehr zahlreich. 
Dieselben sollen spiiterhin in einer umfassenderen Darstellung den 
Mathematikern vorgelegt, und mit den Resultaten aus der Theorie der 
Doppeltangenten einer Curve vierten Grades in Zusammenhang gebracht 
werden, welche man den Herren Aronhold, Clebsch, Hesse, Roch, 
Salmon und Steiner verdankt. 

Hier mégen nur zur Erliiuterung einige Beispiele angefiihrt wer- 
den, die zum gréssten Theil auf bekannte Resultate fiihren. 


IV. 


Legt man durch einen beliebigen Punkt p und die siimmtlichen 
Geraden eines Hyperboloides H, Ebenen, so sind dieselben Tangen- 
tialebenen des H, und zugleich Tangentialebenen des von p aus dem 
Hyperboloide umschriebenen T'angentenkegels zweiten Grades. Eine 
heliebige Ebene wird also von den Tangentialebenen des Kegels in 
Tangenten eines und desselben Kegelschnittes getroffen, d. h.: Projicirt 
man beliebig viele Gerade eines Hyperboloids auf einer Kbene, so sind 
die Projectionen Tangenten eines bestimmten Kegelschnittes.*) 

Bekanntlich lassen sich von den 27 Geraden einer Oberfliiche dritten 
Grades 7", in 560 verschiedenen Weisen je sechs zusammenstellen, die 
auf einem Hyperboloide liegen; werden demnach sechs solche Geraden 
von einem Punkte der J’; aus auf eine beliebige Ebene projicirt, so 
werden sie zu sechs Tangenten eines Kegelschnittes. Es ergibt sich 
also unter Beriicksichtigung des in If. bewiesenen Satzes, dass die 
Doppeltangenten einer Curve vierten Grades sich auf verschiedene Weisen 
so gruppiren lassen, dass sechs von ihnen einen Kegelschnitt beriihren. 
Diess ist ein Resultat, welches bereits von den Herren Aronhold 
und Hesse bemerkt worden ist, und letzterer gibt zugleich an, dass 
28 . 36 = 1008 derartige Gruppirungen méglich seien. Dass in der 
That die 360 Kegelschnitte, welche sich unmittelbar ergeben (wenn 
man die mit der C, in Beziehung gesetzte F’; construirt, indem man 
von einer bestimmten der 28 Doppeltangenten ausgeht), nicht die ein- 
zigen sind, welche sechs derselben beriihren, versteht sich von selbst, 
da ja jede der Doppeltangenten als Fundamentaltangente gezihlt wer- 


*) Diess ist nur der speziellste Fall eines allgemeinern Satzes, welcher lautet: 
Projicirt man die siimmtlichen Erzeugenden einer Regelfliiche ne" Grades von einem 
beliebigen Punkte aus auf eine willkiirliche Ebene, so umhiillen die Projectionen 
eine Curve n'*" Klasse. 














134 


Ueber ebene Curven vierten Grades. 


den kann. Man wiirde so eigentlich 28 . 360 Kegelschnitte erhalten, 
aber die Zahl des Herrn Hesse scheint darauf hinzudeuten, dass jeder 
derselben durch 10 verschiedene Constructionen der Hiilfsfliiche dritten 
Grades erzeugt wird. 


Vv. 


Seien 9, , J», J, drei Geraden einer Fliiche dritten Grades F’,, die 
zusammen ein ebenes Dreiseit bilden, sei ferner p ein Punkt der Fliiche, 
so werden, wie in I. auseinandergesetzt worden ist, die Ebenen pg, , 
P92, PGs Ve Fy, ausser in g,g,g, noch resp. in drei Kegelschnitten 
K, , K,, K, treffen. Heissen die Schnittpunkte von g, und K,: 7, und s,, 
von g, und K,: r, und s,, von g, und K,: 7, und s,, so befinden sich 
die sechs Punkte r und s auf der ersten Polaren J’, des Punktes p in 
Bezug auf F’,, zugleich aber gehéren sie der Ebene des Dreiecks gy, 4, 9; 
an, also liegen sie in einem Kegelschnitte K. Die Fliche zweiten 
Grades F', enthilt noch die beiden Haupttangenten ¢, und ¢, der I’, 
in p, also trifft K sowohl ¢, als ¢,. 

Geht man jetzt in der bereits angewendeten Weise von der Fliiche 
dritten Grades J’, zur Curve vierten Grades C, iiber, so erhiilt man 
aus 9g; J, g, drei Doppeltangenten 4,’ , y,' ,g,, der C,, deren Beriih- 
rungspunkte die Projectionen x’ , s’ der y und s sind, wihrend ¢, und ¢, 
zu Beriihrungspunkten ¢, und ¢,° einer andern Doppeltangente y’ wer- 
den. Der Kegelschnitt K verwandelt sich durch Projection in einen 
andern Kegelschnitt K’, so dass also die (', nothwendigerweise in y,, 
Yo > 93 ,¥ Vier Doppeltangenten besitzt, deren acht Beriihrungspunkte 
in einem Kegelschnitte liegen. 

Die Doppeltangente y’ bestimmt mit jedem der 45 Dreiecke der 
F’, einen Kegelschnitt K’, und da an Stelle von y’ jede der andern 
28 Doppeltangenten treten kann, so wird man 28.45 Kegelschnitte 
bekommen, von denen jeder die Beriihrungspunkte von vier Doppel- 
tangenten enthailt. Aber jeder Kegelschnitt wird bei vier Doppeltan- 
genten gezihlt, so dass nur s. © — 315 von einander verschiedene 
Kegelschnitte K’ existiren, wie bereits die Herren Hesse, Salmon 
und Steiner angegeben haben. 


VI. 
Die Beziehungen der 28 Doppeltangenten einer Curve vierten 
Grades zerfallen in drei Gruppen: 
1) in Satze, welche die Doppeltangenten selbst, 


2) in solche, welche die Beriihrungspunkte und 
3) in solche, welche ihre gegenseitigen Sclmittpunkte betreffen. 
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Die beiden ersten Gruppen von Siitzen stimmen darin iiberein, 
dass bei ihrer Ableitung vermittelst der Hiilfsfliiche dritten Grades nur 
eine einzige Doppeltangente (resp. ihre Beriihrungspunkte) eine Aus- 
nahmestellung einnimmt, wiihrend alle 27 iibrigen (resp. ihre Beriih- 
rungspunkte) vollkommen gleichberechtigt nebeneinander stehen. 


Anders verhilt es sich aber mit der dritten Gruppe von Siitzen. 
Zuniichst wird durch die Hiilfsfliche dritten Grades J’, auch hier eine 
der Doppeltangenten (nach unserer friiheren Bezeichnung, die festge- 
halten werden soll, y’) mit den auf ihr befindlichen 27 Schnittpunk- 
ten w’ isolirt. Diese Schnittpunkte w’ sind die Projectionen der Punkte 
u, welche die 27 Geraden der J’, mit der Tangentialebene FE des 
Punktes p gemein haben, auf die Ebene der vorgelegten Curve (,. 
Die Schnittpunkte der iibrig bleibenden 27 Doppeltangenten zerfallen 
in zwei verschiedene Gruppen, je nachdem sie nimlich durch die Pro- 
jectionen von zwei sich schneidenden Geraden der F’,, oder aber durch 
die Projectionen von zwei windschiefen Geraden derselben erzeugt 
werden. Von den Schnittpunkten der ersten Art, die mit v’ bezeich- 
net werden sollen und welche die Projectionen der Schnittpunkte 
der 27 Geraden sind, giebt es 135; von denen der zweiten Art, die 
man mit w’ bezeichne, 216. Die gegenseitigen Schnittpunkte der 28 
Doppeltangenten bestehen demnach aus 27 w’ + 135 v’ + 216 w’, 
was zusammen 378 macht, wie es sein muss. Die Punkte w’ liegen 
nach den soeben gemachten Bestimmungen auf einer und derselben 
Doppeltangente, die kein v’ und kein w’ enthiilt, auf jeder anderen 
Doppeltangente befinden sich 10 v’ und 16 w’, so wie natiirlich auch 
ein w’. 


Vil. 


Legt man durch eine Gerade g der Ff’, alle méglichen Ebenen, 
so trifft jede derselben die J’, ausser in g noch in einem Kegelschnitte, 
welcher mit g ein Punktenpaar gemein hat. Alle die so erhaltenen 
Punktenpaare bilden ein Punktsystem, dessen Doppelpunkte oder 
Asymptotenpunkte a, und a, sich durch die beiden Kegelschnitte erge- 
hen, welche g beriihren. Unter den Kegelschnitten befinden sich fiinf, 
die in Geradenpaare zerfallen und welche aus g die auf ihr befind- 
lichen 10 Punkte v ausschneiden. Diese 10 Punkte lassen sich also 
in fiinf Punktenpaare ordnen, die demselben Punktsysteme angehdren ; 
diesem Punktsysteme gehéren zudem noch die friiher mit r und s be- 
zeichneten (durch den Kegelschnitt der Ebene pg erzeugten) Punkte 
als ein Punktenpaar an. Daraus folgt fiir die Curve vierten Gra- 
des der Satz: Unter den 27 Punkten, in welchen eine Doppel- 
tangente der Curve vierten Grades von den iibrigen geschnitten wird, 
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giebt es 10, die Punkte «’, welche fiinf Punktenpaare eines Punkt- 
systems bilden, dem auch ihre Beriihrungspunkte r’ und s’ als ein 
Punktenpaar zugehdren. Die Doppelpunkte dieses Punktsystems 
mdgen als Projectionen von a, und a, mit a,’ und a, bezeichnet 
werden. 

Man kennt ferner folgenden von Steiner angegebenen Satz aus 
der Theorie der Flichen dritten Grades: die 135 Schnittpunkte v der 
27 Geraden g liegen zu drei und drei in 720 Geraden i, welche sich 
ga drei und drei-in 240 neuen Punkten 7’ treffen. Durch jeden 
Schnittpunkt v gehen je 16 Gerade k, wovon jede noch durch zwei 
andere Schnittpunkte, etwa v, und v, (statt v) geht. Nimmt man 
in jeder derselben einen vierten Punkt /, so dass vv, lv, harmo- 
nisch sind, so liegen die 16 Punkte / zweimal zu vier und vier in 
vier Geraden, und diese acht Geraden sammt den zwei Geraden 
g, deren Schnitt jener erste Punkt v ist, liegen in einem Hyper- 
boloid. 

Diess giebt fiir die Curven vierten Grades in Ergiinzung eines 
von Herrn Aronhold herriihrenden Theorems folgende merkwiirdige 
Kigenschaften der 135 mit v’ bezeichneten Schnittpunkte ihrer Dop- 
peltangenten g’: die 135 Schnittpunkte v’ liegen zu drei und drei in 
720 Geraden k’, welche sich zu drei und drei in 240 neuen Punkten 
T” treffen. Durch jeden Schnittpunkt v’ gehen je 16 Gerade k’, wo- 
von jede noch durch zwei andere Schnittpunkte v,’ und v,’ (statt v) 
geht. Nimmt man in jeder derselben einen vierten Punkt /’, so dass 
v’ v; Uv, harmonisch sind, so liegen die 16 Punkte /’ zweimal zu 
vier und vier in vier Geraden, und diese acht Geraden sammt den 
zwei Doppeltangenten g’, deren Schnitt jener erste Punkt v’ ist, sind 
10 'T'angenten eines und desselben Kegelschnittes. 

In der Ebene eines der 45 Dreiecke der J’, liegen 16 Punkte i 
(welche bekanntlich die Steinerschen ‘Triederscheitel sind). Diese 
Punkte & liegen allemal in einer Curve vierten Grades (da siimmtliche 
Triederscheitel auf der Kernfliiche der /’, liegen), welche die Seiten 
des Dreiecks zu Doppeltangenten hat und zwar dieselben in ihren 
Asymptotenpunkten beriihrt. 


Man hat also folgenden Satz: 


Von den 28 Doppeltangenten einer Curve vierten Grades lassen 
sich 27 beliebige auf 45 verschiedene Weisen derart zu dreien grup- 
piren, dass eine solehe Gruppe aus drei Doppeltangenten einer neuen 
Carve vierten Grades besteht, welche durch 16 der vorhin mit i’ 
bezeichneten Punkte geht und welche die drei angegebenen Dop- 
peltangenten jede in den ihr zugehdrigen Punkten a, und a,’ 
beriihrt. 
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Vil. 


Auf jeder Geraden der /’, befindet sich, wie bereits erwiihnt ist, 
ein Punktsystem; drei von diesen Punktsystemen, die in derselben 
Ebene liegen, haben die Eigenschaft, dass wenn man auf jedem von 
ihnen ein Punktenpaar herausgreift, die sechs so erhaltenen Punkte 
einem und demselben Kegelschnitte angehéren. In einer der 45 Drei- 
ecksebenen befinden sich nun auf jeder der drei ihr angehdérigen Ge- 
raden fiinf von den v gebildete Punktenpaare, die zu 64 eigentlichen 
Kegelschnitten Veranlassung geben, so dass man also bei einer Fliiche 
dritten Grades 45.64 = 2880 Kegelschnitte angeben kann, von denen 
jeder sechs der 135 Schnittpunkte v ihrer 27 Geraden g enthilt. Es 
ergibt sich daraus sofort, dass es in mannigfacher Weise méglich sein 
muss, die 378 Schnittpunkte der 28 Doppeltangenten einer Curve vier- 
ten Grades derart zu gruppiren, dass je sechs von ihnen in einem 
Kegelschnitte legen. 

Allerdings sind hier und im Vorigen von den 378 Schnittpunkten, 
zu welchen die 28 Doppeltangenten der Curve vierten Grades Veran- 
lassung geben, immer nur die 135 v’ in Betracht gezogen worden, 
aber es leuchtet unmittelbar ein, dass durch die Veriinderung der Fun- 
damentaldoppeltangente y’ die auf dieser befindlichen 27 Punkte w’ zu 
neuen Punkten «’ + 10 0’ + 16 w’ werden, und demnach die 135 v’ 
durch jede derartige Veriinderung wenigstens theilweise durch andere 
der Schnittpunkte sich ersetzen lassen. 


Den bis jetzt gegebenen Beispielen iiber die Anwendung der in 
diesem Aufsatze auseinandergesetzten Methode sei zum Schlusse noch 
eines angefiigt, welches zeigt, wie man auch aus der Willkiirlichkeit 
der Hiilfsconstructionen neue Siitze ziehen kann. Man halte zu dem 
Knde die Fliiche 7’, und die Ebene ©, in welcher sich die C, befin- 
den soll, fest, wiihrend sich der Punkt p beliebig auf der J’, bewegen 
mige. Es ergibt dann jede Lage des Punktes p eine Curve C,, so dass 
in © doppelt unendlich viele Curven vierten Grades entstehen. Die 
Doppeltangente y’ wird in © jede beliebige Lage annehmen kénnen 
und auch die durch die Geraden der F, erzeugten Doppeltangenten g’ 
werden sich veriindern; aber jede von diesen wird durch den Punkt 
gehen miissen, in welchem die ihr zugehérige Gerade g die Ebene © 
schneidet, d. h.: 
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Auf einer ebenen Curve dritten Grades C, lassen sich immer 27 
gewisse Punkte az so wiihlen, dass 45mal je drei von ihnen in einer 
Geraden und 360mal sechs in einem eigentlichen Kegelschnitte liegen. 
Ks gibt dann doppelt unendlich viele Curven vierten Grades, welche 
die C,; in sechs Punkten emes Kegelschnittes einfach beriihren und 
welche die Eigenschaft haben, dass 27 der Doppeltangenten irgend 
einer unter denselben durch die Punkte z gehen. Irgend eine beliebige 
Gerade der Ebene ist die 28° Doppeltangente von 12 dieser Curven. 


Ziirich, den 1. October 1868. 








Mittheilung tiber den III. Band von Gauss’ Werken. 


Redigirt von Ernst Scuerina. 


Herausgegeben von der kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen: 


Dieser dritte Band euthilt, wie das von mir im Jahre 1860 auf- 
gestellte Programm bestimmte, Gauss’ Arbeiten aus dem Gebiete der 
allgemeinen Analysis und zwar aus der Theorie der algebraischen Glei- 
chungen, der hypergeometrischen Reihe, der Interpolation und der 
elliptischen Functionen. Dem letztern Abschnitte habe ich die Unter- 
suchung des Pentagramma Mirificum angeschlossen, die eine 
Anwendung der Fiinftheilung der elliptischen Functionen enthilt; im 
Programm hatte ich sie den geometrischen Untersuchungen des vierten 
Bandes eingereiht, aber neu eingetretene Umstiinde bedingen eine er- 
hebliche Krweiterung bei der Aufnahme von Gauss’ Arbeiten iiber 
(iradmessung und damit eine Verstiirkung des vierten Bandes. 

Das verspiitete Erscheinen des dritten Bandes ist durch die 
andauernde Krankheit und den bedauernswerthen allzufriihen Tod 
Riemann’s veranlasst. Von ihm hatte die k. Gesellschaft der Wis- 
senschaften zu Gottingen die Redaction des Nachlasses iiber die ellip- 
tischen Functionen gewiinscht, leider hat er weder eine schriftliche 
noch miindliche Mittheilung aus diesen seinen Studien hinterlassen. 

Ueber die von mir bei der Redaction der Gauss’schen Werke 
befolgten Grundsiitze habe ich in den am Ende des Bandes beigefiig- 
ten Bemerkungen Rechenschaft abgelegt. Dort sind auch die aus 
dem handschriftlichen Nachlasse sich ergebenden historischen Notizen 
von Gauss’ Arbeiten zusammengestellt; eine ausfiihrliche geschicht- 
liche Darstellung seiner gesammten wissenschaftlichen Thitigkeit be- 
halte ich mir fiir eine besondere Schrift vor. 

Bei der Aufsuchung der verschiedenen Methoden, die Gauss bei 
seiner Behandlung der elliptisshen Functionen vermuthlich angewandt 
haben kénnte, sind mir einige neue Seiten dieses fruchtbaren Gebiets 
der Analysis entgegengetreten, die mir nicht ohne Interesse zu sein 
scheinen. 
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Dem eng begrenzten Umfange dieser Mittheilung mag nur fol- 
gende Notiz iiber die Dreitheilung der nach Dirichlet’s Vor- 
schlage mit dem Namen der Jacobi’schen Functionen zu bezeichnen- 
den Reihen eingefiigt werden. Fiir den Werth des einen Arguments, 
welcher die eine der vier zusammengehérigen Functionen verschwinden 
lisst, stellt Gauss die drei andern Functionen in der Form der Reihen 
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dar und bezeichnet " folgeweise mit p,q,” , ferner bezeichnet er 
die Reihen, die aus jenen entstehen, indem man 2° statt x setzt, mit 
>, Q@, R. Aus den von Gauss und Jacobi gefundenen algebraischen 
Gleichungen zwischen diesen sechs Functionen lassen sich unter anderen 
auch die folgenden ableiten: 


o— + VE—VF+] 


q 


0-+VE+VE-V§ 


pi @ , off 
p v t 
j P + / q + } r 


ater A teed bs ti ki 
rats the mip 
eal 0 A ae 
eS eee 
ici ‘fz % VS a4 y=. 


Gottingen, den 6. December 1868. 











Commentaire sur Galois 
par 


M. CaminLte JorDAN 4 Paris. 


3. 


Préliminaires. 


On donne le nom de substitution a lopération par laquelle on 
intervertit un certain nombre de choses, que l'on peut supposer repré- 
sentées par des lettres a, B, y,... 

Le nombre des substitutions distinctes entre n lettres est 1.2.3...n, 
en y comprenant la substitution dite unité, qui laisse chaque lettre 
i sa place. 


Le produit ab de deux substitutions a et b est la substitution 
résultante obtenue en effectuant d’abord la substitution a, puis la sub- 
stitution #; a—! est la substitution qui, multipliée par a, reproduit 
lPunité. 


Un systéme de substitutions forme un groupe, si le produit de 
deux substitutions quelconques du systeme appartient lui-méme au 
systeme. — Les diverses substitutions obtenues en opérant successive- 
ment tant qu’on voudra, et dans un ordre quelconque certaines sub- 
stitutions données a,b,c, ... forment un groupe, dérivé de a,),¢, ...; 
nous le désignerons par le symbole (a, b, ¢,...). 

L’ordre d'un groupe est le nombre de ses substitutions: son 
degré est le nombre des lettres soumises a ses substitutions. 

Un groupe de substitutions entre les lettres a, B, y, ... est dit 
transitif si ses substitutions permettent d’amener l'une qu@conque 
de ces lettres 4 la place primitivement occupée par l’une d’elles, «. 

Les puissances successives d'une substitution quelconque a sont 
toutes distinctes, jusqu’a l'une d’elles a* qui se réduit a l’unité; au 
dela elles se reproduisent périodiquement. — Done tout groupe con- 
tient la substitution unité; et tout groupe qui contient a contiendra 
a == g—, 

La substitution b-'ab est dite la transformée de la substitution 
a par la substitution b. Le groupe (b-'ab , b-'a,b,.. .) est le groupe 
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transformé du groupe (a,a,,...) par b. Sil se confond avec 
(a@, a,,...) on dira que ce groupe est permutable a b. 

Un groupe en contient un autre, s'il contient toutes ses substi- 
tutions. 

Un groupe est dit aussi général que possible parmi ceux qui 
satisfont 4 certaines conditions, s'il n’est contenu dans aucun autre 
groupe, satisfaisant aux mémes conditions. ; 

Un groupe est simple, sil ne contient aucun autre groupe au- 
quel ses substitutions soient permutables (sauf celui qui est formé de 
la seul substitution 1): composé dans le cas contraire. 


2 


ae 


Théoréme. Si un groupe H est contenu dans un autre groupe 
G, son ordre n divise N, ordre de G. 
Soient en effet a,, a,, a, ... les substitutions de H. Si G contient 
quelque autre substitution }, il contiendra les substitutions a,b, a,b, a,b, 
., évidemment différentes les unes des autres, et qui en outre diffe- 
rent des précédentes: car si l’on avait une égalité telle que a,b —=<a,, 
b =a;"a, ferait partie de H, contre lhypothése. Done G contient 
au moins les 2” substitutions ci-dessus écrites. S’il en contient d’autres, 
soit ¢ lune delles: G contiendra a,c, a,¢, a,c, ... substitutions diffé- 
rentes entre elles, et distinctes des précédentes: car si l’on avait, par 
exemple a,c=a,b, c—=a;'a,b appartiendrait a la suite a,b, a,b, a,),..., 
contre lhypethése. Done l’ordre de G sera au moins égal 4 3n. On 
voit de méme que sil est > 3m, il sera au moins égal 4 4n, etc. 
3. 


Théorie des irrationnelles algébriques. 


Le probleme fondamental de la théorie des équations est le sui- 
vant: 

»Etant donné une équation quelconque, F' (x) 0, trouver les 
fonctions de ses racines qui sont exprimables rationnellement en 
fonctiog de ses coefficients et de certaines irrationnelles données, que 
l'on ae adjointes a |’équation. “ 

On considérera comme rationnelle toute quantité ainsi expri- 
mable: comme irréductible, toute équation dont le premier membre 
est indécomposable en facteurs rationnels. 


4. 


Lemme Ie. Si l'une des racines d’une équation irré- 
ductible f(a) = 0 satisfait 4 une équation a coefficients 
rationnels @ (x) =0, toutes y satisfont. + 


, 
,? @e ~s 6 
~¢ ae 
or 
. 
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Car le plus grand commun diviseur y (x) entre gy (x) et f(x) est 
rationnel, et divise f(x); ce qui est impossible, s'il n'est pas égal a 
f (x), & un facteur constant prés. 

Corollaire. Si toutes les racines de l’équation g («) =O 
satisfont a l’équation f (2) = 0, » (#) sera une puissance 
exacte de f(a), & un facteur constant prés. 

Car on a y (x) =f (x) g, (a), dapres ce qui précade. Si g, (x) 
ne se réduit pas 4 une constante, on verra de méme 

1 (2) =F (2) 92 (a), ete. 
5. 

Lemme II. Soit I’ (x)=0 une équation dont les racines 
Ly, +++) T, Solent toutes inégales. On peut déterminer une 
fonction V de ces racines, telle que les 1.2.3...m expres- 
sions obtenuesen y permutant les racines soient distinctes 
en valeur numérique. 

Soit par exemple 

V=M,24,+Mx4+... 

M,, M,, ... ant des coefficients indéterminés. En égalant entre 
elles deux quelconques des fonctions qui dérivent de V par des substi- 
tutions entre les racines %,, %,... on aurait une équation de condition 
entre M,, M,,.... Ces équations sont en nombre limité; d’ailleurs 
aucune d’elle n’est identique: car les coefficients de M,, M,, ... dans 
chacune d’elles sont les différences des racines 2,, %, ... qui, par 
hypothése, ne sont pas nulles. On pourra done choisir M,, M,,... 
de maniére a ne satisfaire 4 aucune d’elles, 

Nous désignerons par V, l'une des valeurs de la fonction V, choisie 
arbitrairement; par V,, V,, ... ce quelle devient lorsque on y effectue 
entre les racines #,, 7, ... les substitutions respectivement représen- 
tées par a,b, .... 


Corollaire. Soit G un groupe quelconque de substitutions 
entre les racines %,,%,,.... On peut former une fonction 
W de ces racines, dont la valeur numérique, invariable 
par les substitutions de G, varie par toute autre substi - 
tution. 

Soient en effet 1, a, b,... les substitutions de G. Posons: 

W, = (X— JV,) (X — Vi) (X — Vi)... 
X étant une constante indéterminée. Une substitution de G, telle 
que a, transforme W, en (X — V,) (X — Vaz) (X ~ Via) ... = Wa. 
Mais les substitutions 1, a,b,... formant un groupe, se confondent 
i Yordre prés avec a,a*,ba,... . Les facteurs bindmes de W, sont 


done & V’ordre prés les mémes que ceux de W,. Done W, = W,. 
10* 
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Au contraire, soit « une substitution étrangére au groupe G: elle trans- 
forme W, en Wa = (X— Va) (X — Vaa) (X — Vig). Les facteurs 
bindmes de W, différant de ceux de W,, ces deux expressions ne 
sont pas identiques, et ne seraient numériquement égales que pour 
des valeurs particuli¢res de X, qu'il sera aisé d’éviter. 


6. 
Lemme ITT. La fonetion V étant choisie comme au lemme 
Il, on pourra exprimer chacune des racines 4, %,... en 
fonction rationnelle de V et des coefficients de F (2). 
Soient en effet V,, ..., Vz les w= 1.2.3... (m— 1) valeurs 


que prend V lorsque on y permute les m — 1 racines 7,,..., Yn; 
sans changer la place de z,. On pourra former une équation en V 
du degré w: 4 savoir 


(¥—¥) (¥—F¥,)...(%—F) = 0 


dont les racines V,, V,, ... V, seront toutes différentes, et dont les 
coefficients, fonctions symétriques des racines de |’équation 
F (x . 
Se an @ 
wL—X 


s’exprimeront rationnellement par les coefficients de cette équation, 
c'est 4 dire en fonction de x, et des coefficients de F'(x). Par suite 
l’équation 
(V — V,) (V— V,) ... (V— Vz) = 0 

pourra étre mise sous la forme 

f( V, a) = 0 
{ désignant une fonction rationnelle de V et de a,. 

Or cette Gquation est satisfaite pour V = V,: on aura done 

identiquement: 

f(V,,%) = 90 
d’ot il suit que l’équation 

{(V,,2) =0 
sera satisfaite pour « = x,: done les équations 

F(x)=0, f(V,,2)=0 

ont une racine commune, z,. Mais elles n’en ont aucune autre: car 
si elles en avaient une autre, x, on aurait identiquement 


[(V; , %) = 0. 
{(V, 2%) =0 


serait satisfaite pour V= V,. Or cette équation se déduit de l’équa- 
tion 


Par suite, l’équation 


{(V,x,) =(V—V,)(V—V,)...(V—V,) = 0 


en changeant a, et x, l'une dans l'autre. D’ailleurs par ce change- 
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ment les quantités V, , V,',..., V, se changent en d'autres 
Uy oss ee 
toutes distinctes par hypothése. Done |’équation 
f(V, 2) = (V— V\) (V— Vy)... (V— Vu) = 0 
ne saurait avoir V, pour racine. 

Les équations F' (x)= 0 et f(V,,2) =O n’ayant que la seule 
racine commune 2,, on déterminera aisément cette racine. Pour cela, 
on cherchera le plus grand commun diviseur entre F' (x) et {(V,, x), 
et l’on poussera l’opération jusqu’é ce quon obtienne un reste du 1* 
degré en x: ce reste, égalé 4 0, donnera la valeur de 2,, exprimée 
en fonction rationnelle de V, et des coefficients de F' (x). 

On pourrait opérer de méme pour les autres racines, pour lesquel- 
les on trouvera ainsi des expressions rationnelles, telles que 


r=, (Vy) , = (Vi), «-- 


¥ 
Théoréme I. Soit F(x) = 0 une équation dont les racines 
yy +++, Lm SOnt toutes inégales, et & laquelle on peut sup- 


poser adjointes certaines quantités auxiliaires y, z,... 
Il existera toujours entre les racines a, ...,%, un groupe 
de substitutions tel, que toute fonction des racines, dont 
les substitutions de ce groupe n’altérent pas la valeur 
numérigue, soit rationnellement exprimable, et récipro- 
quement. 

Soit V, une fonction des racines, variable par toute substitution: 


si lon désigne par 1, a,b,c, ... toutes les substitutions possibles 
entre les racines, V, satisfera 4 l’équation 

(1) (X — V,)(X — V,) (X — V,) (X— V.)...=0 

dont les coefficients, symétriques en x,,...,%,, sont rationnels. i 


cette équation n’est pas irréductible, son premier membre se décom- 
posera du moins en facteurs irréductibles. Soit 


(Zp wth... 


celui de ces facteurs qui s'annule pour X = V, : V, sera racine de 
léquation irréductible 
(2) (X—V,) (X—V,) (X—V,)... = 0. 


Cela posé, toute fonction m des racines, invariable par 
les substitutions 1, a, b,... sera exprimable rationelle- 
ment. En effet, chacune des racines wv, ,..., %» étant une fonction 
rationnelle de V, et des coefficients de I’(x), » sera elle-méme une fone- 
tion rationnelle de V, et des coefficients. Soit donc y (V,) cette fonction. 
Elle doit rester invariable lorsque on y effectue entre les racines les 
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substitutions a, b,.... Mais ces substitutions changent V, respecti- 
vement en V,, V,,... et n’altérent pas les coefficients de F(x): on 
aura donc 


U(V,) = ¥(Vo) = 0(Vs) =... = (HV) + WV) + 0(%) + --) 
en désignant par w le degré de l’équation (2). Cette derniére fonction, 
symétrique par rapport aux racines de |’équation (2), s'‘exprimera ration- 
nellement par les coefficients de cette équation, qui sont eux-mémes 
rationnels. 

Réciproquement, toute fonction rationnellement expri- 
mable sera invariable par les substitutions 1, a, b,.... 
Soit en effet m» — yw (V,) une pareille fonction: V, satisfaisant a l’équa- 
tion a coefficients rationnels 

p= (V;) 
toutes les racines de l’équation irréductible (2) doivent y satisfaire. 
Done la fonction ~(V,) ne varie pas quand on y remplace successi- 


vement V, par V,, V., V,,... ce qui revient & opérer entre les 
racines 7, ,...,%m les substitutions 1, a@,b,.... 
Il reste & démontrer que les substitutions 1, a, b,... for- 


ment un groupe, ce qui woffre pas de difficulté: 

Le premier membre de léquation (2) étant une fonction de l'in- 
déterminée X, a coefficients rationnels, ne devra varier par aucune 
des substitutions 1, a,b,.... Effectuons y par exemple la substi- 
tution a; il devient: 

(X — Va) (X — Vaz) (X — Via)... . 
Pour que ce nouveau polynéme soit identique a 

(X — V,) (X — Va) (X— Vp). 

quelque soit X, il faut nécessairement que les quantités 
Vas Vaty Pies 

ne soient autres que les quantités V,V,,V,,... a Vordre pres. 
Mais par hypothése, deux substitutions distinctes donnent pour la 
fonction V des valeurs essentiellement différentes. I] faudra done que 
a,a*,ba,... soient identiques & l’ordre pres 4 1, a,b,.... Done 
a et b étant deux substitutions quelconques de la suite 1, a,b, ... , ba 
appartiendra a cette suite. Donec les substitutions de cette suite for- 
ment un groupe. 

Le groupe défini par le théoreme précédent peut étre appelé le 
groupe de l’équation relatif aux quantités adjointes y, 2, ... 
Le nombre de substitutions de ce groupe pourra varier suivant la 
nature des quantités adjointes. Parmi tous les groupes que l'on peut 
ainsi obtenir, il en est un G particulierement remarquable, et que 
nous pourrons appeler d’une maniére absolue le groupe de |’équa- 


* 9 
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tion. Cest celui qu'on obtient en supposant qu'il n’y ait aucune 
quantité adjointe. 

Ce groupe contient tous les autres: car soit H le groupe que l'on 
obtient en adjoignant & l’équation des quantités y, z, ... arbitraire- 
ment choisies. Une fonction invariable par les substitutions de G et 
variable par toute autre substitution est rationnellement exprimable, 
avant, et a fortiori apres l’adjonction de y, z, .... Done elle 
sera invariable par toutes les substitutions de H: donc toutes ces sub- 
stitutions font partie de celles de G. 


8 


Corollaire. Si deux fonctions g, , ¥, des racines de la proposée 
sont numériquement égales, la méme égalité subsistera entre les fonctions 
Pa, Ya, Obtenues en effectuant dans chacune d’elles lune quelconque 
des substitutions de G. 

Car la fonction my, — y, étant nulle, est exprimable rationnelle- 
ment; done elle n’est pas altérée par la substitution a: done 

ee Y= 0. 
9 


Théoréme I]. Toute équation irréductible F’'(«)=0 a son 
groupe transitif, et réciproquement. 

Car supposons que le groupe G de l’équation ne soit pas transitif: 
soient 2, l'une quelconque des racines de l’équation; 7,, ..., “, les 
racines avec lesquelles elle est permutée par les substitutions de G: ces 
substitutions remplacent les racines #,,..., “,, les unes par les autres: 
car si l'une delles, a, remplace «,,, par exemple par 2), soit b une 
substitution de G qui remplace x, par x,,: G@ contient la substitution 
ba qui remplace ~, par i: 
Les substitutions de G n’alterent done pas les fonctions symétriques 
de #,,...,#,: done ces fonctions sont rationnelles, et I’ (x) admet 


done # fait partie de la suite a, ..., 2%. 


le diviseur rationnel (w—z,) ... (w—¥2,,). 

Réciproquement, supposons G transitif: J’ (x) ne peut admettre 
de diviseur rationnel tel que (w—z,) ... (w—a,,). Car soit 2,41 une racine 
de l’équation, outre que «,,..., “,: G@ contient une substitution qui rem- 
place « par #,,4:: elle transformera (.c—.,)... (v—#,,) en wn nouveau 
produit différent de celui-la, puisque il contient le facteur x—z,,41. 
Done le produit (# — «,) ... (@—,,) n’étant pas invariable par les 
substitutions de G, est irrationnel. 

10. 

Théoréme If]. L’ordre du groupe d’une équation irré- 
ductible de degré v, dont les racines sont des fonctions 
rationnelles d’une seule d’entre elles, x,, est égal a », 
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Car soient x, ,..., 2, les racines de l’équation, V, une fonction 
de ces racines, variable par toute substitution: elle pourra s’exprimer 
en fonction de x, seulement. Soit V, = f(x,): cette fonction satis- 
fait a léquation 
[(V—f(«)] ...[V—f@)] =0, 
dont les coefficients, symétriques en 2, ,...,%,, sont rationnels. 
Done l’ordre du groupe de l’équation (lequel est le degré de l’équa- 
tion irreductible dont V, est racine) ne peut étre supérieur & V. Mais 
d’autre part ce groupe est transitif: donc il contient au moins, outre 
la substitution 1, V—1 autres substitutions, remplacant respective- 
ment x, par z,,...,%,. Done cet ordre est précisément vy, 


BB. 

Le groupe d’une équation étant connu, on peut se proposer de 
le diminuer progressivement par l’adjonction successive de quantités 
auxiliaires. A chacune de ces adjonctions deux cas pourront se pré- 
senter. 1°. Si l’équation irréductible (2) reste irréductible, il est clair 
que le groupe ne subira aucun changement. Si au contraire, grice 
& ladjonction nouvelle, le polyndéme (X— V,) (X — V,) (X — V,)... 
se décompose en facteurs plus simples (X— V,) (X— V,)..., 
(X — V,)...,... on obtiendra un nouveau groupe H, moindre que 
G, et formé des seules substitutions 1, a,... 

Nous examinerons d’abord ce qui arrive lorsque on adjoint a I’é- 
quation proposée certaines fonctions de ses ravines; puis nous pas- 
serons au cas ott les quantités adjointes seraient des fonctions des 
racines d’autres équations. 

12. 

Théoréme IV. Soient G le groupe d’une équation F' (x)= 0,9, 
une fonction rationnelle quelconque de ses racines: 1°. Cel- 
les des substitutions de G qui n’alterent pas la valeur nu- 


mérique de forment un groupe H,: 2°. L’adjonction de la 
1 5D 


valeur de g, réduira le groupe de l’équation précisément 
a H,. 

le. Soient en effet a, a, deux substitutions de G qui n’altérent 
pas 9,3 on aura 

Pa = Fi » Pa =P, 
De la derniére égalité on déduit (8) la suivante 
Paa = Pa = Y1- 

Ainsi la substitution a,a n’altérera pas la fonction ,, ce qui 
démontre la premiére de nos propositions. 

2°, Adjoignons la valeur de g, 4 Véquation. Apres cette opéra- 
tion, le groupe réduit de l’équation ne peut contenir que des substi- 
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tutions qui faisaient partie du groupe primitif G; dailleurs il ne peut 
contenir que des substitutions qui n’altérent pas g,, la valeur de cette 
quantité étant supposée rationnellement connue: done toutes ses sub- 
stitutions font partie de H,. 

Réciproquement il contiendra toutes les substitutions de H,. Soient 
en effet a une de ces derniéres substitutions, %, une fonction des raci- 
nes, exprimable rationnellement en fonction de g, et des quantités 
précédemment connues: posons 


v, =1(%))- 
zx désignant une fonction rationnelle. La quantité ~, — x (,) ayant 
une valeur nulle, et par suite rationnelle, est invariable par toute sub- 
stitution de G, et notamment par a. On aura done 
Ya — % (Pa) = 4, —24(%1) = 0 
et comme 9, = Q,, il viendra y, = Y. 
Ainsi, toute fonction yw, exprimable rationnellement sera inva- 


riable par la substitution a: cette substitution fait done partie du 
groupe réduit. 


Corollaire I". L’adjonection de plusieurs fonctions des 
racines, 9, ,9,,--. réduit le groupe de l’équation au groupe 


H’ formé par celles de ses substitutions qui n’altérent ni 
7,, ni g,, ete. 

Corollaire II. Deux fonctions et ,, invariables par 

a. 1? 

les mémes substitutions de G, s’expriment rationnelle- 
ment l’une par l’autre. 

En effet, si l'on suppose adjoimte a l’équation, le groupe sera 

? , eg 

réduit atix substitutions qui n’alterent pas g, : ¥,, étant invariable 
par ces mémes substitutions, devient rationnellement exprimable. 


13. 
Théoréme V. Tout étant posé comme au théoréme précé- 
dent, soient a, a,, a, ... les substitutions de H,: 
Gg » By 5 Bay. 33 gd, G0, GD, ... 3 Mg, GC, GgC$...5..- 


celles de G: l’équation 
(3) (Y¥—9,) (Y—9) (Y—9,) ... = 0 
dont le degré est égal au rapport des ordres de G et de H, 
aura ses coefficients rationnels, et sera irréductible. 

le. Soit 6 une substitution quelconque de G; chacune des substi- 
tutions 6 ,bo,co,... appartenant & G pourra se mettre sous l'une 
des formes dg , dgb , age ,... . Diailleurs deux de ces substitutions ne 
peuvent appartenir & la méme forme; car si l’on avait, par exemple, 
les deux égalités 
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bo = aod , cO=— ad, . 


on en déduirait 


= —1 -1 . —1 
do =a, b=age , dole = aga, b; 


e serait done de la forme a,b, ce qui n’a pas lieu, par construction (n° 2). 

Cela posé, 6 transforme les unes dans les autres les quantités 
P, » Pi, Pc,+--: Ca¥ supposons, pour fixer les idées, que 6 soit de la 
forme ab: elle transformera g, en Pag? « Mais Pag = P13 done 
Pagh—=Pr (n° 8). Done 6 transformera g, en g,; de méme, si be est 
de la forme apc, elle transformera g, en g,, etc. 

Les coefficients de Yéquation (3), symétriques en 9, , 9, Pc, --- 
ne seront donc pas altérés par 6: mais 6 est l'une quelconque des sub- 
stitutions de G: donc ils sont rationnels. 

2°. L’équation (n° 3) est irréductible: car si elle admettait, par exem- 
ple, le facteur rationnel (Y—g,) (Y—g,), ce facteur resterait inaltéré 
par la substitution ¢: mais cette substitution le transforme en 

(Y— 9.) (Y—.): 
pour qu'il restat inaltéré, Y restant indéterminé, il faudrait que ,, 
@». fussent égaux alordre pres 4g, , 9-. Soit par exemple y,.—g,: 
on en conclurait g,,-1 = @, (n° 8). Done cb-' serait une des substi- 
tutions 1, a,a,,... et ¢ serait de la forme a,b, ce qui est contraire 
&% nos constructions (n° 2). 


14. 


. 

Remarque. Les substitutions de G qui waltérent pas g, étant 
(ly » My » Gy, .--, Celles qui n’alterent pas m, seront b-'a,b,b-'a,b, ...; 
celles qui n’alterent pas gm, seront c-ta,c , c a,c, ... ete. 

Car soit 6 une substitution de G qui n’altére pas g,: on aure 
P= Pro , Cot. Y,—Psor-t , Mot bob+=—ay , G6=—b"agb. 
15. 

Théoréme VI. Tout étant posé comme aux théoremes pré- 
cédents, l’adjonction simultanée des valeurs de g,,q,,q.,... 
réduira le groupe de l’équation proposéeal, Jétant le groupe 
le plus général parmi ceux qui sont contenus dans H,, et 
permutables aux substitutions de G. 

En effet, le groupe se trouve réduit aux substitutions communes 
aux groupes 
H,=(ao, 4, ,...), Hy =(6-' a,b, 6-4, b,...) , He=(c aye, “14, €,...) , « 
qui n’alterent pas , , 9,9. ,--- (n° 12). Or soient J le groupe formé 
par ces substitutions communes; s une quelcouque de ses substitutions; 
6 une substitution quelconque de G: la substitution 6-'so6 sera com- 
mune aux groupes transformés de H, , H,, H.,... par 6. Mais ces 











Commentaire sur Galois. 151 
groupes transformés sont identiques 4 l’ordre pres 4 H, , H,, H.,.... 
Car soit, par exemple, b6 = apd, le groupe transformé de H, par 6 
sera formé des substitutions 
ob a,be= daytaya,d » 61b a, bo= da~a,a,d —— 

qui ne sont autres que les substitutions de H,. Done 6—'so appar- 
tient a J: ce groupe est donc permutable a 6: donc il est contenu 
dans I. 

Réciproquement le groupe J étant contenu dans H,, les trans- 
formées de ses substitutions par b,c,... seront contenues dans H,, 
H,,...; mais ces transformées reproduisent 4 ordre prés les sub- 
stitutions de J; done toutes les substitutions de J sont communes a 


Se aes 


16. 
Remarque. Dans le cas particulier ot H, serait permutable a 
toutes les substitutions de G, on aurait H, = H, = H,,...=T, 
et les fonctions g, , 9 , Y., .-. invariables par les mémes substitutions 


de G, sexprimeraient rationnellement en fonction de l’une quelconque 
dentre elles. 

Réciproquement, si les fonctions g, , 9, M-,.-. Sexpriment ra- 
tionnellement en fonction d’une seule d’entre elles, elles seront inva- 
riables par les mémes substitutions de G: on aura donc H,=H,—H.,, 

et ce groupe sera transformé en lui-méme par toutes les substi- 
tutions de G. 

iv. 

Théoréme VII. Soient N l’ordre de G; N’ = 4 Vordre de I. 
L’ordre du groupe G’ de |’équation (3) sera »v. 

Posons en effet W = M,9, + Moy. + Mg.+...,M,, Mh, mM, 

. étant des constantes indéterminées: W sera racine d'une équa- 
tion irréductible d'un degré égal a l’ordre du groupe de |’équation (3) 
(Lemme IT). Mais d’autre part W peut étre considérée comme fonction 
des racines de l’équation I’ (7%) —0, laquelle fonction, non altérée par 
les substitutions de J, l’est évidemment par toute autre substitution 
de G. Elle dépend done d'une équation irréductible dont le degré 
est égal au rapport des ordres de G et de I (n° 13). 


18. 


Théoréme VIII. S’il n’existe aucun groupe plus général 
que J qui soit contenu dans G et permutable a ses substi- 
tutions, le groupe G’ sera simple. 

Car sil existe un groupe J’, contenu dans G’ et permutable a 
ses substitutions, soit v’ son ordre: une fonction ~ des racines de 
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l’équation (3), invariable par les substitutions de J’ et variable par 
— autre substitution, dépendrait d’une équation irréductibie de degré 


*, (n° 13), dont les racines seraient fonctions rationelles les unes des 


autres (n° 16). Mais ~ peut étre considérée comme une fonction des 
racines de F'(x) 0; soit LZ le groupe formé par celles des substi- 
tutions de G qui ne laltérent pas. 1°. Z contiendra J, dont les sub- 
stitutions, n’altérant pas g, ,  , Pc)... ne peuvent altérer y. 2°. H 
sera plus général: car son ordre étant égal 4 celui de G, divisé par 





» 2 és = - " * a ‘ ” m 
le degré —, de l’équation irréductible dont dépend w (n° 13) est égal a 
v 
v ‘ ‘ ° N P . , 
N. 9 celui de J étant simplement —-- 3°. Enfin les racines de 


Yéquation en ~ étant fonctions rationnelles les unes des autres, L est 
permutable aux substitutions de G (n° 16). 

En renversant ce raisonnement, on démontre que réciproquement, 
s’il existe un groupe L plus général que J, qui soit contenu 
dans G et permutable a ses substitutions, G’ ne sera pas 
simple; car on pourra déterminer un groupe J’ contenu dans G’, et 
permutable a ces substitutions. 


19. 
Théoréme IX. Soient F' (x) = 0 une équation dont le groupe 
G soit composé: G,I,J,,... une suite de groupes tels 


1°. que chacun d’eux soit contenu dans le précédent et per- 
mutable a sts substitutions, 2°. qu’il soit aussi général que 
~~ parmi ceux qui satisfont a cette double propriété; 
Hist 

v vy 

La résolution de l’équation proposée dépendra de celle 
d’équations successives, dont les groupes seront simples, 
et contiendront respectivement v,v,,... substitutions. 

Car soit g, une fonction des racines de la proposée invariable par 
les substitutions J: elle dépend d'une équation de degré v (n° 13), dont 
le groupe sera simple (n° 18), et d’ordre v (n° 16 et 17). 

Cette équation résolue, le groupe de la proposée sera réduit a I: 
soit maintenant g, une fonction des racines invariable par les sub- 
stitutions J,: elle dépendra d’une équation de degré v,, dont le groupe 
sera simple, et dordre v, ete. 





» +++ les ordres respectifs de ces groupes 


20. 


Ce théoreme suggére naturellement l’idée de classer les équations 
&% groupe composé d’aprés le nombre et la valeur des facteurs de 
composition v, v,,...: mais la suite des groupes G,J,J,, 
peut souvent étre déterminée de plusieurs maniéres: il est donc absolu- 
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ment nécessaire, pour justifier cette classification, de prouver que, de 
quelque maniére que l’on choisisse cette suite, on trouvera 
toujours, a l’ordre prés, les mémes facteurs. Mais nous 
supprimons, pour abréger, la démonstration de ce théoreme. 


21. 
Supposons maintenant qu'on adjoigne a l’équation proposée F'(#)—=0 
une ou plusieurs fonctions des racines d’une autre équation f(z) = 0. 
; Le cas ot lon adjoindrait plusieurs fonctions 4, (2, ,... , Zn), 
X,’ (2; , +++, %n) » -.. vevient & celui ov l’on n’en adjoint qu’une seule: 
car soient @’ le groupe de |’équation f(z) 0, H’ le groupe formé 
par celles de ses substitutions qui n’altérent aucune des fonctions 4,, 


4; »---: Y, une fonction de z, , ... , 2, invariable par les substitutions 
de H’, et variable par toute autre substitution. L’adjonction de y,, 
4, ,--- réduisant le groupe de f(z) = 0 a H,’, dont les substitutions 


naltérent pas Y,, cette fonction deviendra exprimable rationnellement. 
Réciproquement, l’adjonction de zy, réduisant ce groupe a H’, dont les 
substitutions n’altérent pas y, , zy; ,..- ces fonctions deviendraient ra- 
tionnelles. Done toute fonction rationnelle de Y, s'exprime ration- 
nellement en 4, , 4%; ,--- et réciproquement. Done il est indifférent 
d’adjoindre 4 une équation quelconque, soit y, , 4; ,--., soit simple- 
ment 7, . 
22. 

Adjoignons done 4 Il’équation F(x) = O unique fonction 1,: 
soient H,’ le groupe formé par celles des substitutions de G’ qui n’al- 
terent pas 7,3; a, @, , ... ses substitutions; a, ,a,,...3@)B,a,B,...; 
Oy Y » & Yr) «5 +++ Celles de G’: 7, dépend d’une équation irréductible 
(4) (X—r,) (X—ra) (X—rg)... = O. 

Supposons que l’adjonction de 7, reduise le groupe de F(x) = 0 
i H,; soient comme tout 4 lheure a, , a, ,... les substitutions de ce 
QTOUPe, Gy, G,,--- 3 M0, 4,0, ... 5 MgC, ,C,...3... celles de G. 
Soit enfin g, une fonction des racines de F(a) 0, invariable par 
les substitutions de H, et variable par toute autre substitution: elle 
satisfera a |’équation 
(5) (Y—g,) (Y—q) (Y—g) ... = 0. 

Mais, par hypothése, g, est une fonction rationnelle de 1,: soit 
9, = v(r,): 7, sera racine de |’équation: 

(6) (vy) — 1) (YY) — %) (YY) —@,) --- = 0. 

Mais d’autre part, 7, satisfait 4 ]’équation irréductible (4). Une des 
racines de cette équation satisfaisant 4 l’équation (6), toutes y satis- 
feront (Lemme Ir). Done les quantités y(7,), ¥ (re) , U (7p) , «+. Satis- 
font toutes 4 l’équation (5). Mais elles satisfont 4 l’équation 
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(7) (Y—v(r,)) (Y—¥(re)) (Y — (rp) .-- = 0 
dont les coefficients, symétriques en 7, ,7a,%s,--- sont rationnels. 

Les racines de |’équation (7) satisfaisant toutes 4 l’équation irré- 
ductible (5), le premier nombre de (7) sera une puissance exacte du 
premier nombre de (5), (Lemme I*, Corollaire), 4 un facteur con- 
stant prés, qui se réduit ici 4 l’unité, les deux polyndmes ayant l’unité 
pour coefficient de leur premier terme. 

Soit w le degré de cette puissance: la série des termes y(r,), 
(rq), .-. contiendra w termes égaux a g,, w égaux a g,, ete. 

Cela posé, adjoignons a l’équation F(x) =0 l'une quel- 
conque des racines de l’équation (4), telle quev,: le groupe 
de l’équation sera réduit & H,, a H, = (bab, b-'a,b,...), 
a H,, ete. suivant que ~(r,) sera égal a gy, , & mM, AM, ... 

En effet, soit par exemple, w (rz) = g,. Liadjonction de r, ren- 
dant g, rationnel, le groupe réduit H ne peut contenir que celles des 
substitutions de G qui n/altérent pas g,, c'est a dire celles de H,. Le 
nombre de ces substitutions étant égal a celui des substitutions de H,, 
on voit que l’ordre de H est au plus égal a celui de H,. Réciproque- 
ment, en partant de la racine rv, au lieu de partie de la racine 7,, on 
verrait que l’ordre de H, est au plus égal a celui de H: done ces deux 
ordres sont égaux, et H contiendra toutes les substitutions de H,. 

23. 

Théoréme X. Les notations du numéro précédent étant 
conservées si H, est permutable aux substitutions de G’, H, 
le sera & celles de G. 

En effet, H,’ étant permutable aux substitutions de G’, les racines 
de l’équation. irréductible (4), dont dépend 7,, sont fonctions ration- 
nelles les uxes des autres (n° 16). Done les fonctions g, , g, , 9, --- 
qui sont respectivement des fonctions rationnelles de ces racines, sont 
toutes des fonciions rationnelles de 7,: done elles sont invariables par 
les substitutions de H,: mais elles le sont respectivement par celles 
de H, , H,, H,,...: done ces groupes sont identiques, et H, est per- 
mutable a G. 

24, 

Théoréme XI. Si l’on adjoint a l’équation F(x) =0 dont 
le groupe est G, toutes les racines d’une équation f(z) —0, 
le groupe réduit H, sera permutable a G. 

Car adjoindre a la fois toutes les racines de f(z) = 0 équivaut a 
adjoindre une fonction V, de ces racines, variable par toute substi- 
tution, autre que l’unité (n° 6). Mais alors le groupe H,’, se réduisant 
i la seule substitution J, est évidemment permutable aux substitutions 
de G’: done H, le sera 4 celles de G. . 
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25. 

Corollaire. Si le groupe G est simple, il ne peut étre réduit par 
la résolution d’une équation auxiliaire sans se réduire a la seule sub- 
stitution 1 (le groupe formé de cette substitution étant, par définition, 
le seul qui soit contenu dans G et permutable a ses substitutions); 
auquel cas |’équation F'(#) = 0 sera complétement résolue. 


26. 
Théoréme XI. Soit F(z)—0 et f(z) = 0 deux équations 
dont les groupes G et G’ contiennent respectivement N et 


N’ substitutions. Si la résolution de la seconde équation 
réduit le groupe de la premiére a un groupe H, ne conte- 


N ee — . 
nant plus gue — substitutions, réciproquement la résolu- 
tion de la premiére réduira le groupe de la seconde & un 

N’ ° ° 
groupe H,’ ne contenant plus que — substitutions. De plus, 
. v 


les deux équations sont composées avec une méme équation 
auxiliaire ®(w) =O de degré v, et dont le groupe contient 
vy substitutions. 

En effet, soit w(x, , ... , %,) une fonction des racines de F(x) = 0, 
invariable par les seules substitutions H,. Elle est exprimable ration- 
nellement en fonction des racines 2, ,..., 2n de f(¢)==0. Ona done 

W (Ly -2. > Um) = Z (2; ,-.. 5) Sn) = U. 

Cette quantité w(x,...%,) dépend d'une équation auxiliaire irré- 
ductible ® (w) = 0 de degré v (n° 13). D’ailleurs H, étant permutable 
iu G (n° 24), les racines de cette équation sont des fonctions rationnelles 
les unes des autres (n° 16), et son groupe contient v substitutions (n° 10). 
La résolution de cette équation auxiliaire réduit le groupe de F' (x) = 0 
aux seules substitutions H, en nombre =. Elle abaissera de méme 
le groupe de f(z) =O de telle sorte qu'il ne contienne plus que * 
substitutions: en effet, soit K le nombre des substitutions du groupe 


G’ qui n’altérent pas x (2, ...2n)3; 4 (4; .--@n) = wu dépendra d'une 
équation irréductible du degré =~: mais le degré de cette équation est 


M’ 


: K 

‘gal a v; done ~ =v dor K = 

égal & v; done ~ = = 
La résolution de léquation F’(x) = 0, entrainant celle de 1’équa- 

tion auxiliaire ®(w) — 0 dont les racines sont des fonctions ration- 

nelles de 2, ,...,%m, Yréduira le groupe de f(z) = O de maniére a 
- ° N’ — ° _ 

ce qu'il contienne tout au plus — substitutions: il ne peut dailleurs 


en contenir un moindre nombre: car si le groupe réduit H,’ contenait 
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N’ + gs P 
seulement ; substitutions, w étant un nombre plus grand que v, on 
verrait en répétant tous les raisonnements que nous venons de faire 
& partie de l’équation f(z) 0, que la résolution de cette équation 


ere 1 ‘ . N 
devrait réduire le groupe de F'(z) = 0 4 ne plus contenir que = sub- 


~ 


stitutions tout au plus; résultat contraire 4 notre hypothése d’aprés 


laquelle le groupe réduit H, contient = substitutions. 


, 26 

Corollaire I. Si le groupe G de l’équation F(x) = 0 est 
simple, elle ne peut étre résolue qu’au moyen d’équations 
dont le groupe ait pour ordre un multiple de l’ordre de G. 

Car adjoignons 4 cette équation les racines d’une équation auxi- 
liaire {(¢) = 0. Si son groupe est abaissé, il est réduit a la seule 
substitution 1 (n° 25). Done lordre du groupe de F(x) = 0, qui était 
N, sera réduit & 1 par l'adjonction des racines de f(z) = 0. Done 
réciproquement l’adjonction des racines de F' (x7) = 0 a Jéquation 
{(2) = 0 divisera par N Yordre de son groupe. Done cet ordre est 
un multiple de NV. 

28. 

Remarque. Si la fonction y (a, ... %,) est variable par toute sub- 
stitution, opérée entre les racines z, ,...,%m, ces racines sont ex- 
primables rationnellement en fonction de  (# , ... , %m) (n° 6) et par 
suite en fonction de z,,...,2,. La résolution de l’équation f(z) = 0 
entrainera done la résolution complete de l’équation F(a) = 0. Si 
en méme temps 4 (2, ,..-,2n) est variable par toute substitution opérée 
entre les z,,..., 2x, la résolution de #'(#) = O entrainera celle de 
f(z) = 0. Les deux équations seront dites équivalentes. 

Deux équations équivalentes 4 une troisiéme sont évidemment équi- 
valentes entre elles. Les diverses équations équivalentes 4 une équation 
donnée forment done un systéme d’équations équivalentes 
entre elles. 

29. 


Corollaire II. Deux équations équivalentes F'(x)=0 et 
{(2) = 0 ont dans leurs groupes le méme nombre de sub- 
stitutions. 

Soit en effet N le nombre des substitutions du groupe de |’équa- 
tion F'(~) = 0: N’ celui des substitutions du groupe de f(z) = 0. 
La résolution de f(z) = 0 réduit le groupe de F'(z) = 0 4 la seule 
substitution 1: done la résolution de (x) = 0 réduira le groupe de 


f(z) =0 a ne plus contenir que 7 substitutions (n° 26): mais la: réso- 








an RO be aia 


~ 
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lution de F(x) = 0 entrainant celle de f(z) = 0, réduit le groupe 
de cette derniére équation & la seule substitution 1: on doit done avoir 
7 =1,doai N = N’. 

Corollaire III. Toute adjonction de quantité auxiliaire 
qui abaisse le groupe de l’une de ces deux équations en 
divisant par v le nombre de ses substitutions abaisse de 
méme le groupe de l’autre. 

En effet les équations étant équivalentes aprés l’adjonction comme 
avant, leurs groupes ne devront pas cesser de présenter le méme nombre 
de substitutions. 

De ce corollaire on déduit, comme conséquence immédiate, la 
proposition suivante: 

Corollaire IV. Toute équation équivalente 4 une équa- 
tion composée, est elle-méme composée des mémes équa- 
tions auxiliaires. 

30. 

Probleme. Déterminer toutes les équations irréductibles 
équivalentes & une équation donnée F(z) = 0. 

Soit f(z) =O une de ces équations. La résolution de F(x) = 0 
devant entrainer celle de f(z) = 0, les racines z,,...,%, de cette 
derniére équation sont des fonctions rationnelles de %,...%,. Soit 
2; = Q(X, ... m): Désignons comme précédemment par G le groupe 


de F'(a)=0, par a,a,,...,... celles des substitutions de G qui 
naltérent pas la fonction g,, lesquelles substitutions forment un groupe 
BE, 2 POE Gg By 5 «0s FGgD » OO g «00 3 Ugly Gly 200 $2. Ge OS G. 


Nous avons vu (n° 13) que l’équation irréductible dont dépend la quan- 
tité gy, est 
(2 — 9) (4— %) (4—) -.. = 0 

puis que l’adjonction simultanée de ses racines réduit le groupe de la 
proposée a J (n° 15). Mais cette adjonction doit résoudre complétement 
la proposée; done J se réduit & la seule substitution 1: d’od ce résultat: 

Pour qu’une équation irréductible f(z) = 0 soit équi- 
valente a F’(x) =O, il faut et il suffit 1°. que l’une de ses 
racines, 2,, soitfonction rationnelle des racines de F'(x)=0, 
2°. que le groupe H, formé par celles des substitutions de 
G (groupe de F' (x) = 0) qui n’altérent pas cette fonction ne 
contienne aucun groupe permutable aux substitutions de G 
(sauf celui qui est formé de la seule substitution 1). 


dl. 
Soient H, un groupe quelconque satisfaisant 4 la condition ci- 


dessus: il existe une infinité de fonctions de #, ,..., %» invariables 
11 
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par les substitutions de H,, et variables par toute autre substitution 
de G. Chacune d’elles sera la racine d’une équation irréductible, équi- 
valente i la proposée F’(x) = 0 et dont le degré v est égal au rapport 
des ordres de G et de H,. 
Soient g, et m, deux queleonques de ces fonctions; 

f(¥) = (¥—9) (Y¥—9) -.. = 0, 

i’ (¥) = (Y¥—9,)(¥—9%).-. —0 
les équations irréductibles dont elles dépendent: g, et g, étant inva- 
riables par les mémes substitutions, s’expriment rationnellement l'une 
par l'autre. 

Soit done », = v(g,). On en déduit m, = w(g,), etc. (n° 8). 
Done les diverses racines de l’équation f’(Y) = 0 s’expriment par une 
méme fonction rationnelle des diverses racines de f(Y) = 0: on passera 
done de l'une a l'autre de ces deux équations par une transformation 
rationnelle. 

On peut considérer comme appartenant a la méme classe deux 
équations f(Y) =O et /’(Y) =O telles que les diverses racines de 
lune delles s’expriment respectivement par une méme fonction ration- 
nelle des racines correspondantes de l'autre. Le nombre des classes 
d’équations irréductibles équivalentes 4 la proposée F’(x) = O est né- 
cessairement limité, et on pourra le -déterminer en cherchant quels 
sont les divers groupes H, contenus dans G et jouissant de la propriété 
indiquée au théoreme précédent: on remarquera dailleurs que les v 
groupes . 

H, = (@,,4,,.-.) , ® = (b"'a,), b'a,b,...), 
correspondent aux diverses racines d'une méme équation et ne four- 
nissent ainsi qu'une seule et méme classe. 


Théoréme XIII. Soient F(x) = 0 et f(z) = 0 deux équations 
irréductibles dont les racines soient liées par des relations 
algébriques quelconques telles que 

@ (Sq 5 «++ 5» Sm 9 By 200 Se) = O. 
Toutes ces relations se déduisent d’une seule de la forme 
W(x, ... Xm) = 7 (4; ..- Bn) 
ot les racines des deux équations sont séparées (wp et x 
désignant ainsi que y des fonctions rationnelles convenablement choisies). 
Soit en effet V, une fonction de x, ,...,, variable par toute 


substitution; chacune des quantités 7, ...,, est exprimable en fonction 
rationnelle de V,; substituant ces expressions dans 
@ (hy 9 - ++ 5p Sm » By y+ ++ yh) = O, 


il vient une équation de la forme p’(V, , 2, ,.«.,2 


a 
— 
-~ 
—_ 
. 
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La quantité V, satisfait done a l’équation m’(X, 2, ,..., 2) = 0. 

D’autre part V, saitisfait 4 léquation irréductible 
a (X) = (X — V,) (X— Vi.) (X— Vi)... = 0 

si lon désigne par 1 ,a,b,... les substitutions du groupe G de F(a), 
et par V,, V., V,,... les valeurs que prend la fonction V, par ces 
substitutions. Le degré de cette équation est égal au nombre N des 
substitutions de G. i 

Ordonnons les deux polyndmes gp’ (X, 2, ... 2,) et w(X) suivant 
les puissances descendantes de X, et divisons le premier par le second: 


il viendra 
g'(X, a...) = @(X). #(X) + 6(X) 
o(X) et o (X) Gant deux polynémes entiers par rapport a X, a 
coefficients rationnels en z,,..., 2, et le degré de 6 (X) par rapport 
i X étant au plus égal 4 N—1. 
Soit done «6 (X) = AX* + BX** +... deux cas pourront 
se présenter: 
1°, Si lon a simultanément A = 0, B= 0 ete. on aura, au lieu 
de l’équation unique 
0 = (Vy 5845 --+ yen) = 0(V,)- 2 (V,) + AVI + BYE + 
les suivantes 
z(V,)=0 , A=0 , B=0O ete. 


dont la premiére est une relation entre les racines 7, ...,%, de 
Yéquation 7’ (x) = 0, et les autres des relations entre les racines 
Z1>+++,%n de f(z) = 0; cest grace a la présence de ces relations 


que peut exister l’équation 

P (hy4 +++» Sen» Bae, Sn) me OV, , 8 ,..-5hn) m O, 
qui ne lie qven apparence les racines de F'(~) = O & celles de 
f(z) = 0. Ce cas doit done étre rejeté. 

2°. Si lon n’a pas simultanément A—0O , B=O ete. divisons 
le polyndme 6 (X) par le coefficient de la plus haute puissance de X, 
puis cherchons le plus grand commun diviseur 4 de ce polynéme avec 
le polynome 2(X). Les coefficients de J seront des fonctions ration- 
nelles de 2, ,..., 2,. D’autre part, en désignant par V,;, Vi, Va ,..- 
celles des racines de 2 (X) = 0 qui satisfont en méme temps 4 1|’équa- 
tion o(X) =O on aura 4 = (X — V,) (X — V,.) (X — Va) che 
Jes quantités V,,V., V.,... étant des fonctions rationnelles de 
Sy p tes» May © développe le polyndme 4 suivant les puissances 
de X, les coefficients de ces diverses puissances seront eux-mémes des 
fonctions rationnelles de 7, ,..., 2m. Mais nous venons de voir que 
ces coefficients s’expriment également en fonction rationnelle de z, , ..., 
Z,: égalant ces deux expressions pour chaque coefficient, on aura une 
série de relations de la forme 

11* 
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py (x, ae: Lm) —_ u (4 Sealed. fn) ? 

O” (%, +5 Bm) = Z(8,,---, Bn) Chl. 
La relation initiale p(x, ,...,%m ) 2 )+++)2n) = (Vy, 21) +++) 2n) =O 
n’est qu'une conséquence de celles-la: en effet les relations (8) expri- 
ment que les deux polynémes o (X) et x (X) s’annulent tous deux pour 
X=V, , X= V, ete., on aura done en particulier 


P' (Vs 25 +++ 5 Sn) = O(V,) 2(V;) + 6(V,) = 0. 

Il nous reste 4 démontrer que toutes les relations de la forme (8) 
qui peuvent exister entre les racines des deux équations I(x) = 0 et 
f (2) =0 sont des conséquences d'une seule d’entre elles. Cette démon- 
stration n’offre aucune difficulté. Soient en effet H, ce que devient 
le groupe de léquation F(x) = 0 par Iadjonction des quantités 
Zp y+++72n 3 U(%,,--+,%m) une fonction invariable par les seules 
substitutions H,; elle sera exprimable rationnellement en fonction de 
2, +++, et Yon aura ainsi 


(8) 


(Sy 5 02+ y Sm) = 2 (8, - 0-5 Bu) 
Les autres fonctions y’ , ~” ,... rationnellement exprimables en fone- 
tion des z,,...,%, sont invariables par les substitutions H, et par 
suite fonctions rationnelles de w. Leur expression en fonction .de 
Z,5+++ 5%, se déduit done de celle de w~ en fonction de ces mémes 
quantités. 

Remarque. On voit par le théoreme ci-dessus qu’on partagera les 
irrationnelles algébriques en catégories bien mieux définies en ratta- 
chant ensemble comme dépendant d'une méme équation F(x) = 0 les 
diverses fonctions de la forme (a, ,..., Zn), quen considérant seule- 
ment des fonctions d’une seule racine, comme on le fait communément. 


Die Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung fiir die Transformation dritten Grades. 


Von KéNIGSBERGER in GREIFSWALD. 


Im 67. Bande des Crelleschen Journals habe ich fiir die Trans- 
formation dritten Grades der hyperelliptischen Functionen erster Ord- 
nung die nachfolgenden Relationen zwischen den fiir die Nullwerthe 
der Argumente genommenen @-Iunctionen gefunden: 


\ O,95, + DsFox + F393 = 9,9; , 0,3,+ 0, a, +O, % =0,9, 
(1) 0, a, + 0, Phy + OF, _— 0.5; ? 0,9, + OF 93 + Fo, =0,9;, 

Oy, F + 0, Fy, + 0,9, = 959; , 0,9, + 0.9). + 9,92; =O; 5, 
worin #, die #-Functionen des vorgelegten, @, die des transformir- 


ten hyperelliptischen Systemes bedeuten, und das positive Vorzeichen 
der Grésse @,, #,, fiir die durch die Schemata 





t 6 @ 6 | 5—& 0 —& 
0 3—8 0 | (9 10 «0 
00 1 0] 10 0 8 &}? 
100 0 38 | 0 0 0 1 | 
das negative fiir die durch 
lt @ @ ®@ 3 0 —& —8& 
0 ft 8 € 0 3 —&’ —& 
0 0 &. 0 6 © : 0 
o @ @ 3 9 O O 1 


dargestellten Repriisentanten der nicht iquivalenten Classen giiltig ist. 
Ich will hier eine Umformung dieser Gleichungen in drei andere vor- 
nehmen, welche nur drei der #-Functionen des vorgelegten und die- 
selben drei des transformirten Systemes enthalten und die eine der 
Modulargleichung dritter Ordnung fiir die elliptischen Functionen 


Vx -Vitpl—e-fY~i—#P=1 


analoge Form annehmen. 








162 Ueber Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen. 


Setzt man niimlich 
Heh Rm gt 
so ergeben sich vermége der bekannten Relationen 
0,4 — 1, = O, + @,! und 9,1 — 94, = 01, + 9,1 


die Ausdriicke: 


Or; a 7 : 1 Bi y 1 4 
6, ~ _ oe ed eek ee 
und es geht somit die zweite der oben aufgestellten sechs Gleichun- 
gen in 
(a) (1 — 2§ —yn)* = (1— at —y') 1— 8 — 9") 
iiber. 
Ebenso folgen, wenn 
Oo aul Des — 4 


0, °’? @, 
gesetzt wird, vermége der Beziehungen 
4 ms — A 4 [me ms oA 
0; niga 0; = Os. sg 0; ? 3; d;, = 95, + Dos) 


die Gleichungen 


As, ; Dos ) 
ee ee 


und es ergiebt sich somit-aus der ersten der obigen Gleichungen: 
(B) (1 —yn—zo)* = (1—y'—2*) (1—n*—0). 
Aus den Gleichungen (1) erhilt man ferner leicht *): 
0, 3, — 90,9, — O,,3,, — GO, %, = O39, — O,,7 
oder wenn 


12? 


O. = mM Ss ang . se os an 8 
0, ’ 6, P; 2. U, a. 


gesetzt wird, mit Benutzung der obigen Bezeichnungen die Gleichung 
(y) 1 — x§ — yy — 2 = mu—pz. 

Nun gehen aber die bekannten @-Relationen 

0,7 0,2 = 02, 02,4 07,02, , 9,2 0,2 = 02, 02,4 92, 02, 

Or, 0,” =F 0%; 0,’ + 0," 0: ? Bro a," _ re a, + d,° t 4 
nach den obigen Festsetzungen in 


*) S. meine erste Arbeit iiber die Transformation der Abelschen Functionen 
Crelle Band 64). . 





Ueber Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen. 
p=HFreitmy , w= e+ ux’, 
m? = y? p? + Y1i—at§— y'- V1 — y' — 2! 
wu? = ya? + V1 — EY — gt 1 — gt — §4 
iiber, woraus leicht die Gréssen mu und pa in der Form 
mu V(1-- y') (In) = 


/ aty2a? + Y/(1—at—y') (l—y'— 24) V Ene? + /(1—E'—9) (1—n!' — €4) 





px V(1l—y') (1 — 7!) = 


/ J = 
V ety Voy) (1—y'—2!) VBE + yy (1899) (18) 


zu entwickeln sind. 

Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichung (y) ein, so erhiilt 
man mit Hinzunahme von (a) und (f) die folgenden drei, - Stelle 
der Modulargleichungen vertretenden Gleichungen in 2, y, 2: 


(a) (l—a2&—yy)' = (1l—at—y*) (1 — §'— 9) 
(6) Q—y—2zh)!' = d—y'—2') d—yt— 4) 
(ec) (1 —v&—yn—2z8 Y(1—y') A—7 = 


V/ wy 24+ //( l—-z ty!) (1—y!—z") / ee +7 0—8'—9") (1—9'—8) 


— PV eetty Vay) (Lye) BC+? A= 8 9) (165) 


Ich will schliesslich noch bemerken, dass ebenso wenig wie man 
in der Theorie der elliptischen Functionen die Gleichung 


Vuk + Vx,4, = 1 
als die zur Transformation dritten Grades gehérige Modulargleichung 
betrachten darf, da dieselbe durch Einfiihrung der Gréssen 


4 oa cs nN ® 
Vx = 9(t), Vi =9(r’')*) 
fremde, nicht zu den Repriisentanten der unter einander nicht iiqui- 


valenten Classen gehérige Factoren annimmt, die obigen Gleichungen 
(a), (b), (ce) die wahren Modulargleichungen der hyperelliptischen 


*) §. die Auseinandersetzungen in meiner Schrift: Die Transformation, die 
Multiplication und die Modulargleichungen der elliptischen Functionen (Teubner, 
1868). 








164 Ueber Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen. 


Punctionen erster Ordnung fiir die Transformation, dritten Grades dar- 
stellen; es wird sich vielmehr darum handeln — und hierauf beab- 
sichtige ich niachstens zuriickzukommen — Gleichungen herzustellen 
unter Gréssen, die in bestimmter Weise aus den Integralmoduln x, 4, 
uw, c, l, m zusammengesetzt sind und fiir welche die Zahl der zusam- 
mengehorigen Lésungen gerade die der Repriisentanten der nicht iiqui- 
valenten Classen, d. h. 
1+ 3! +4 324 33 = 40 


ist. 


Greifswald im November 1868. 








Die Differentialgleichung der Perioden der hyperellipti- 
schen Functionen erster Ordnung. 


Von K6nIGSBERGER in GREIFSWALD. 


Ich beabsichtige in der vorliegenden Note die Differentialgleichung 
der Perioden der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung zu ent- 
wickeln, welche der fiir die elliptischen Functionen von Legendre 


gefundenen 
9 OK / € 2 oK 
w(1—x*) =e + (1-32) — —x K=0 


analog ist, und zwar nach einer Methode, welche genau in derselben 
Weise angewandt fiir die hyperelliptischen Functionen beliebiger Ord- 
nung zur Herstellung der linearen Differentialgleichung fiihrt, der die 
zugehérigen Perioden geniigen. 
Setzt man nimlich, wenn 
R (a) = x (1—2) (1 — x? x) (1 — Ax) (1— pa) 


ist , 
4 
la xdx 
K= { - K’= | 
% V R (2) . ¢ VR (a) : 
: : 
wdx wdx 
E = E’ = } 
¢ VR(a)’  VR(a)’ 


vw 


worn K und K’ vollstindige Integrale erster Gattung, FE und E 
solche zweiter Gattung bedeuten, so ergeben sich ‘zuerst sehr leicht 
die folgenden drei Differentialgleichungen : 


7 _ 1 OK’ OE 
(1) a= *% On - On 
9 . £ a... ae 
(2) S-75-* Ge 
‘ , 1 OF OF’ 
(3) i = " On = On 


Zur Herleitung der vierten Differentialgleichung wenden wir nun- 
mehr das folgende Verfahren an. 
Es ist 
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(a) d 


1 1 
aw " 2 t— " (a om y) 
i x x 


VR (x) Ps. 1 R' (2) 5 R (x) | _ dx : 
3 : : | VR (x) , 
setzt man nun 


R(e) = A(u — 5) + B(x — +) + («— a) 
+D(«—3) + E (@— 3), 


worin : 
AxS = Ay? — x2? — x2 A? 4 xt — eA? + ete? + 2? — x8 
Bat = 40? —3 x? Pu? —3 x? yw? —3 x2 12+ 2x vw? +2x!2?+2x'!— x! 
CU x* = 6A? — 3x70? — 3x7 + wt — 3 rt wt st wth? 
D =4 A u?*— x? uw? = 2? — x? hw? 
E =#2 4’, 

so ergiebt sich leicht aus (a): 


VR (2) o.. A da 


xz 4 3 (a — a )VR (x) 


” 


C 1 F 1\2 3 ; 1\3 dx 
t—_— => D(a — > E (x — > ; 
[' ( *) ? ( ’) T 3 ( “) | V B («) 
oder 


ia dx 
(B) J (« — 1) VR (a) 


d 


" € ; 1 22 7s. 1\2 3E /. 1\3 dx 
= Jla@-#) +4 G2) +4 0-4) ] rn 
0 
_ 2 . VR) 
A 1 
Ca 


- J [pe 4+ Qa? + Re +5] eo 4 7,-Ro,...... 


VRix - 
’ (a) e—- 
wenn 
3E ‘ 
= Px? 
A 
9E 2D 9 
“iv 2 oo 
9E 4D C 9 
Axt” Ax? + _— Tix 
3E , 2D C 


_* } 
~i9 97 A ~ ame 
gesetzt wird. 
Da nun ausserdem, wie unmittelbar zu sehen, die Gleichung be- 


steht . 
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1 

, dx oK 

i —*-<ee 
J) (a—wx) VR) vis 

so ergiebt sich aus (8) die gesuchte vierte Differentialgleichung in der 

Form: 


OK 1 , QT , y 
(4) x +K=P.F+Q.E+R.K +8S.K, 
worin 
_ re , 
p ‘ AP? + 2x2 ue? + 22d? + 2x21? u? 
— Vx = A —_—— —_—_—— 
— Ret ae Ew wet ee et ut hy? + utd 
ee i_-” wag 
a a 
Ax! 


Aus den vier gleichzeitigen Differentialgleichungen (1), (2), (3), (4) 
in den Gréssen 
K,K',E,£E 
folgt unmittelbar die lineare Differentialgleichung vierter Orduung fiir 
die Perioden der hyperelliptischen Functionen erster Ordnung, deren 
allgemeines Integral, wenn 








% i] is dix 
- dx Or 
Ky ra | VR (x) Hrs wa J VR («) 
2 
, dx : dx 
‘ca V R (2) ani ~< V BR (x) 


ue * 

(Ky =iK, , iKy = iKy, + iK,, 
gesetzt wird, durch 

C, Ky, + OC, Ky + GyiKy’ + 0, 6K,’ 
dargestellt wird, worin C,, C,, C,, C, beliebige Constanten hedeuten. 

In derselben Weise wird die Differentialgleichung der Perioden 

fiir die hyperelliptischen Functionen o'* Ordnrug entwickelt, deren 
Ordnung alsdann die 2 9" ist. 


Greifswald im November 1868. 














Berichtigung eines Satzes von Abel, die Darstellung der 
algebraischen Functionen betreffend. 


Von K6niGSBERGER in GREIFSWALD. 


In der beriihmten Arbeit ,,Beweis der Unmdglichkeit, algebraische 
Gleichungen von héheren Graden als dem vierten allgemein aufzu- 
lésen“**) giebt Abel eine Eintheilung der algebraischen Functionen 
nach Ordnung und Grad und zeigt, dass jede algebraische Function v 
von der Ordnung pw und dem Grade m (nach den dort gegebenen 
Definitionen) in der Form 

1 2 n—1 
(1) O=G+UP + Gp + --*+ Map" 
darstellbar ist, worin q), 4, -++ » Ga—-1 Functionen von der w'" Ord- 
nung und héchstens vom m— 1' Grade und p eine Function von der 
w—1' Ordnung ist, deren n° Wurzel nicht rational durch q,, q,, «--; 
G@a—1 ausgedritckt werden kann. Um nun den fiir die Theorie der 
Gleichungen sehr wichtigen Satz herzuleiten, dass, wenn eine Glei- 
chung algebraisch auflésbar ist, man der Wurzel stets eine solche 
Form geben kann, dass sich alle algebraischen Functionen, aus denen 
sie zusammengesetzt ist, als rationale Functionen der Wurzeln der 


gegebenen Gleichung darstellen lassen, war es néthig, die Form (1) 
1 


so umzugestalten, dass der Coefficient von p” die Einheit ist, und 
hier hat sich bei Abel ein Fehler eingeschlichen, der auf die dort 
gemachten Schliisse ohne Einfluss geblieben und den ich an dieser 
Stelle nur deshalb ein fiir allemal berichtigen will, weil derselbe auch 
in die beiden Ausgaben des cours @algébre von Serret iibergegangen ist. 

Es wird namlich, wenn 4, eine von den Groéssen 

Yo % 2 +++ In—1 

bedeutet, welche nicht Null ist, und 
(2) T° pt = Pp, 
gesetzt wird, die Form der algebraischen Function in 


*) Journal fiir Mathematik von Crelle Band 1. 





Ueber einen Satz von Abel. 


1 Zz n—1 

(3) V=MH +P tM Terma ry” 
iibergehen; jedoch ist nicht, wie Abel es ausspricht, p, eine alge- 
braische Function von der Ordnung »—1, folglich nicht zuzugeben, dass 
die durch (1) dargestellte algebraische Function v genau in derselben 
1 
Weise durch (3) dargestellt. wiire, worin nur der Coefficient von p,” 
die Einheit sei. Vielmehr ist unmittelbar aus der Substitution (2) zu 
ersehen, dass die neue Function p, ebenso wie q, eine Function von 
der Ordnung w und hiéchstens vom Grade m—1 ist, aber eine so be- 
schaffene Function von der Ordnung uw, dass die n'* Wurzel daraus, 


wie aus 
1 a 


Py” = Pp” - Me 
hervorgeht, auch noch eine Function derselben Ordnung bleibt. Es 
ist also die transformirte Form (3) nicht mehr geordnet nach Poten- 
zen der n'** Wurzel aus einer Function der w—1' Ordnung, sondern 
geordnet nach Potenzen der »'*" Wurzel aus einer Specialfunction u'* 
Ordnung, deren n'*e Wurzel wiederum eine Function der uw" Ordnung 
ist; und es lautet somit der auf Grund dieser Auseinandersetzungen 
berichtigte Hiilfssatz von Abel folgendermassen : 
Wenn v eine algebraische Function von der Ordnung w und dem 
Grade m ist, so kann man immer setzen: 
1 2 n—1 
Y= Http "t+ P* tet wip", 
worin » eine Primzahl, gq, q,--- Qn—1 algebraische Functionen von 
der Ordnung w und hoéchstens vom Grade m—1 sind und p eine 
1 


ebensolche Function ist, jedoch so beschaffen, dass auch p” von der 
ws Ordnung ist und sich nicht durch eine rationale Function von 
do» o> Igy +++ Qn—1 ausdriicken lisst. 


Greifswald im November 1868. 


















Ueber die Curven, fiir welche die Classe der zugehérigen 
Abel’schen Functionen p= 2 ist. 


Von A. Cresson in GOrTINGEN. 


Die Curven des Geschlechts p= 2 haben als Normalcurve eine 
Curve 4'* Ordnung mit einem Doppelpunkt, oder, was dasselbe ist, 
die Coordinaten eines Punktes der Curve sind rationale Functionen von 
4A und YL, wo L eine ganze Function 6" Grades des willkiirlichen 
Parameters 4 ist. Die Darstellung dieser Coordinaten als solche Func- 
tion, welche ich in der von Hrn. Gordan und mir herausgegebenen 
», Theorie der Abel’schen Functionen“ gegeben habe, bedarf, wie 
ich einer Mittheilung meines verehrten Freundes Cremona verdanke, 
einer Correction *), weswegen ich dieselbe hier nochmals ausfiih- 
ren will. 

Ausser den ts = Doppelpunkten wiihle ich beliebig auf 
der Curve 2n — 2 feste Punkte, und lege durch sie alle ein System 
von Curven (n—1)'* Ordnung. Diese Curven miissen dann 


n—1.n—2 n.n+1 ‘ 
natn? 24 2n—2 = * "tt _ 3 


linearen Bedingungen geniigen, und die Gleichung des Systems wird 
also 

a + %H + 9, = 0, 
wo die @ specielle Curven des Systems sind, welche nicht einem Biischel 
angehéren, und die « willkiirliche Parameter bedeuten. Wenn man 
nun durch die eindeutigen Transformationen 


OY = YP: ( , X, , X3) 
0 Yo = Po (% , Xz X3) 
OY; = Ps (X , Ly y %) 
die gegebene Curve / (2, , , , x) = O in eine Curve 
FY, 5 Y25 Ys) = 0 


*) Es ist a. a. O. p. 77, Z. 9 v. o. das Wort ,,beliebig“, p. 79, Z. 6 v. o. die 
Worte ,,einen ausgenommen“ zu streichen. . 
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iiberfiihrt, so erhiilt man die x dabei als homogene Functionen der y: 
6 x, = Dy (Y 1 Yo » Ys) 
GL, = Dy (Y; 5 Yo » Ys) 
6 xr, = D; (Y; , Yo » Ys) 
und die Curve #' = 0 ist von der Ordnung (vgl. a. a. O. p. 55) 
n(n—1) — (2n—2) — {(n—1) (n—2) — 4) = 4, 
also eine Curve 4'** Ordnung mit einem Doppelpunkt. 
Jedem System von 4 Punkten, in welchen eine Curve 
aD, + & p, + & gp, = 0 
die Curve f = O (ausser den festen Schnittpunkten) noch schneidet, 
entspricht das System der vier Punkte, in welchen die Gerade 
GY, + & Y + ay, = 0 
die neue Curve /’ = 0 schneidet. Betrachten wir unter den letztern 
Geraden insbesondere diejenigen, welche durch den Doppelpunkt von 
J’ = 0 gehen. Diese, und diese Geraden allein, haben die Higen- 
schaft, dass fiir alle Geraden des aus ihnen gebildeten Biischels zwei 
Schnittpunkte fest liegen, nimlich die im Doppelpunkt von F’ = 0 
vereinigten. Ist aber fiir die Geraden dieses Biischels 4 ein Parameter, 
und 
a =a, + Ab, 
Oy a, + Ab, 
a, =a, + 4b,, 


so dass 


a,b, —b,a, , a,b, —ba , ab, —d,a, 
die Coordinaten des Doppelpunktes von F’ = 0 sind, so ist der ent- 


sprechende Curvenbiischel 


(4, Py + 4, Py + 43 3) + AD, M +b. Po + 43 Ys) = 
ein solcher, welcher mit /—=0 ausser den oben genannten a = ~-+2n—4 
Punkten noch zwei weitere gemein hat, also einen om. , als im All- 
gemeinen geschehen kann. Wihrend im Allgemeinen durch jeden 
weitern auf / = 0 gewiihlten festen Punkt ein Biischel von Curven 
y = 0 bestimmt wird, welcher die Curve f= 0 in drei beweglichen 
Punkten schneidet, sieht man hier einen solchen besondern Biischel 
vor sich, bei welchem noch einer dieser beiden Punkte fest geworden 
ist. Man hat somit folgenden Satz: 

Zu je 2n —2 Punkten von f = O giebt es immer ein, 
und nur ein, Punktepaar auf f = 0, welches mit jenen 
und den Doppelpunkten von f=0 Grundpunkte eines Bii- 
schels bildet, welcher f=0 nur in zwei beweglichen Punk- 
ten schneidet. 
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Legt man als gy, = 0 und g, = 0 zwei Cyrven eines solchen 
Biischels zu Grunde, so gehen die Geraden y, = 0 , y, = 0 durch 


den Doppelpunkt von /’= 0; und setzt man also y, = Ay, , so muss 
F = 0 in die Form iibergehen 
Py. + 2Qyy, + Ry? = 0, 

wo P,@, & rationale Functionen von 4 sind, die respective die Grade 
2,3,4 haben. Daher wird y, : y, eine rationale Function von 4 und 
von /) Y@ — PKR, von der Quadratwurzel aus einem Ausdruck sechsten 
Grades. Daher werden auch die «, welche rationale Functionen der 
y waren, jetzt rationale Functionen von 4 und fp Y@* — PLR, was die 
gesuchte Darstellung liefert. Der eben gefundene Biischel giebt aber 
auch sofort das Mittel, die a. a. O. p. 77 gegebene Darstellungsweise 
durchzufiihren. 


Gottingen, den 21. October 1868. 

































Ueber die Invarianten der einfachsten Systeme simultaner 
binirer Formen. 


Von A. Besser in Sr. Petrerssure. 


§. 1. 

Aus der allgemeinen Theorie der Invariauten, wie sie von H. Aron- 
hold im 62. Bande des Borchardt’schen Journals entwickelt worden 
ist, geht hervor, dass jede Invariante einer gegebenen Form oder eines 
gegebenen Formensystems eine algebraische Function gewisser Funda- 
mentalinvarianten der Form oder des Systems ist. Es ist interessant, 
die Beschaffenheit dieser algebraischen Function fiir einzelne Formen und 
Formensysteme niiher zu untersuchen. So gelangt z. B. H. Hermite 
in semer Abhandlung ,,Sur la résolution de l’équation du cinquieme 
degré“ zu dem eleganten Lehrsatz, dass jede Invariante einer biniiren 
Form 5'* Grades sich als eine ganze rationale Function der 3 Funda- 
mentalinvarianten und der Invariante 18° Grades, welche gleich der 
Quadratwurzel aus einer ganzen Function jener 3 Invarianten ist, dar- 
stellen liisst. Ich habe gefunden, dass mehrere Systeme simultaner 
biniirer Formen einer ganz iihnlichen Behandlung, wie die Form 5' 
Grades, zugiinglich sind, und bin dadurch zu ganz analogen Theo- 
remen gefiihrt worden. Der leichtern Verstiindigung willen werde ich 
die Hermite’sche Unterscheidung directer und windschiefer Invarian- 
ten (inv. directs und inv. gauches) beibehalten. Ist niimlich 


—(A,,B,,..) =e (a, &,..--), (1) 

wo a; ,0;,... die Coefficienten der gegebenen Formen, 4;, B;,... 

die der transformirten Formen, 7 der Modul der linearen Substitution, 

[ so ist nach Hermite die Invariante » (a;,b;,...) eine directe, 


wenn 4 eine gerade Zahl ist, im entgegengesetzten Falle eine wind- 
schiefe. Im letztern Falle iindert @ (a;,b;,...) das Zeichen, wenn 
man die beiden Variabeln «, und x, mit einander vertauscht. Denn 
diese Vertauschung kommt auf die Substitution 7, = X, , #, = X, 
hinaus, deren Modul gleich —1 ist. Die Vertauschung der beiden 
Variabeln ist aber auch gleichbedeutend mit der Umkehrung der Reihen- 
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folge der Coefficienten jeder einzelnen gegebenen Form, Fiihrt man 
also fiir die gegebenen Formen folgende Bezeichnung ein: 


U= 4,41 + mary "2, +... , v=baitn b, x Qo Me dee aaa 
so kénnen die windschiefen Invarianten auch als solehe definirt werden, 
welche das Zeichen iindern, wenn man a; mit a@,,_; , ); mit b,_; , U.S. W. 
vertauscht, wiihrend die directen Invarianten dabei unveriindert bleiben. 

Der Exponent 4 spielt bei der soeben eingefiihrten Bezeichnung 
der Formen noch eine andere Rolle. Jede Invariante hat nimlich die 
Kigenschaft, dass die Summe der Indices der Coefficienten in allen 
ihren Gliedern dieselbe, und zwar gleich 4 ist. Denn vertauscht man 
%, mit @x,, ohne 2, zu iindern, so muss, da dies eine Substitution 
vom Modul @ ist, die Invariante 


P (dy 49, 4,0", «+. bg, D,0,...) = op (dy , A, My... by y +++) 


0? 
werden, was nur dann mdglich ist, wenn in jedem Gliede der Inva- 
riante m die Summe aller Indices = 4 ist. Ich werde diese Summe 
nach H. Fiedler’s Vorgange das Gewicht der Invariante nennen. 
Ist die Invariante (a; , b;,...) in Bezug auf die Coefficienten jeder 
einzelnen Form homogen, und zwar in Bezug auf die der Form wu vom 
Grade uw, in Bezug auf die der Form v vom Grade v, u. s. w., so ist 


A=t(mup+nv-+...), (2) 
wie man sofort einsieht, wenn man sich in die Gleichung (1) fiir die 
Coefficienten A;, B;,... deren Werthe als Functionen der a; , b;, ... 


und der Substitutionscoefficienten substituirt denkt, wodurch diese Glei- 
chung identisch werden muss. Ich werde mich in nachstehenden Un- 
tersuchungen auf solche Invarianten beschriinken, die in Bezug auf die 
Coefficienten jeder einzelnen Form homogen sind, da jede andere In- 
variante sich durch Invarianten der eben angegebenen Beschaffenheit 
linear ausdriicken liisst, wie man sich leicht iiberzeugt, indem man, 
wenn etwa (a;,);,...) in Bezug auf die a; nicht homogen ist, oa; 
statt a;, und folglich auch 9 A; statt A;, schreibt und die Coefficienten 
der einzelnen Potenzen von g in beiden Theilen der Gleichung (1) mit 
einander vergleicht. 


§. 2. 


1. Das System zweier quadratischer biniirer Formen. 
Zwei simultane quadratische Formen w= a,,%,?-+- 2,92; % + dy94,”, 
vo = bb, 2°+2b,. 2, 2, + b,.%,? haben bekanntlich folgende 3 In- 
varianten : 
A = Ay, 4y,—ai, , 2B = ayy b 99+ Gy9b,,—24,,),, , C= b,,b,.—D?,. 
Es lisst sich nachweisen, dass jede Invariante der Formen w und v 
eine ganze rationale Function dieser 3 Invariantep ist. (In dieser Ab- 
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handlung ist durchgiingig nur von solchen Invarianten die Rede, welche 
ganze Functionen der Coefficienten sind.) Ich wende zu diesem Zweck 
eine Substitution vom Modul 1 an, welche die Form uw in 2a, X, X, 
verwandelt. Geht alsdann zugleich v in b, X,? + 2b, X, X, + b, X,? 
iiber, so nehmen die Transformationsrelationen die Gestalt an: 


a —a,b,=8B , b,b,—b,? = C. 





_ 
—a, 
Hieraus folgt: 
B a 
a,=V(—A) , b=—- Fm bb, = C— r (1) 
Ks ist nun offenbar, da die Coefficienten der iiussern Glieder in der 
transformirten Form u verschwinden, jede Invariante des Systems 


P (yy » Uyz » Mp » Dy Dye y Dye) = ay Y (by, b, , be), 
wo v der Grad der Invariante m in Bezug auf die Coefficienten von 
wu, und ~ eine ganze rationale Function ist. Versteht man nun unter 
vy’ den Grad von g in Bezug auf die Coefficienten von v, so ist das 
Gewicht der Invariante m gleich v-+ v’, mithin die Summe der Indices 
in jedem Gliede von w gleich v’. Es hat nun jedes Glied von yw bis 
auf eine numerische Constante die Gestalt 
b? bt b ) 

wop+tq+s =v’. Da nun gleichfalls O.p+1.q¢q+2.s =v’ 
sein soll, so ergiebt sich »—s. Mithin ist ~ eine ganze rationale 
Function von %, und dem Product },b,. Es folgt hieraus zuniichst, 
dass 2 simultane quadratische Formen keine Invariante von ungera- 
dem Grade oder, was hier dasselbe ist, von ungeradem Gewicht, haben 
kénnen. Denn eine solche Invariante miisste das Zeichen iindern, 
wenn man b, mit », vertauscht, was offenbar unméglich ist, wenn 
diese 2 Coefficienten nicht anders, als im Product b, b, vorkommen. 
Setzt man in wy fiir b, und b,b, die oben erhaltenen Werthe ein, so 
wird 


P (yy > Uo y Gor y Vy 5 Dy y Dy) = (— A)? f[(A,B,C), (2) 


ee > ° <i ° . 
wo f eine ganze rationale Function, und —;— eine ganze Zahl ist, 


weil v+ v’ stets gerade sein muss. Diese Gleichung ist zwar unter 
der Voraussetzung hergeleitet, dass sich uw in 2a, X,X, verwandeln 
lasse, was natiirlich nur dann mdéglich ist, wenn A nicht verschwindet. 
Ist aber die Gleichung fiir alle Werthe von B und C und alle Werthe 
von A ausser A =O giiltig, so muss sie offenbar auch fiir A = 0 
fortbestehen. Denn giebt man allen Coefficienten, ausser einem der 
Coefficienten von uw, etwa a,,, beliebige constante Werthe, so ist die 
Gleichung (2), oder, wie man sie, falls »y <v’ ist, auch schreiben 
kann 
12* 











Ueber simultane binire Formen. 


vr 


(—A)? .9p =f(A,B,C)°* 

fiir alle Werthe der Variabeln a,,, ausser a,, = 4,4), erwiesen. 
Alsdann ist sie aber nothwendig identisch, und folglich auch fiir 
Ayo = V4444%, A. h. fiir A =O, richtig. Es ist nun auch klar, dass 
v—yv 
{(A,B,C), falls v < v’ ist, durch A *  theilbar sein muss: da die 
3 Invarianten A , B , C von einander unabhiingig sind, so kénnte eine 
wesentlich gebrochene Function derselben, deren Nenner eine Potenz 
von A ist, unméglich gleich einer ganzen Function p der Coefficienten 
a; und 6; sein. 

Es ist also jede Invariante zweier simultaner quadra- 
tischer binirer Formen eine ganze rationale Function der 
3 Fundamentalinvarianten A,B,C. 

Wenn v’ > » ist, so kommt man rascher zum Ziele, wenn man 
eine solche Substitution vom Modul 1 wihlt, dass + dem Producte der 
neuen Variabeln proportional werde: dann erhilt man fiir m unmitel- 
bar eine ganze Function von A, B,C, indem an die Stelle der Glei- 
chung (2) folgende tritt: 


9 =C* f(A, B,C). 


v7—? . “)° a . . . 
wo —.— eine positive ganze Zahl, und /, eine ganze rationale Function 


ist. Ich habe jedoch die obige Beweisfiihrung nicht iibergehen wollen, 
‘ - 
weil dieselbe auch auf andere Systeme von biniren Formen anwend- 


bar ist. 
Das in Rede stehende Formensystem hat bekanntlich eine quadra- 

tische Covariante w = u,v, — Uy¥, = Wy, 2)? + 2 WH, ty + Wyt,”, 

wo u,,%, und v,,¥v, resp. die halben Ableitungen von w und v be- 


zeichnen. Diese Covariante hingt mit « und v folgendermassen zu- 
sammen : 


w? = — (Av? — 2 Buv+ Cr’), 
wihrend die Coefficienten derselben folgenden Relationen geniigen : 
W144 Aggy — 2 Wyo Ag + Wo Ay, = 0, 
W41 Dog — 2 Wi Dyy + Wy Dy, = 0, 
. . ee Y 22 %) 
Wi, Wo, — w?, = AC — B**). 


Diese Relationen werden in der Folge 6fter zur Anwendung kommen. 


*) S. Cayley, Fifth memoir upon Quantics, Phil. Trans. Bd. 148, oder 
Clebsch e Gordan, Sulla rappresentazione tipica delle forme binarie §. 1, 
Anali di Matematica, Serie IT, Tomo I. : 
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2. Das System dreier quadratischer binirer Formen. 


‘ M ~ 2 6 a) yp 5 5 
Es seien & = @4,%,? + 2 Gy. %, Xo + Aya? » v = 5, 7,?+..., 

6 ° . ° ° : * 
w= C,,",7 +... drei beliebige quadratische Formen. Setzt’ man sym- 
bolisch «= a3 =aZ=—...,9=b=—b2=—..., Oe ci=Z=..., 


so lassen sich deren 6 Invarianten 2'°" Grades mittels der von H.Clebsch 
mehrfach angewandten Bezeichnung folgendermassen darstellen 


? B= + (0 b’)? ? C= + (e cy ? D= $ (b c) ? 
E=x=j(ca? , F=}j}(abd). 


Bildet man die 3 Covarianten 


A=t/(aa') 








p=pi=—(be) bce , G=— G2 =(Ca) tea, , r=} = (ab) a,b, 
und fiigt sie zu den 3 gegebenen Formen hinzu, so hat das so erwei- 
terte System noch folgende simultane Invarianten: 

(pa)? , (qb)? , (re), (1) 
wihrend alle iibrigen iihnlicher Gestalt, wie z. B. (pb)? , (pe), iden- 
tisch Null sind. Setzt man in dem symbolischen Ausdruck von p 
L, = My » Ly = — a, , SO findet man 

(pa)? = (be) (ba) (ea). 
Auf iihnliche Weise ergiebt sich, dass (qb)? = (ea) (cb) (ab), und 
rc)? = (ab) (ac) (be). Es sind mithin alle 5 Invarianten (1) einander 
gleich. Um den wirklichen Ausdruck dieser Invariante leichter zu 
finden, bemerke ich zuniichst, dass 


} Se b, ‘Ay C, b, c 
(ab) (ac) (b c) = a,’ b,? ¢,’ & maine 1) (a, _ 3 (7; = 3) 


| a ay\? ‘ » | 
1 - ’ a Aa, Ge? 
Ag ay ” - 


y = (|b? 06,6, 6,?|. 


9 
c Cy \* ‘ 

1 ! ( ‘) c,' Cy Ce a,” 
Cy Cy : 


}%1; Ue (ty | 


| 


(Or Dip byg| = 2K, 


, o 
as 6% 6S 


Setzt man also 


¢ 


so ist K eine Invariante 3" Grades, welche durch jeden der 4 Aus- 
driicke 

4 (ab) (ac) (be) , 4(pa)? , £(qb) , $(reP 
symbolisch dargestellt werden kann. Diese Invariante ist eine wind- 
schiefe, denn nach Gleichung (2) §. 1 findet man fiir den vorliegen- 
den Fall 4= 3. Sie kann also jedenfalls keine rationale Function 
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der obigen 6 directen Invarianten sein. Fiir das Quadrat von K findet 
man mittels des von HH. Clebsch und Gordan angewandten Ver- 


Ai, Uo Ago) |g —2ay. A, AFE 
K? = £ dy, Dig Dao] - |bog —2b,. b,,| = |F BD). (2) 
Cry Cg Coa | | Cog Begg Cy EDC 


Da man aus den 3 Gleichungen, welche u,v ,w als Functionen 
von z, und x, bestimmen, diese beiden Variabeln eliminiren kann, so 
muss offenbar zwischen uw, v und w eine identische Relation stattfinden. 
Diese Relation kann folgendermassen dargestellt werden: 
AF Eu 
FBOD vv 
ED Cw : 
u v w 0 

oder: 

Lew + Me’? + Nw+2Pew+2Q@wut+2Ruv = 0. (3) 
wo L,M,... die ersten Minoren der Determinante (2) bezeichnen. 
Was die Herleitung dieser Relation, wie auch der folgenden: 

K(v,w,—v,w,) = 4 O'(u) , K(w,u, — w.u,) = ££ O'(v), (4) 

K (u,v. — Uy) = 4 O'(w) , 

betrifft, wo ® den ersten Theil der Gleichung (3) bezeichnet, so ver- 

weise ich auf die schon citirte Abhandlung der HH. Clebsch und 
Gordan. 

Ich werde jetzt den Ausdruck einer beliebigen Invariante unter- 
suchen. Geht « in Folge einer linearen Substitution vom Modul 1 in 
2a,X, X, iiber, wiihrend 
v= b, X,?+ 2b, X, X, + b, X,? und w= « X,? + 2¢, X, X, + ¢,X,? 
wird , so ist 

—@,*=A , &b—b?>=—=B , eo—c%7 =C, 
bye, + b,6,—2b,ce, = 2D , —aeg=—=D , —ab=—F. 
Hieraus ergiebt sich 
a, = V(—A) », b=— om C7 Q*— = 
( 


V2 E 
hhnD= =~ ». an0--=-: 


A A 
AD—EF 
§ (Dp Cy + yb.) = A 


t (by Ct, — Cyb,)? = t (be + % b,)° sass bo b, - GC 
= — = (ABC—AD*— BE?— CF? +2 DEF) 
bc, — 4, (AD—EF—y—AyM), | 


. . (6) 
bg = + (AD — EF+ V—A V M) 7 
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wo der Kiirze halber ABC — AD? — BE? — CF? +2DEF = M 
gesetzt ist. 

Bildet man die Invariante K aus den Coefficienten der transfor- 
mirten Formen, so findet man 

K = fa, (,.q —be.) = VM, 
was auch mit Gleichung (2) iibereinstimmt. 

Ich werde nun nachweisen, dass die 4 Coefficienten b,, b,, ¢, 
in keiner Invariante anders vorkommen kénnen, als in den Verbin- 
dungen by b, , cy), by¢, und b,c,. Jede Invariante nimmt, aus Coef- 
ficienten der transformirten Formen gebildet, die Gestalt 


Cy 


1 ly a a ” 
a (dy, dy, by, Oy, | y Cy) 


an, wo v den Grad derselben in Bezug auf die Coefficienten von u, 
und w eine ganze rationale Function bezeichnet. Ist nun die Inva- 
riante vom Grade v’ in Bezug auf die Coefficienten von v, und vom 
Grade v” in Bezug auf die der Form w, so ist das Gewicht derselben 
=v-+v’'+v", und mithin die Summe der Indices in jedem Gliede 
von w gleich v’+ v”. Mithin muss in jedem Gliede von w die An- 
zahl der Factoren }, und c,, deren Indices den Mittelwerth 1 iiber- 
steigen, eben so gross sein, wie die der Factoren ), und ¢,, deren 
Indices unter demselben zuriickbleiben, und folglich kann y als eine 
ganze Function der Coefficienten b, und ¢, und obiger 4 Producte an- 
gesehen werden. 

Die weitcre Untersuchung hiingt davon ab, ob das Gewicht (hier 
zugleich der Grad) der betreffenden Invariante gerade oder ungerade ist. 

1. Ist y+ v’ + v” gerade, so enthiilt jedes Glied der Invariante 
nothwendig eine gerade Anzahl von Coefficienten mit dem Index 1, 
und setzt man in die Function ~ die Werthe (5) und (6) ein, so ver- 
schwinden folglich die Quadratwurzeln, welche die Coefticienten a, ,, , ¢, 
mit sich bringen, und die Invariante reducirt sich auf einen Ausdruck 
von der Form 

P+Qy-—AvV uM, (7) 

wo P und Q rationale Functionen der 6 Fundamentalinvarianten sind, 
welche nur eine Potenz von A im Nenner haben kénnen. Die in 
Rede stehende Invariante muss aber, weil ihr Gewicht gerade ist (§. 1), 
unveriindert bleiben, wenn man gleichzeitig b, mit b,, und ¢, mit ¢, 
vertauscht. In Folge dieser Vertauschung gehen nur die Producte b,c, 
und b,¢, in einander iiber, wiihrend alles Uebrige wnveriindert bleibt; 
und da die Werthe (6) dieser Producte sich nur durch das Vorzeichen 
von VY M von einander unterscheiden, so darf also auf den Ausdruck 
(7) eine Aenderung des Zeichens von / WM keinen Einfluss haben, d. h. 
es muss 


P+ Qy—AVM=P—Qy—AVM 
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sein, woraus Y= () folgt. Mithin ist die zu untersuchende Invariante 
= P. Es lisst sich nun ebenso wie in §. 2 nachweisen, dass diese 
Gleichheit auch fiir den Fall A = 0 fortbestehen muss, obgleich in 
diesem Falle die obige Transformation nicht ausfiihrbar ist, und dass 
P nothwendig eine ganze Function der 6 Invarianten 2'" Grades ist. 
Man hat mithin folgendes Theorem: 

»Jede directe Invariante dreier simultaner quadratischer biniirer 
Formen ist eine ganze rationale Function der 6 Invarianten A, B, C, 
D, E und F.“ 

2. Ist das Gewicht v+ v’+ vy” ungerade, so muss jedes Glied 
der Invariante eine ungerade Anzahl von Coefficienten mit dem Index 1 
enthalten, und der Ausdruck der Invariante nimmt folglich, wenn man 
die Werthe (5) und (6) substituirt, folgende Gestalt an: 


V—A(R+SyY-—-AVM)=y-A.R+TYVMN, 
wo R,S,T rationale Functionen der 6 Fundamentalinvarianten sind, 
welche nur eine Potenz von A im Nenner haben kénnen. Im vorlie- 
genden Falle ist die Invariante eine windschiefe, und muss folglich 
das Zeichen iindern, wenn man }, mit b,, ¢, mit c, vertauscht; es 
muss mithin 
RY—A+ T7TVM = — (RY—A—TYM) 
sein, d. hh. R = 0. Der allgemeinste Ausdruck einer windschiefen 
Invariante ist also 
TVM. 
Da VM nicht mit A zugleich verschwindet, so tiberzeugt man sich 
leicht, dass die rationale Function 7’, welche der Herleitung nach 
eine Potenz von A im Nenner haben kann, nothwendig eine ganze 
Function von A,B,C,D, FE wid F sein muss. 

Da V) M = K, so ist hiermit folgendes Theorem bewiesen: 

»Jede windschiefe Invariante dreier simultaner quadratischer bi- 
nirer Formen ist gleich dem Product einer directen Invariante in die 
windschiefe Invariante K.“ 

Die 3 Gleichungen } (pa)? = K , $ (pb)? =0 , 4 (pe)? =0 be- 
weisen, dass, falls K verschwindet, das Punktpaar p= 0 mit jedem 
der 3 Paare wu =O , v=0 , w = 0 harmonisch ist, und diese 3 letz- 
teren mithin eine Involution bilden. Was fiir p gilt, gilt auch fiir 
q und ry. Da es aber nur ein Punktpaar giebt, das mit 2 gegebenen 
Punktpaaren harmonisch ist, so kénnen die 3 Formen p,q, sich 
nur dureh constante Factoren unterscheiden. In der That fiihrt das 
Verschwinden der Invariante K unter den 3 gegebenen Formen eine 
lineare Relation herbei, welche durch die Gleichungen (4) in dreierlei 
Gestalt dargestellt wird, und in Folge dessen werden auch die 3 Functio- 
naldeterminanten p,q, 7 einander proportional. - 
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3. Das System einer quadratischen und einer kubischen 
* 1 
biniiren Form. 


Es seien die Formen 


u=ar?+ 2pa,a2, + yx, und v = ar,3+3b2,?2,+3¢%,27,2+dz,3 


gegeben. Setzt man symbolisch v= ai—ai=—--- und bildet die 

quadratische Covariante h = (aa’)? a,a‘.5 so haben die simultanen For- 

men u= @=—a?—---undh=bi=b? = --- folgende 3 Invarianten: 
A=j(aac? , B= j(ab? , C= 40d), 

und eine Covariante w= (ab) a,b,, die mit w und h durch die Relation 

w= — (Ah? —2 Bhu+ Cw) (1) 


verbunden ist (§. 2). Andrerseits erhilt man unmittelbar die simul- 
tanen Covarianten: 
(aa) ara, , (aa) az, 
deren letztere linear ist. Setzt man (aa)? a,=l=1,27,+1,2,=l=::-, 
so erhilt man als Resultanten von / und resp. v,w,h und w noch 
folgende 4 Invarianten: 
al,?—2BLl+yl? =2F , wyl,2?—2u0.1,1, + wy 1? = 2F, 
hy lP—2hyollbthyl? =2G , al, —3bl?7l,+3el,l?—dl3 = 2 K. 
Man bemerkt leicht, dass J’ und K einander gleich sind. Es ist niaimlich 
2 F = (wl) (wl’) = (ab) (al) (bI’) = (le) (aa’)? (ae) (a’’) 
= (a'l’) (aa’) (aa) {(a'l) (@a) + (La) (aa’)} 
in Folge der Identitiit (aa’) (la) = (a’l) (aa) + (la) (@a’). Der Aus- 
druck (aa’) (aa) (al) (a’a@) (a’l’) aindert aber das Zeichen, wenn man 
a mit a’ und | mit /’ vertauscht, und liefert folglich den Werth Null, 
wenn man die symbolischen Substitutionen ausfiihrt. Mithin ist 
2F = (aa) (a’a) (a'l) (al) = (a’D (al) (aU) = 2K. 
Kerner liisst sich G durch A, B und C ausdriicken. Betrachtet man 
zuniichst die Covariante 
t = t; = (ba) (ba’) (aa) aZ, 
so findet man 
t (ba) (ba’) {(aa)? a? + (aa)? az\ 
= 4 (ba) (ba) {2 (aa) (a’a@) dpa, + (aa’) ar; } 

Lz, {(ba)? (a’ a)?+(a'b)*(aa)?—(aa’)? (ba)*\ + §(bb’)?. a. 
Die beiden ersten Glieder dieses Ausdrucks verschwinden, weil sie die 
lineare Covariante (ba)? a, = (ba’)?az der kubischen Form v als Factor 
enthalten; es ist mithin 


‘T= 


t= Cu — Bh 


und folglich, da 2G = (bl) (bl’) = (ba) (ba’) (aa) (a’a)? = (ta@)’, 
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= AC y . 
Die Invariante K ist a ‘elabutide. indem man fiir K nach Glei- 
chung (2) §. 1 4 = 9 findet. Es kann sich also nur das Quadrat von 
K, nicht K selber, durch A, B, C und £ rational ausdriicken lassen. 
Der Ausdruck 
2K = w,,1,? — 2 will, + wal; 

weist darauf hin, dass man in Gleichung (1) 7, =/, , 7, = —J1, au 
setzen hat, um den Werth vgn K? zu erhalten. Es ergiebt sich als- 
dann 


K? = — (AG?—2BGE+ CE’) 


oder 





K? = — A(AC— BY + 2 BE(AC—B’) — CE’. (2) 
Ich werde nun nachweisen, dass jede Invariante der simultanen 
Formen uw und v sich als eine ganze rationale Function von A, 5, C, 
FE und K darstellen liisst. Ich transformire zu diesem Zweck die ge- 
gebenen Formen w« und v mittels einer linearen Substitution vom Mo- 
dul 1, so dass « dem Product der neuen Variabeln X, und X, pro- 
portional wird, und in wv die beiden mittleren Coefficienten einander 
gleich werden. Die Méglichkeit einer solchen Transformation ist evi- 
dent; da indessen die Transformationsrelationen sich nach den iibrig 
bleibenden Coefficienten der transformirten Formen thatsiichlich auf- 
lésen lassen, so folgt hieraus auch nachtriiglich sowohl die Unab- 
haingigkeit der 4 Invarianten A, B, C, EF, als auch die Méglichkeit 
der Transformation. Man erhilt niimlich, wenn man w = 20 X, X,, 
v=9X34+3/V xe X2X,4+ 3px X,X2+ 9 X,* setzt, zur Bestim- 
mung von 0,9, %,q' folgende Relationen: 
—=—A , O(x—g7/) = B , —40x = EL, 
—g9?—4V 8 (g+9) +32 + bug = C, 
aus denen sich folgende Werthe von 0,*,9,4g' ergeben: 


— E 

é = V (—A) 5p eee = 4V(— A) : 
——— fay. 
V (— A) —— 

j=- ee army, 
Viras VR 


wo L=2A4°C—2 4° B* — oni + E?, und 
M=— AC—AB+2A BC+ 2ABCE 





PE — CE. 


Da 1 = — 20/Vx(X,+X,), so ergiebt sich hieraus sofort 
K = — 48 yx (g—g') = VU, 


was mit Gleichung (2) iibereinstimmt. 
Es sei nun mg (a, 8,y,a,b6,¢, da) eine beliebige Invariante der 
simultanen Formen « und v. Ersetzt man die Goefficienten der ge- 
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gebenen Formen durch die der transformirten, so erhilt man einen 
Ausdruck von der Form 

o” f(g ? Vx ? Vu ? 7) ? 
wo m der Grad der Invariante m in Bezug auf «,B,y, und f eine 
ganze homogene Function ist; und setzt man fiir 0,%,9,9' die 
obigen Werthe ein, so erhilt man: 


m 


y =(-A)*f 





L—V—AM E E L+V—4M 

! 2 oe 7 . : 
EV—A'V—E 2V—AV—E 2V—AV—E EV—AYV—-E 
Dieser Ausdruck lisst sich jedenfalls auf die Form 


m n 


3n 
pg = (—A)? 4(—E) *E“{P+ QY—-AM} 
bringen, wo P und Q ganze Functionen der 4 Fundamentalinvarian- 
ten, w eine positive ganze Zahl und » den Grad von @ in Bezug auf 
die Coefficienten von v bezeichnet. Diese letzte Zahl ist stets gerade. 
Denn nach Gleichung (2) §. 1 ist das Gewicht der Invariante 
gy = 4(38n+ 2m), und damit dies eine ganze Zahl sei, muss n ge- 
rade sein. Setzt man »n—2p,u+p—q, so wird 


g = (—A) ” (_E)-1 {P+ QY—AM}. 

Es kommt jetzt darauf an, ob die Invariante » eine directe oder 
eine windschiefe ist. Im ersten Falle muss sie unveriindert bleiben, 
wenn man g mit g’ vertauscht, was auf eine Aenderung des Zeichens 
von / —A* M im dem Ausdruck von gp hinauskommt. Es muss also, 
falls das Gewicht 3p + m eine gerade Zahl ist, 

P+ Qy—AM = P—Qy—AM 

sein, d. h. es muss Q = 0 sein. 

Ist hingegen die Invariante gm eine windschiefe, so muss sie das 
Zeichen iindern, wenn man g mit g’ vertauscht, es muss also 

P+Qy—AM = — (P— Qy-A 0), 
mithin P = 0 sein. Der allgemeinste Ausdruck einer directen In- 
yariante ist also 
(—.A)? (m—3p) (—E)* P . 
wo P eine ganze Function von A, B, C, EF, und der einer wind- 
schiefen Invariante 
(— Aro" (_E)" QVM, 

wo @ eine ganze Function von A, B, C, FE, und M das oben erwiihnte 
Polynom. In beiden Ausdriicken ist der Exponent von -—A eine ganze 
Zahl. Ist das Gewicht 3p+m gerade, etwa =20, so ist 4(m—3p) 
= e—3p; ist 3p+im = 20+1, also ungerade, so ist 4(m—3p+3) 
=o--3p+2. Was nun die Nenner betrifft, die in diesen Ausdriicken 
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auftreten kénnen, so iiberzeugt man sich leicht, dass dieselben sich 
hinwegheben miissen, falls gm eine ganze Function der Coefficienten 
ist. Dies gilt auch fiir die windschiefe Invariante, da M weder fiir 
A = 0, noch fiir EK = 0 verschwindet. Es ergiebt sich also folgen- 
der Lehrsatz: : 

»Jede directe Invariante der Formen wu und » ist eine ganze ra- 
tionale Function von A, B, C und F, und jede windschiefe Invariante 
derselben das Product einer directen Invariante in die windschiefe In- 
variante K.“ 

Ich iibergehe die typische Darstellung der Formen wu und v, da 
dieselbe von H. Clebsch im 68. Bande des Borchard’schen Journals 
schon gegeben ist, und bemerke nur, dass man, falls die Invariante F, 
die Determinante der von H. Clebsch eingefiihrten linearen Cova- 
rianten, verschwindet, andere lineare Covarianten als neue Variabeln 
einfiihren kann, z. B. die Covarianten / und l’ = } (wl) w,, deren 
Determinante XK ist. Diese letztere Darstellung ist der von HH. Clebsch 
und Gordan fiir die binire Form 5'" Grades gegebenen, in welcher 
gleichfalls die windschiefe Invariante als Substitutionsdeterminante auf- 
tritt, ganz analog. Es liisst sich iiberhaupt das in Rede stehende 
Formensystem ganz ebenso behandeln, wie die Form 5‘ Grades; ja 
es wiire vielleicht sachgemiiss, die Behandlung dieses Formensystems 
der Form 5'° Grades vorausgehen zu lassen, indem man alsdann, um 
zur letzteren iiberzugehen, nur «=i , v =j*) anzunehmen braucht, 
um alle Resulfate der Untersuchung der Form 5'" Grades zu erhalten, 
die von der Entstehungsweise von i und j aus der Form 5'" Grades 
unabhingig sind. 





§. 5. 
4. Das System einer quadratischen und einer biquadratischen 
biniiren Form. 

Es seien @ = @, 2%? + 2a,,4%,2, + a, 2,2 = aj = a? und 
u=az'+4b2%2,+ 6er72,7% +4dz,27,3+ ex, =—ap=—as=-:-: 
die gegebenen Formen. Ich bilde zuniichst die Covarianten 2'" Grades 

B = (aa)? az sss B, %;? + eee B2 = Bp? =--- 
7 (apPar = 7, e? +--+ = 4% Ye 
G=(ayVa=—b,¢77+°---=—=B=—d=--- 





A 


] 
| 


» (I) 


deren Bildungsgesetz leicht ersichtlich ist. Die Covariante d und alle 
nachfolgenden Covarianten dieses Systems lassen sich durch die vor- 
hergehenden linear ausdriicken. Um dies nachzuweisen, betrachte man 


*) S$. die mehrmals citirte Abhandlung. 
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irgend welche 4 auf einanderfolgende Covarianten 1,m,n,p. Setzt 
man | = /3, so wird m = m2= (al)ai , n = n2 = (am)* aj, 
p = pz = (an)? a2, und mithin auch 
p = (na’) a? = (may (aa’)? a? = (ad) (la’)? (a a)? a? 
=} (aa’) (la’)? {(a" ap a? + (aa) az}, 
oder, da aus der identischen Gleichung 
dz (a’ a”) + a (a’a) + at(aa’) = 0, 
az (a’a’)? + a? (aa) = 2 a,a (aa’)(a'a") + a? (aay 
folgt, 
2p = (aa) (la”) ay? + 2a, a (aa’) (a’a’) (aay (la’). 
sezeichnet man nun die Invarianten von w, deren symbolische Aus- 
driicke $ (aa’)* und 4 (aa’)* (a a’) (a’ a)? sind, resp. mit ¢ und j, so 
wird das erste Glied dieser Summe = 2im; das zweite reducirt sich 
in Folge der leicht herzuleitenden Identitiit 
dz @, (aa) (a"l)? + a,at (a a’) (al)? + ata, (a’ a)(a' ly? 
= — (aa) (wa’) (aa). 
auf 3 (aa)? (a’a’)* (a a)? . 12, und wird also = 4 j/. Mithin ist 
p=im + 2yl. (2) 

Diese Gleichung lehrt, dass jede der Covarianten (1) sich durch 
die 2 vorhergehenden, die von ihr durch eine zwischenliegende getrennt 
sind, linear ausdriicken liisst. 

Unter den Invarianten der Formen /, m, , p finden gleichfalls 
lineare Relationen statt. Versteht man iiberhaupt unter A,, oder A,, 
die Invariante 4 (q7)* der quadratischen Formen g = q? und r = r; 
und bildet das Invariantensystem: 

Ay Am An Ay 
hus fem fin tig 
An ye Fe Aw 
Ay Aon Ayn Ag 
so ist zuniichst 
An = $ (nl)? = § (ma) (al)? = £ (mm’)? = Am, 


und ebenso A,,, = A,,, und 
An = 4 (pl)? = § (na)? (al)? = 4 (mn)? = Am: 
ferner findet man, wenn man in Gleichung (2) v, =,’ , x, = — 1,’ setzt: 


(pl’)? = i(ml’)? + 29 (ll)? 
Ay, — y — t Aim + 2) Ay . 
Setzt man hingegen in (2) 2, =m, , x, = — m,’, so ergiebt sich 


(pm’)? = ¢ (mm’)*? + 27 (lm’)? 
— An — t Amn + 2) Am ° 


oder 


oder 


Agm 
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Indem man in Gleichung (2) noch der Reihe nach die Variabeln durch 
die Symbole n, und —n,, p, und —p, ersetzt, iiberzeugt man sich, 
dass auch A,, und A,, sich durch Ay, A,, und A,,,, linear ausdriicken 
lassen. Setzt man also voraus, dass | die gegebene quadratische Form 
@ sei, so ergiebt sich, dass das Covariantensystem (1) nur 3 von ein- 
ander unabhiingige Invarianten Age , Aug , Ags = Acy liefern kann, 
indem alle iibrigen Invarianten des Systems (3) lineare Functionen 
dieser 3 sind. So z. B. giebt die Gleichung (2), welche unter der 
Voraussetzung | = a folgende Gestalt annimmt: 


d=—if + 2ja, 


wenn man an die Stelle von z, und x, das eine Mal a, und —a,, 
das andere Mal £, und — 8, setzt, fiir Ag, und A,, folgende Werthe 
A gq = Apy = tAag + 2j Ace , Aps = Ay, = i Ape + 2j Aas .-. (4) 


Die simultane Invariante der drei Formen «@ , B, y (§. 3). 


| yy Wyn Ogg 
K= 4 By By» Bo» ? 
Vit Vi2 = Y22 


welche offenbar windschief ist, indem man fiir dieselbe (§. 1) 4 — 9 


e 


findet; hiingt nach §. 3 mit den obigen Invarianten durch folgende 


Relation zusammen: 
Aga Aap Aay 
kK? — A pa A BB A By 


A ya A ve Ay, 


Man kann in den Gleichungen (1) die Form w durch deren Cova- 
riante h = (aa’)? ai a? = b, = b? ersetzen, und ein iihnliches System 
von Covarianten bilden, wie das obige. Die so entstehenden Cova- 
rianten (ba)? b2 , (bB)? b2 ... bieten aber nichts Neues, sondern lassen 
sich alle durch a , B , y linear ausdriicken. Ich werde die Ausdriicke 
der beiden ersten entwickeln, da dieselben, als in die Theorie des hier 
behandelten Formensystems gehérend, in der mehrmals erwiihnten 
Abhandlung der Herren Clebsch und Gordan blos citirt werden. 
Aus der Gleichung 

bi = (aa’)? ai a? 
ergiebt sich zuniichst 
2b; (ba) = (aa’)? { a, a,’ (aa) + a, az (aa) 
6b; (ba)? = (aa’)? {4a, az (am) (aa) + a? (aa)? + az (a’a)*}. 
Quadrirt man aber die identische Gleichung 


dz (aa) + a, (aa) = a, (aa). 
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und entnimmt aus der Gleichung 
ai (aa) + a?(aa)? — 2a, a’, (ae) (aa) = a3 (aa’) 
den Werth des doppelten Products, so findet man 
6 b2 (ba)? = {3 a? (ae)? + 3 a3 (a’e)?' (aa’)* — (aa’)* a, 
oder, wenn man von den Symbolen zu den wirklichen Werthen iiber- 
geht, und dabei beachtet, dass a'? (aa’)? (aa)? = (a’B) a? = > ist, 
bi (ba)? = 3 y — ta. 
Schreibt man in der vorhergehenden Gleichung # anstatt a, so 
hat man 
6 b? (bp)? = {3az (aB)? + 3a: (apy? \ (aa’)* — (aa’)'. Bz, 
oder da (af)? (aa’)? a? = (ya)? a? = 0, 
b2 (bp)? =d — 3 ip. 
Setzt man fiir 0 den Werth «#8 + 2ja ein, so nimmt diese Gleichung 
folgende Gestalt an: 


z (DB)? = +4768 + 2ja. 


» & 


Mr 


Die 3 Invarianten Age , Ags, Agg bilden zusammen mit den In- 
varianten ¢ und j der Form w ein System von 5 Invarianten, durch 
welche alle iibrigen Invarianten des Systems sich algebraisch aus- 
driicken lassen Um einen moglichst einfachen Ausdruck einer belie- 
bigen Invariante durch die 5 eben erwihnten zu erhalten, wende ich 
wieder eine Substitution vom Modul 1 an, welche die gegebene qua- 
dratische Form @ in 2u X, X, verwandelt. Geht alsdann gleichzeitig 
u in a, X,4 + 4a, X,° X, + 6a, X,? X,? + 4a, X, X,3 + a, X,' 


iiber, so hat man folgende Transformationsrelationen: 
? 5 


—w=—A,2aw—B, 4y? (a,a, —a,?) =C 
yd, — 40,4, +3427 , dy ,4, — a,2a, — A574) +2 a,4a,a, —a,° = J, 
wo der Kiirze halber A, Bb, C resp. fiir Age , Aag , Age gesetzt ist. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich zuniichst 
B Be— AC ° B?—4AC 
u=V)(— A), a,=— a4? 1% = Gar 1 + 4A2 
— » __2jA4+6B , B’~8 ABC 
— (ay a3° + a,a,*) = 2A > 4A3 
Kerner ist 
- _— 
G0, ° 4,0, = 


segs (BY — AC)? (4 A2i + BY — 4.AC), 


und mithin 


ont ; 
aa, —aaj2—4(—A) “YM, 
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wo M= — A(2jA + tB)?+2j (3 ABC— B’) + i( BC + AC*)—C. 
Setzt man noch A? (2j)4 + iB) + 4(B° — 3ABC) = L, s0 ist folg- 
lich 
aa; =73(—-L+/Y—A4 HN), aa?=p (L—V—A'N). 

Ist nun @ (0; , @ , @»,a@,b,¢,d, e) eine beliebige Invariante, 
der Formen @ und uw, so erhilt man jedenfalls, wenn man sie aus 
den Coefficienten der transformirten Formen bildet, einen Ausdruck 
von der Form 

uw” wy (do ; ay ‘ Ay ; as 9 a;) ; 


wo m den Grad von @ in Bezug auf die Coefficienten von a, und y 
eine ganze homogene Function bezeichnet. Es sei nun » der Grad 
von » in Bezug auf die Coefficienten von w, dann ist das Gewicht 
der Invariante » gleich m + 2m, und da w einen Coefficienten vom In- 
dex 1 vertritt, so muss folglich die Summe der Indices in jedem Gliede 
von w gleich 2 sein. Jedes Glied von w kann nun bis auf einen 
numerischen Factor durch die Formel 


a i a e’ a 
Ay” 4,8 a” a& a,” , 


woz+o+6-+4 0'+ 2’ =n sein muss, dargestellt werden, und 
zwar muss, damit die Summe der Indices = 2m sein kénne, wenn 
ax >’ ist, 9 < 9’ sein, und umgekehrt. Ks sei zuniichst 7 =’ + 0; 
dann folgt aus der Relation 

@+26+39 4+42'’=—=2n—2(a+o0+0+0'47): 


@ —o=—2(xa—2z’) = 20. 


s \ 





Hiernach nimmt die obige Formel die Gestalt 

(ay 44)" (A, 43)® a% (a,az)? 
an. Ist hingegen 2’ > 2, etwa x’=a-1¢, so findet man gp—o —2z, 
und das allgemeine Glied von w lisst sich auf die Form 

(Gy @,)* (4,45) ay% (a,a,7)* 
bringen. Man sieht also, dass alle Glieder von w sich aus den 5 
Grossen 

2 2 
Ay» Uy Ay y Ay Az 5 Ajay” , A, 


deren Werthe wir oben gefunden, rational zusammensetzen lassen. 
Es ist demnach 


m 


outa" “ipaey—FR}, ... (5) 


wo P und Q ganze Functionen von A, B,C,7 und J sind. 

Die weitere Discussion dieses Ausdrucks hingt davon ab, ob m 
gerade oder ungerade ist. 

1. Ist m= 2p, so ist das Gewicht m-+ 2» gleichfalls gerade, 





—_————_ 
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folglich eine directe Invariante, und darf sich nicht findern, wenn 
man gleichzeitig a, mit a,, a mit a, vertauscht. Diese Vertauschung 
hat auf a,,a,a, und a,a, gar keinen Kinfluss, wihrend a,a,? und 
a,°a, in einander iibergehen. Mithin ersieht man aus den obigen 
Werthen dieser fiinf Gréssen, dass diese Vertauschung auf eine Aen- 
derung des Zeichens von //— A*M hinausliiuft. Es muss also 
P+Q V—AM = P—Qy- 4M, 
d. h. @=O sein. Der allgemeinste Ausdruck einer directen Inva- 
riante ist also 
, oe 
wo P eine ganze Function von A, B,C, i und j ist, welche, falls 
n > p, wie man sich leicht iiberzeugt, durch A”~” theilbar sein muss. 
Khe ich zu dem Falle eines ungeraden m iibergehe, bemerke ich 
zuvor, dass 
0 a, Ayt,—a,a, 
K=2u?|u a, 2(aja,—a,?) |=2y (aga,?— a,2a,)=VM 
| 0 As AAy—A,As 


ist, was auch mit dem obigen Werthe von K? zusammenstimmt. 

2. Ist m—2p + 1, so ist m + 2m gleichfalls ungerade, und 
die Invariante m eine windschiefe. Es muss folglich in diesem Falle, 
wie man leicht einsieht, der Ausdruck (5) mit / — A? MW zugleich sein 
Zeichen iindern, mithin P= 0 sein. Der allgemeinste Ausdruck einer 
windschiefen Invariante ist also 

AP"? | QVM, 
wo @ eine ganze Function von A,B,C,i und j. Da M nicht mit 
A zugleich verschwindet, muss A’~"** Q jedenfalls eine ganze Func- 
tion der Fundamentalinvarianten sein. 

Die erhaltenen Resultate lassen sich folgendermassen zusammen- 
fassen: 

Jede directe Invariante zweier simultaner biniirer Formen 2'*" und 
4" Grades ist eine ganze rationale Function von A, B,C,i und j, und 
jede windschiefe Invariante dieser Formen — das Product einer direc- 
ten Invariante in die windschiefe Invariante K. 


Die typische Darstellung der Form w mittels der 3 Covarianten 
«,B,~y ergiebt sich unmittelbar aus dem von den Herren Clebsch 
und Gordan aufgestellten Princip. Setzt man allgemein 

1 Cu 
a Ie Oey 
Mathematische Annalen I. 13 


a Uix y 
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so ist 
— 
Uy, Myo ZU Oyo Uo Oy B 


Us; Boo — 2ttyo Byy + Uo By = 7 
9 als 

Us; Yoo — 2Uyo Pio + Uno Py, = 9 

Uy, Ly? + VU AH + Uyy L,? = UU. 


Aus diesen 4 Gleichungen kann man, wenn KX nicht verschwindet, 
die 3 Groéssen u,, , Mj). , Moo eliminiren, und erhiilt dadureh folgende 
Gleichung: 


Bo — 2n a, B 
Bx. — 2B,» By, 
i vy. O = 0, 
V22 — #Vio Vir 
z,* 22,2. %° ut | 
oder 
Oy, — 2a, a, B 
. Byp — 2B, By 7 
4Ku = — Pe ~~. . 
V22 2712 Mn 9 
z,? 2 LyX x.,* 0 


Multiplicirt man diese Gleichung mit 


Oi, Gyo By YO 
oK— By, Bip Bax 0 
V0 Vian xp? 
. 0 0 0 1 
se ergiebt sich 
A aa A ap { ay B 


A Pt A — 4 i a Y 
rs , Pe vi PY 

ot — A ya A ys Ay, 0 
a B y O 

Aen Aug Ape B 

4 1 ap 4 1 33 Qi Sia “bh i 4 1 ap 7 

= 4 1 53 2 j. f aa -t. ba { ap 2) { ap -f bi 1 pp 2 je + i B ’ 
a B y 0 


wiihrend zwischen a , 8 und y folgende Relation stattfindet : 
Baa @ + Bop B? + By y? + 2BpyBy + 2Bya ya + 2Bey op = 0, 


WO Baa, Bgg, ... die ersten Minoren der Determinante darstellen, 
welche gleich K®? ist (vgl. §. 3.). 

Die soeben aufgestellte typische Darstellung wird illusorisch, wenn 
K = 0 ist. Es muss alsdann eine der 3 Covarianten a , 8B, y durch 
eine neue ersetzt werden. Ist 6 nicht « proportional, so kann man y 
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durch die Covariante # = (af)a,B, ersetzen, welche mit « und £ 
folgendermassen zusammenhingt: 


= — (Aga B* — 2A ap Ba a A gpa”) (s. S. 2.). 
Es sei zunichst @ eine beliebige biniire Form vom Grade n, und 
Pi1> Pio» Poe deren durch » (n—1) dividirte 2'° Ableitungen. Setzt man 


Pir 22 — 2Py9 Hy + Pr %1 = Fa 
P11 Bor — 29y2 Bio + Px Bn =o 
Pi1 Foo — 2Py_ yp + Px A = Yo, 
und fiigt zu diesen 3 Gleichungen noch die vierte 
2 ¢ a ._— 
1 Hy?  2Qyq Hy + Poe %y° = & 
hinzu, so kann man aus diesen 4 Gleichungen die 3 zweiten Ablei- 


tungen Qj; , Pio» Po eliminiren, vorausgesetzt, dass die Determinante 


G1, Aig Ay 


By Bi, Bo | = (98)? = 2Ago (vergl. §. 3.) 
Fy yy Fy» 


nicht verschwindet. Das Eliminationsresultat ist 


Oy — 2p yy Pa | 
By, — 2B By pe | 0 
O, — 20, D2 —a- 

x,? 22, Xo 2" 7 | 

oder 

yy — 2lyy Onn Pa 
4A a b&. — 2B,» Boo Dp 
aah ila V1 — 2%12 P22 Po 
z,* 22,7 2,” O 


Multiplicirt man diese letzte Gleichung mit A»»9 und beachtet 2u- 
gleich, dass 
A ay = Ags am () ; Ags = + (ao i = Bai A pp — A ap” == By, 


ist (s. den Schluss von §. 2.), so findet man 


Aga Aap 9 Qe 
2 Apa Ags 9 Op 
2As9 — O 0 Ags Ps 
a B # O 
oder 
2As9 9 = 9 — & (Aga Hp — App Pa) + B (Aaa Hp — Aaz Pa). 
Diese Formel giebt fiir gp = w: 


2 Aso uu aug — a (Aga y — A eB) + B (Aca? —A ap B), 
13* 
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und fiir gm = ts: ’ 


2A 99 Us = a uog9— a@ (Age Use —_ A pp Usa) + B (4a, Uso3 — Ags Uda) . 


In Folge der Relation, welche # mit @ und # verbindet, ist nun 


i393 => ( 4 Ri Use o 2A ap Use + < 1 Be Maa)» 
oder da 
Maa == (aa)? (aa’)? = (Ba’)? = 2Agg, 
tap = (ace)? (af)? = (Bf)? = 2Apgp, 
Ups — (ap)? (aB yj? == (yp’)? — 2A py, 
uo5 = 2 (Aap Ags — p A gy) Se 2 B ay; 


ferner ist 

Use == (aa)? (at)? = (ae)? (a”B) (ea) (Ba) 

= (aa)* (a’e’)? (aa) (aa) (aa) = 0, 

weil dieser Ausdruck das Zeichen iindert, wenn man «@ mit @ und «@ 
mit « vertauscht; und 


ugg = (8a)? (ap)? = (87)? =2K (8. 3. 


Mithin ist 
Ag3.us = Bayt — K (Agga — Aca B) 
und folglich 
2A%, U = Bay — KF (Aga — Aaaf) 
+ Ago fy (AcaB — Ags) — B (Aga B — Agpe)} . 


‘ ® p.. : T or 
Setzt man fiir y seinen Werth aus der Gleichung 


“4 > > > a 
Kt = Bye + BypB + Byy 
(§. 3, Gleichung 4) ein, so findet man, da by, = Ago, 


2 At, U = Ba? + (AgaB — Aas) {2 Kt — Byga — B 3B} 
— A 998 (. Lc B — A gga). 


Diese Gleichung enthilt die typische Darstellung der Form w mit- 
tels der 3 quadratischen Covarianten «, B und #, welche durch die 
Gleichung 
a? = — (Aga B? — 2AagBa + Agge’) 
mit einander verbunden sind. 

Ich habe bisher nicht vorausgesetzt, dass K = 0 sei. Dieser 
Fall hat hier ein besonderes Interesse. Es wird niimlich, wenn K 
verschwindet, « eine rationale Function von « und # allein, indem 
die erste Potenz von @ sich heraushebt. Setzt man fiir @? seinen 
Werth, so findet man 


2Ai,u = Pa? + 2Qa68 + RR, 


Ueber simultane biniire Formen. 195 


wo 
P=A ge Bye _ Age Byg = Aug Agy +. A eq Age Ag, 2 A,gApe 
=} ee eee ee 2 Age AgpAgytAng Age 


R= —2AygByg—AgeByy= Ang +2 AgeA py — 3 AgaAap App: 


In diesem Falle liisst sich die Gleichung w = 0 durch blosse Qua- 
dratwurzeln auflésen. 

Ist Ags nicht = 0, so kann man « und £6 gleichzeitig in 2 von 
einander verschiedene Summen je zweier Quadrate transformiren. Dann 
enthilt auch der Ausdruck Pa? + 2 QafB + RB*, welcher gleich 
2A3,u wird, wenn K = 0, nur gerade Potenzen der neuen Variabeln. 
Ks lassen sich also, wenn K =O, und Ags = B,, von Null verschie- 
den ist, aus « und w gleichzeitig alle ungeraden Potenzen der Varia- 
beln mittels einer linearen Transformation wegschaffen. Umgekehrt 
ist K nothwendig gleich Null, wenn in e@ und w alle ungeraden 
Potenzen der Variabeln fehlen. Denn K ist eine windschiefe In- 
variante, jedes Glied von K enthilt also mindestens einen Coeffi- 
cient mit ungeradem Index, und folglich ist K = 0, wenn in @ und 
u alle Coefficienten ungerader Potenzen von y gleich Null sind. Es 
ist mithin K =O die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die Méglichkeit einer solchen Transformation, dass in beiden Formen, 
« und #, nur gerade Potenzen der neuen Variabeln auftreten. Geome- 
trisch aufgefasst, ist also K=O die Bedingung der Involution der 6 
Punkte aw = 0. 

Die Untersuchung derjenigen Fille, in welchen beide gegebenen 
typischen Darstellungen illusorisch werden, liisst sich nach dem Vor- 
bilde analoger Untersuchungen der Herren Clebsch und Gordan 
leicht ausfiihren. Ohne hierauf einzugehen, schliesse ich mit folgen- 
der Bemerkung. Die vorhergehenden Berechnungen setzen uns in den 
Stand, fiir die behandelten Formensysteme die Ausdriicke der Resul- 
tanten mittels der Fundamentalinvarianten unmittelbar niederzuschrei- 
ben. Die beiden Formen 


u = 20X,X, und v =a, X"* + na, XX, +-+--- + a,X3 


kénnen nimlich nur dann einen gemeinsamen Factor haben, wenn 
einer der beiden Coefficienten a, und a, verschwindet, und umgekehrt, 
jedesmal, wenn dies der Fall ist, haben sie einen gemeinsamen Fac-: 
tor. Hat man also das gegebene System 2° Formen, deren eine qua 
dratisch ist, so transformirt, dass diese letztere nur das Product der 
Variabeln enthiilt, so liisst sich aus dem Werthe von a, a, als Func- 
tion der Fundamentalinvarianten der Ausdruck der Resultante leicht 
entnehmen. So ergiebt sich unmittelbar 
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aus §.2., dass die Resultante zweier quadratischen biniiren For- 
men gleich AC — B?, . 
aus §. 4., dass die Resultante einer quadratischen und einer cubi- 
schen biniiren Form gleich 4AB— E, 
aus §. 6., dass die Resultante einer quadratischen und einer biqua- 
dratischen biniiren Form gleich 4.A (Ai — C) + B? 
ist. 
1. October : 


- 1868. 


2 
St. Petersburg ae 
: 5? 2. November 





(iecometrische Untersuchung iiber die Bewegung eines 
starren Kérpers. 


Von Cart NeuMAnn in Letpzia. 


Der Satz, dass ein starrer Koérper aus einer beliebig gegebenen 
ersten Position in eine beliebig gegebene zweite Position iibergefiihrt 
werden kann vermittelst einer Schraubenbewegung, wird offenbar (wenn 
man sich den Koérper in starrer Verbindung denkt mit irgend einer 
Dreieckfliiche) auch so ausgesprochen werden kénnen: Ist die relative 
Lage von zwei congruenten Dreiecken in beliebiger Weise im Raume 
gegeben, so existirt jederzeit eine Schraubenbewegung, durch welche 
das eine Dreieck zur Deckung gebracht werden kann mit dem andern. 
Dieser Satz soll hier in rein geometrischer Weise deducirt, und zu- 
gleich gezeigt werden, wie die Achse jener Bewegung durch Con- 
struction gefunden werden kann, sobald die Dreiecke gegeben sind. 


§. 1. 
Vorliiufige Untersuchung. 


Ks Seien a,, d), ad, und b,, b,, b, die Ecken zweier im Raume 
gegebener Dreiecke A und B, welche unter einander congruent sind, 
und deren Fliicheninhalt von Null verschieden ist. Gleichzeitig mégen 
gezogen sein die drei Linien a,b,, a4,b,, a4;b,, durch welche die Ecken 
des einen Dreiecks verbunden sind mit den analogen Ecken des 
andern. 

Als Instrument fiir die vorzunehmenden Operationen construiren 
wir gleich zu Anfang mit Hiilfe der vorliegenden Daten eine gewisse 
Kigur, die sich befinden kann an irgend welcher andern Stelle des 
Raumes. Diese Figur besteht aus drei Linien @f,, aB,, «B,, die von 
einem willkiirlich gewiihlten Punkt @ ausgehen, und parallel - con- 
gruent*) sind zu a,b, , dsb, , aby; sie besteht sodann aus einer Ebene 

*) Zwei congruente Figuren sollen parallel - congruent genannt werden, 
wenn die Linien der einen parallel liegen mit den analogen Linien der andern. 
So werden z. B. zwei gerade Linien parallel-congruent genannt, wenn sie gleiche 
Liinge und Richtung besitzen. 
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2, welche durch die Punkte B, , 6, , 6, hindurchgeht; sie besteht fer- 
ner aus einem von @ auf 2 herabgelassenen Perpendikel «6; und sie 
besteht endlich aus drei Linien 6£,, 68,, 66,, welche in der Ebene 2 
von dem Fusspunkt des genannten Perpendikels hinlaufen nach den 
Punkten B, , B, , Bs. 

Wir construiren nun iiber den drei Linien a,b, (d. i. tiber den 
Linien a,b, , 4,6,, 4,b,) als Hypotenusen drei rechtwinklige Dreiecke 
dy Sz b,, parallel-congruent zu den Dreiecken e@o6f,, und erhalten in 
solcher Weise drei neue Punkte s,, s,, s,. Das von diesen gebildete 
Dreieck mag S heissen. 

In den construirten rechtwinkligen Dreiecken sind die Katheten 
dy, 8, senkrecht zur Ebene 2, nimlich parallel-congruent mit dem 
Perpendikel a6. Demnach wird das Dreieck A durch eine gewisse 
Parallelverschiebung, deren Richtung senkrecht gegen & ist, zur 
Coincidenz gebracht werden kénnen mit dem Dreieck S; woraus augen- 
blicklich folgt, dass S congruent ist mit A, also auch mit B. 

Um nun ferner diejenige Bewegung zu ermitteln, durch welche S 
zur Coincidenz mit B gelangen kénnte, bemerken wir zuniichst, dass 
die drei Katheten s,, parallel sind zur Ebene 2, und dass demnach 
drei zu 2 parallele Ebenen 2, , 2, , 2, existiren, von welchen die 
erste die Punkte s, ,b,, die zweite die Punkte s,,b,, die dritte die 
Punkte s, , b, in sich enthilt. Die Ecken des Dreiecks S_befinden 
sich also in drei Parallelebenen 2, , 2,, 2,, und in denselben 
drei Ebenen befinden sich gleichzeitig auch die Ecken des (mit S 
congruenten) Preiecks 6. Daraus folgt augenblicklich, dass durch 
senkrechte Projection von S und B auf eine der Ebenen &, , 2, , 2, 
oder auch auf 2 selber zwei Dreiecke entstehen werden, die gleich 
lange Seiten haben, mithin congruent sind. 

Denken wir uns die drei gegen & senkrechten Linien a,s,, 4,5, , 44,55 
so weit verliingert, bis sie die Kbene 2 schneiden, und bezeichnen 
wir die so entstandenen Schnittpunkte mit @,’, a,’ , a,’ , und das von 
denselben gebildete Dreieck mit A’, so repriisentirt A’ die senkrechte 
Projection von A auf 2, gleichzeitig aber auch die senkrechte Pro- 
jection von S auf &. Denken wir uns andererseits durch die Ecken 
b,,b,,b, des Dreiecks B ebenfalls drei die Ebene 2 senkrecht schneidende 
Linien gelegt, und das von den Schnittpunkten b,’, b,’,b,’ gebildete Dreieck 
mit B’ bezeichnet, so ist B’ die senkrechte Projection von B auf 2. 

Die so erhaltenen Dreiecke A’ und 2’ sind also unter einander 
congruent. Und ebenso sind natiirlich unter einander congruent die- 
jenigen senkrecht auf 2 stehenden dreikantigen Prismata (A’, 8S), 
(B’, B), deren Grundfliichen durch A’, B’ und deren obere Begren- 
zungsflichen durch S , B repriisentirt sind. Diese Prismata (A’, S), 
(B’, B) kénnen daher angesehen werden als zwei verschiedene Posi- 
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tionen ein und desselben Prismas, und kénnen daher durch eine 
geeignete Bewegung mit einander zur Deckung gebracht werden, wo- 
bei selbstverstiindlich auch A’ mit B’, und S mit B zur Coincidenz 
kommen wird. Konnen aber zwei in derselben Ebene befindliche 
Dreiecke (wie A’ , B’) angesehen werden als zwei verschiedene Posi- 
tionen ein und desselben Dreiecks, so wird (nach bekanntem Satz, 
vel. Jullien, Problemes de Mécanique. Paris 1855. Tome I. pag. 164) 
das eine mit dem andern zur Deckung gebracht werden kénnen durch 
Drehung um eine gewisse zur Ebene senkrechte Achse. 
Denkt man sich diese Achse construirt fiir die Dreiecke A’, B’, so 
wird das Prisma (4A’,S) mit dem Prisma (B’, B) zur Deckung ge- 
bracht werden kénnen durch Drehung um ebendieselbe Achse. 
Diese Achse — sie mag m heissen — muss offenbar gleich weit ab- 
stehen von a,’ und b,’, ebenso gleich weit abstehen von a,’ und b,’, 
und endlich auch gleich weit entfernt sein von a,’ und b,. Sie wird 
daher liegen in der Mittelebene IN, von a,’ b,’ (d. i. in einer Ebene 
M,, durch welche der geometrische Ort derjenigen Punkte repriisen- 
tirt wird, welche von a,’ und b,’ gleich weit abstehen); ebenso in 
der Mittelebene M, von a,’ b,; und ebenso in der Mittelebene M, von 
a,b. Bemerkt mag werden, dass diese Nbenen M,, M,, Mt, auch auf- 
vefasst werden kénnen als die Mittelebenen von s,b,, s,b,, s4bs. 

Das Dreieck A gelangte zur Coincidenz mit S durch eine Paral- 
lelbewegung, deren Richtung gegen & senkrecht, also identisch ist 
mit der Richtuug der Linie m; und das Dreieck S seinerseits kommt, 
wie wir gegenwirtig sehen, zur Coincidenz mit B durch Anwendung 
einer Rotationsbewegung, deren Achse ebenfalls durch die Linie m 
repriisentirt ist. Zwei Bewegungen solcher Art bilden aber zusam- 
mengenommen eine sogenannte Schraubenbewegung. Wir gelangen 
somit zu foleendem 

Satz. Lin starrer Korper kann aus einer beliebig gegebenen Position 
in eine belicbig gegebene andere Position jederzeit tibergefiihri werden 
vernultelst. einer Schraubenbewegung. 

Sind a, , @,, 4; die Lagen, welche drei mit dem Kéorper fest ver- 
bundene Punkte bei der ersten, ferner b, , b, , bs diejenigen Lagen, 
welche dieselben bei der zweiten Position inne haben, und zicht man 
con einem willkiirlich gewdhlten Punkte « aus drei Linien «B,, «B., «Bp, 
parallel- congruent zu a,b,, dyby, a,b, so wird die Achse jener Schrau- 
benbewegung immer senkrecht stehen gegen die durch die Punkte B,,B., Bs 
bestimmte Ebene &. 

Soll die Schraubenbewegung genauer determinirt werden, so con- 
struire man idiber den drei Linien a, b, als Hypotenusen drei recht- 
winklige Dreiecke a,8,b,, bei denen die Katheten ays, senkrecht, die 
Katheten s,b, parallel zur Ebene & sind; construire ferner fiir die drei 
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letztgenannten Linien s, b, die Mittelebenen M,; und lege endlich von 
derjenigen Linie m aus, in welcher diese drei Mittelebenen sich schnei- 
den, nach jedem der drei Punktpaare (sz , bz) ein Ebenenpaar (©,, B,). 
— Alsdann ist m die Achse der Schraubenbewegung; und gleich- 
zeitig wird alsdann, was die beiden Bestandtheile dieser Bewegung an- 
belangt, die Grisse der gleitenden Bewegung durch die gemein- 
schaftliche Liinge der drei Katheten a, s,, und die Grosse der drehen- 
den Bewegung durch den gemeinschaftlichen Werth der drei Winkel 
S, B, reprisentirt sein. 

Unter 6, 8, ist der Winkel zu verstehen, den die beiden (durch 
m gelegten) Ebenen ©, und %, mit einander bilden. 


Zweifel iiber die Richtigkeit des erhaltenen Satzes. — Kriterium 
fiir die directe oder inverse Congruenz zweier Dreiecke. 


Die eben durchgefiihrte Untersuchung enthiilt einen sehr bedenk- 
lichen Passus. Durch unsere Constructionen hatten sich zwei Dreiecke 
A’ und B’ ergeben, beide gelegen in ein und derselben Ebene 2; es 
war nachgewiesen worden, dass diese Dreiecke gleich lange Sei- 
ten besitzen, mithin congruent sind. Hieraus aber folgt noch 
keineswegs, dass die Dreiecke durch eine in der Ebene 2 blei- 
bende Bewegung mit einander zur Deckung gebracht werden kénnen. 
Sollte solches aber nicht médglich sein, so wiirde das aufgefiilrte 
Gebiiude zusammenstiirzen. 

Um iiber diese Dinge ins Klare zu kommen, miissen wir irgend 
welche Kriterien zu ermitteln suchen, mit Hiilfe deren sich erkennen 
liisst, ob zwei in derselben Ebene befindliche congruente Dreiecke 
durch eine in dieser Ebene bleibende Bewegung mit einander zur 
Deckung gebracht werden kénnen, oder nicht. Mit andern Worten: 
Wir miissen Kriterien entdecken, durch welche sich entscheiden liisst, 
ob die zwischen zwei gegebenen Dreiecken bereits erkannte Congruenz 
eine directe oder eine inverse ist*). 


*) Zwei in derselben Ebene befindliche Figuren mégen direct- congruent 
heissen, falls sie mit einander zur Deckung gebracht werden kénnen durch eine 
in jener Ebene bleibende Bewegung. Dagegen sollen sie invers-con- 
gruent genannt werden, sobald sie durch eine solche Bewegung symmetrisch zu 
einander gestellt werden kinnen in Bezug auf irgend eine in der Ebene liegende 
Linie, so dass noch eine gewisse aus der Ebene heraustretende Bewegung 
(niimlich eine Drehung von 180° um jene Symmetrielinie) hinzukommen miisste, 
falls die Figuren zur Deckung gelangen sollen. 

Ferner mag sogleich bemerkt werden, dass wir cine gegebene Figur cubisch 
oder quadratisch oder linear oder punktuell nennen werden, jenachdem 


Bewegung eines starren Kérpers. 199 


Lineare oder gar punktuelle Dreiecke in diese Untersuchung mit 
hineinzuziehen, wiirde offenbar keinen Sinn haben, weil bei derar- 
tigen Dreiecken der Unterschied zwischen directer und inverser Con- 
gruenz vollig verschwindet. Demgemiiss werden wir uns beschriinken 
kénnen auf die Untersuchung quadratischer Dreiecke, d. i. auf die 
Untersuchung von Dreiecken, deren Fliicheninhalt von Null verschie- 
den ist. 

Ks mégen also in ein und derselben Ebene zwei quadratische 
Dreiecke gegeben sein, 7, 2, %, oder X, und y, y, y, oder Y; und es 
sei bekannt, dass diese Dreiecke einander congruent sind. — Gleich- 
zeitig mégen von einem willkiirlich gewiihlten Punkte — aus drei 
Linien gezogen sein &, , &, , &y,, parallel-congruent zu den Linien 
LY) > LY » LYy. — Wir werden zeigen, dass das so erhaltene Dreieck 
M, N» YN, oder H massgebend ist fiir den Charakter der zwischen X, Y 
vorhandenen Congruenz, dass niimlich die Frage, ob jene Congruenz 
eine directe oder inverse ist, augenblicklich beantwortet werden kann, 
sobald nur bekannt ist, ob das Dreieck H ein quadratisches, ein linea- 
res oder ein punktuelles ist. 

Wird das Dreieck Y in der gegebenen Ebene sich selber paral- 
lel verschoben in irgend welcher Richtung und um irgend welche 
Strecke, so werden sich die Punkte y, , y,,, in derselben Rich- 
tung und um dieselbe Strecke verschieben, so dass die Figur des 
Dreiecks H vollig ungeiindert bleibt. Andererseits ist zu bemerken, 
dass bei einer solchen Verschiecbung auch der Charakter der zwischen 
X und Y vorhandenen Congruenz ungeiindert bleibt. Denn war diese 
Congruenz vor der Verschiebung eine directe, so wird sie nach der 
Verschiebung ebenfalls eine directe sein; und war sie vor der Ver- 
schiebung eine inverse, so wird sie nachher ebenfalls eine inverse 
sein. 

Die Figur des Dreiecks H und der Charakter der zwi- 
schen X, Y vorhandenen Congruenz sind aber diejenigen Ob- 


der Raum, in welchem sie Platz findet, 3 oder 2 oder 1 oder 0 Dimensionen 
besitzt. So werden wir z. B. ein Dreieck quadratisch nennen, wenn sein Fli- 
cheninhalt von Null verschieden. Ist hingegen der Fliichenraum des Dreiecks 
gleich Null, liegen also seine drei Seiten in derselben geraden Linie, und ist 
gleichzeitig unter diesen drei Seiten wenigstens eine von Null verschieden, so 
wird das Dreieck ein lineares zu nennen sein. Sind endlich die Seiten des 
Dreiecks siimmtlich gleich Null, so wird dasselbe zu bezeichnen sein als ein 
punktuelles Dreieck 

Sind in ein und derselben Ebene zwei einander congruente Figuren gegeben, 
und ist jede dieser Figuren linear, so verschwindet der Unterschied zwischen 
directer und inverser Congruenz. Sind z. B. in der Ebene zwei lineare Dreiecke 
gegeben, so werden dieselben, falls sie iiberhaupt congruent sind, jederzeit so- 
wohl direct-congruent als auch invers- congruent sein. 








200 Bewegung eines starren Kérpers. 


jecte, mit denen wir es hier zu thun haben, diejepigen Objecte, zwi- 
schen denen ein bestimmter Nexus entdeckt werden soll. Da nun diese 
Objecte durch die vorhin genannte Parallelverschiebung keinerlei Aeu- 
derung erleiden, so ist es einerlei, ob wir das Dreieck Y in seiner 
urspriinglich gegebenen Lage verharren lassen, oder ob wir uns das- 
selbe durch irgend welche Parallelverschiebung in eine andere, fiir die 
Untersuchung bequemere Lage, etwa in eine Lage versetzt denken, 
bei welcher eine Ecke des Dreiecks zusammenfillt mit der analogen 
Ecke des Dreiecks X. Gelingt es uns nimlich nach einer solchen 
Verschiebung zwischen jenen beiden Objecten irgend welchen bestimm- 
ten Nexus zu entdecken, so wird derselbe, weil die Objecte wihrend 
der Verschiebung keinerlei Aenderung erleiden, auch schon bestanden 
haben vor der Verschiebung. Mit anderen Worten: Gelingt es 
zwischen den in Rede stehenden Objecten unter der Vor- 
aussetzung, dass eine Ecke von X mit der analogen von Y 
coincidirt, einen bestimmten Nexus aufzufinden, so wird 
dieser Nexus auch dann vorhanden sein, wenn jene Vor- 
aussetzung nicht erfiillt ist. 

Fallt x, mit y, zusammen, so fallt auch € zusammen mit y,; und 
demgemiiss verwandeln sich die Linien &y, , &y, , &y, in 4,9, 1)N2> Ns; 
d. i. in einen Punkt und zwei Seiten des Dreiecks H. Die Ver- 
bindungslinien 2,y, , 224. , “jy, sind demnach ihrer Linge und Rich- 
tung nach repriisentirt durch 9,7, , 4,y, , 4,y;. Mit anderen Worten: 
Die erste vop jenen Verbindungslinien ist reprisentirt durch einen 
Punkt, und die beiden andern sind reprisentirt durch zwei Seiten 
des Dreiecks H. Was diese beiden letztern Verbindungslinien «, y, 
und #,y, anbelangt, so sind folgende drei Fille méglich und zugleich 
die einzigen, welche iiberhaupt vorkommen kénnen: 

A. Die Linien x, y,, x, y, sind beide = 0, mithin H punktuell 
(weil die mit x, y,, %, y, parallel-congruenten Linien 9, 12, 
n, ), alsdann ebenfalls = 0 sind). In diesem Falle findet 
eine vollstiindige Coincidenz, folglich eine directe Con- 
gruenz statt zwischen X und Y. 

LB. Von den Linien x, y, , 7; y, ist nur eine = 0, mithin H 
linear. Alsdann ist die Congruenz zwischen X , Y offen- 
bar eine inverse. 

C. Von den Linien 2,y, , 7,y, ist keine=0, mithin H linear 
oder quadratisch, jenachdem x,y, , x,y, parallel zu ein- 
ander sind oder nicht. Dieser dritte Fall kann offenbar in 
erschépfender Weise in folgende zwei Unterabtheilungen 
zerlegt werden: 

Ca. Die Congruenz zwischen X , Y ist eine directe. Als- 
dann kann das Dreieck X durch eine gewisse Drehung 
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um die gemeinschaftliche Ecke (x, y,), welche m ge- 
nannt werden mag, zur Deckung gebracht werden mit 
Y. Demnach sind x, my, und «, my, zwei einander 
iihnliche gleichschenklige Dreiecke, deren Spitzen in 
m liegen. Folglich ist der gemeinschaftliche Werth 
der Winkel x, mx, , y,my, gleich gross mit demjenigen 
Winkel, welchen die Héhen jener Dreiecke, d. i. die 
Mittellinien von #,y, , %,y, mit einander machen, also 
auch gleich gross mit demjenigen Winkel, den die 
Linien x,y, , %;¥, selber mit einander einschliessen. 
Daraus ergiebt sich, dass diese Linien x,y, , x,y, nicht 
parallel sind. Denn die genannten Winkel 2,mz,, 
y,my, sind Winkel der gegebenen Dreiecke X, Y, 
und kénnen daher (weil vorausgesetzt wurde, dass 
diese Dreiecke quadratisch sind) weder 0° noch 180° 
betragen. 
CB. Die Congruenz zwischen X , Y ist eine inverse. Als- 
dann existirt fiir diese Dreiecke eine durch m, d. i. 
durch die gemeinschaftliche Ecke (x, y,) hindurchge- 
hende Symmetrielinie, gegen welche die Verbindungs- 
linien 2%, , #, y¥, senkrecht stehen miissen. Demnach 
sind die Linien x,y, , 7,y, parallel. 
Sind also, um Alles zusammenzufassen, die gegebenen Dreiecke 
X , Y direct-congruent, so miissen die Linien x,y, , «,y, den in A. 
oder den in Ca. angegebenen Charakter besitzen; folglich wird H 
punktuell oder quadratisch sein. Und sind andererseits die Dreiecke 
X , Y inv¥ers-congruent, so werden die Linien x,y, , 7,y, jederzeit 
den in B. oder den in CB. angegebenen Charakter besitzen; folglich 
wird H linear sein. Wir kénnen somit auch umgekehrt sagen: Die 
zwischen X, Y vorhandene Congruenz ist eine directe, so- 
bald H punktuell oder quadratisch, hingegen eine inverse, 
wenn H linear ist. Da nun dieses Resultat, obwohl gefunden unter 
g, dass zwei analoge Ecken der Dreiecke X, Y zusam- 
menfallen, dennoch (zufolge unserer friiheren Betrachtungen) auch fiir 
solche Fille giiltig sein muss, wo jene Voraussetzung nicht erfiillt 
ist, so gelangen wir zu folgendem 
Satz. Sind in einer und derselben Ebene irgend zwei congruente 
quadratische Dreiecke gegeben x, % %, wnd Y, Yo ¥3, und denkt man 
sich von einem beliebigen Punkte § aus drei Linien gezogen &y,, &n., &y5, 


der Voraussetzung 


parallel- congruent 2U L,Y), XLffo, Loy, so wird die zwischen den Dreiecken 
Ly Ly Xz Und Y, Yo Ys vorhandene Congruenz eine directe sein, sobald das 
Dreieck Hy Ny Hn, punktuell oder quadratisch, hingegen eine inverse sein, 
sobald jenes Dreieck linear ist. 











902 Bewegung eines starren Kérpers. 


Sind die gegebenen congruenten Dreiecke nicht quadratisch , sondern 
linear oder punktuell, so ist ihre Congruenz gleichzeitig sowohl eine 
directe, als auch eine inverse. 


» 
ov. 


4A) 


Revision der in §. 1 durchgefiihrten Untersuchung. 

Unter & war diejenige Ebene verstanden worden, welche durch 
die drei Punkte , , 8, , 8, hindurchgeht. Demnach ist diese Ebene 
nur dann eine vollig bestimmte, wenn das Dreieck 6, B, B, ein 
quadratisches ist, einer gewissen Willkiir aber iiberlassen, wenn die- 
ses Dreieck linear oder punktuell sein sollte. 

In dieser Ebene 2 hatten sich durch unsere Constructionen zwei 
Dreiecke A’ , B’ ergeben, deren Congruenz ausser Zweifel steht. Es 
soll untersucht werden, ob diese Congruenz eine directe oder inverse ist. 

Um diese Frage zu entscheiden, wird der eben gefundene Satz 
in Anwendung zu bringen sein. Wir werden daher fiir die Dreiecke 
A’, B’ die Verbindungslinien der analogen Ecken, d. i. die Linien 
a,b)’, a, by , a,{b, ziehen, sodann von einem willkiirlich gewiihlten 
Punkte aus drei andere Linien ziehen, welche mit jenen Verbindungs- 
linien parallel-congruent sind, und endlich das Dreieck zu unter- 
suchen haben, welches von den Endpunkten dieser letztern drei Linien 
gebildet wird. 

Nun sind aber (zufolge unserer Constructionen) a,’ b,’ , a,'b,' , a,’ b, 
parallel-congruent mit den Linien s,b, , s,b, , s,b, , und diese letztern 
wiederum parallel-congruent mit 6, , 68, , 68,. Demnach repriisen- 
tiren B, , B,, B, dasjenige Dreieck, von dessen Beschaffenheit die Ant- 
wort auf die hier vorliegende Frage abhiingig ist. Mit andern Wor- 
ten: Die in Rede stehenden Dreiecke A’ , B’ werden direct- congruent 
sein, sobald das Dreieck 6, 6, 6, punktuell oder quadratisch, hingegen 
invers- congruent sein, sobald 6, 6, 6, ein lineares Dreieck ist. Die 
Giiltigkeit unserer in §. 1 durchgefiihrten Untersuchung 
wird daher, falls das Dreieck £, 6, 6, ein punktuelles oder 
quadratisches ist, keinem weiteren Zweifel unterworfen 
sein. 

Hingegen scheint jene Untersuchung fehlerhaft fiir den Fall, dass 
das Dreieck £, 6, 6, linear ist. Doch bedarf die Sache noch einer 
genaueren Ueberlegung. Versetzen wir uns in die Verhiiltnisse, wel- 
che ein solcher Fall darbietet ! 

Gegeben sind die Dreiecke A,B. Aus ihnen deducirt ist die 
Figur « B, B, B,. Das Dreieck 6, 6, B; ist ein lineares. Die mit 2 
bezeichnete Ebene ist cine beliebige unter den unendlich vielen, 
welche durch die Linie 6, 6, 6B. hindurchgelegt werden kénnen. Und 
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die durch senkrechte Projection von A,B auf diese Ebene 2 erhal- 
tenen Dreiecke A’ , B’ sind (wie aus den zuletzt angestellten Ueber- 

legungen hervorgeht) zu einander invers-congruent. Lassen wir 

die Ebene 2 um jene gerade Linie £, 6, 6, (wie um eine feste Achse) 

‘ rotiren, so werden die Projectionen A’, b’ der gegebenen Dreiecke 

A, B von Augenblick zu Augenblick andere werden, bestindig aber 
invers-congruent zu einander bleiben. In einem gewissen Augen- 


; blicke der Rotationsbewegung wird 2 senkrecht sein gegen die Ebene 
; von A, mithin A’ linear sein, folglich das (zu A’ invers-congruente) 
1 Dreieck B’ ebenfalls linear sein. Zwei einander invers-congruente 


; lineare Dreiecke sind aber gleichzeitig auch direct- congruent. Somit 
sehen wir, dass die Dreiecke A’, Lb’ in dem genannten Augenblicke 


; der Rotationsbewegung direct-congruent sind, und ausserdem, 
; dass in jenem Augenblicke die Ebene 2 nicht nur senkrecht ist zur 
' Ebene von A, sondern gleichzeitig auch zu der von DB. — Unsere 
' in §. 1 angestellte Untersuchung wird daher, wenn das 
, " Dreieck B, 6, B, linear ist, ebenfalls giiltig sein, vorausge- 
’ setzt, dass man iiber die Lage der Ebene &, welche fiir 
' diesen Fall noch einer gewissen Willkiir iiberlassen war, 


; in geeigneter Weise disponirt, sie nimlich senkrecht wihlt 
gegen die Ebenen von A und B. 


Wir gelangen somit zu dem 

Resultat. Der in §. 1 (pag. 197) aufgestellte Satz ist unter allen 
Umstdnuden richtig; nur ist in denjenigen Fiillen, wo die durch die 
' Punkte B,, B., B, definirte Ebene 2 keine villig bestimmte ist, in Betreff 
' f der Wahl dieser Ebene eine gewisse Vorsicht zu beobachten. Das Dreieck 


: B, B, B., ist quadratisch oder linear oder punktuell. Im ersten Falle ist 
; die Ebene 2 villig bestimmt; hinsichtlich der beiden letztern Fiille aber 


; Folgendes zu bemerken: 

' Ist das Dreieck B, By B, linear, so existirt jederzeit eine durch die 
Linie B, B, B, hindurchgchende Ebene, welche gleichzeitig senkrecht steht 
: zur Ebene des Dreiecks a, a, a, und zu der des Dreiecks b, by by. 
; Diese Ebene ist es, welche in solchem Falle zur Ebene 2 genommen 
werden muss. 


Ist andererseits das Dreieck B, By B, ein punktuelles, fallen also 
die Punkte B,, B,, B, zusammen zu einem einzigen Punkt, so kann zur 
) Ebene 2 jede beliebige Ebene genommen werden, welche durch die- 
sen Punkt hindurchgeht, also tiberhaupt jede belicbige Ebene. 
Denn der in Rede stehende Punkt besitet, weil « willkiirlich zu wiih- 
len ist, ebenfalls cine willkiirliche Lage. 


Swe 


Sind die gegebenen Dreiecke «a, a, a, 


und b, b, b, parallel -con- 
gruent, so sind die Verbindungslinien «a,b, , a,b, , a,b. siimmtlich von 
? 5D a os? oe 


an] 


gleicher Richtung und Liinge. Demnach sind in diesem Falle die Linien 
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aB, , «B, , «B, untereinander identisch; und es entsteht also ein Zu- 
sammenfallen der Punkte 6, , B,, 6, zu einem einzigen Punkt. 
Folglich kann in diesem Falle jede beliebige Ebene zur Ebene 2 
gewihlt werden. 

Nimmt man fiir & diejenige Ebene, welche senkrecht steht zur 
gemeinschaftlichen Richtung der Linien a,b, , a,b, , a,b,, so erhiilt 
man eine Schraubenbewegung, bei welcher der eine Bestandtheil, niim- 
lich die drehende Bewegung, null ist. Wiahlt man hingegen fiir & 
irgend eine andere Ebene, so gelangt man zu einer Schraubenbewegung, 
deren Achse unendlich weit entfernt ist. Eine solche Bewegung ist 
aber zusammengesetzt aus zwei Parallelbewegungen, von denen die 
eine parallel zur Achse, die andere senkrecht zur Achse ist, und dem- 
gemiiss reducirbar auf eine einzige Parallelbewegung. In solcher 
Weise gelangt man bei Anwendung dieser letztern Ebene 2 auf 
einem gewissen Umwege schliesslich zu demselben Resultate, wie bei 
der zuerst benutzten Ebene 2. 


§. 4. 
Anhang. — Congruente Figuren auf einer Linie, in der Ebene 
und im Raume. 


Zwei in derselben geraden Linie gegebene congruente Figuren 
sind entweder durch eine in der Linie bleibende Bewegung zur gegen- 
seitigen Deckung zu bringen, oder sind symmetrisch (die eine das 
Spiegelbild der andern) in Bezug auf einen in der Linie befindlichen 
Punkt. Bei Besitz der ersten Eigenschaft mégen sie direct-, bei 
Besitz der zweiten invers-congruent genannt werden. Offenbar gilt 
alsdann der 

Satz I. Sind im derselben geraden Linie irgend zwei congruente 
lineare Figuren a, dy... dn und b, by... ba gegeben, und denkt man 
sich von einem willkiirlich gewdhlten Punkt «@ aus n Linien gezogen 
aB,, «B,,..., @B, parallel-congruent zu a,b, , dab, ~~. , dnb, so 
wird die zwischen jenen Figuren vorhandene Congruenz eine directe oder 
inverse sein, jenachdem die Kigur B, By... By punktuell oder linear ist. 

Sind die gegebenen Figuren a, a,... a, und b, b, ... b, nicht 
linear, sondern punktuell, so ist selbstverstiindlich ihre Congruenz 
gleichzeitig sowohl eine directe als auch eine inverse. 


Zwei in derselben Ebene gegebene congruente Figuren sind 
durch eine in der Ebene bleibende Bewegung entweder in eine Lage 
versetzbar, bei welcher die eine mit der andern coincidirt, oder ver- 
setzbar in eine Lage, bei welcher sie zu einander symmetrisch sind 


\- 
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in Bezug auf eine in der Ebene befindliche Linie. Bezeichnen wir 
nun ebenso wie friiher (vgl. Note p. 198) die im erstern Fall vorhandene 
Congruenz als eine directe, die im letztern Fall vorhandene als in- 
verse, so gelangen wir durch Verallgemeinerung unseres iiber con- 
eruente Dreiecke gefundenen Satzes (p. 201) mit Leichtigkeit zu folgen- 
dem allgemeineren Resultate. 

Satz II. Sind in ein’ und derselben Ebene irgend zwei congruente 
quadratische Figuren gegeben, bestehend aus den Punkten a, , a,, 

., A, und b, , by, ... 5 Da’, und denkt man sich von einem willkiirlich 
gewihlten Punkte a aus n Linien gezogen aB, , «B,,..., @B, parallel- 
congruent zu a,b, , dgby,...,An0n, 80 wird die zwischen jenen Figuren vor- 
handene Congruenz eine directe sein, sobald die Figur B, B, ...B» punktuell 
oder quadratisch ist, hingegen eine inverse sein, wenn die Figur B, By... Bn 
linear ist. 

Und zwar wird im Falle der directen Congruenz die eine gegebene 
Figur mit der andern durch eine parallele Verschiebung zur Deckung 
gebracht werden kinnen oder nicht, jenachdem jene auailiére Figur 
B, By... Bn punktuell oder quadratisch ist. 

Sind die gegebenen congruenten Figuren a, a, ... a, und b, b, ... b, 
nicht quadratisch, sondern linear oder punktuell, so ist ihre Congruenz 
gleichzeitig sowohl eine directe als auch eine inverse. Demgemiiss ist 
in dem vorstehenden Satz nur der Fall beriicksichtigt worden, dass 
jene Figuren quadratisch sind. 

Ausser diesem Satze existiren noch andere Methoden, um zu ent- 
scheiden, ob zwei in der Ebene gegebene Figuren, deren Congruenz 
bereits erkannt ist, eine directe oder eine inverse Congruenz be- 
sitzen. Diese Methoden werden dargeboten durch Umkehrung folgen- 
der beiden bekannten*) Siatze: 

Satz IIa. Sind in einer Ebene zwei direct-congruente Figuren 
Ay Ay... An Und by by... ba gegeben, so schneiden sich die n Mittellinien 
von Ad, , Agby,..+ 5 And» in einem einzigen Punkt. Durch Drehung 
um diesen Punkt wird die cine Figur mit der andern zur Deckung 
gebracht werden kinnen. 

Dabei ist unter der Mittellinie von a,b, der geometrische Ort der- 
jenigen Punkte zu verstehen, welche von a, und b, gleich weit abstehen. 

Satz IIb. Sind in einer Ebene zwei invers - congruente Figuren 
ly My s++ Ayn und b, b, ... b» gegeben, so liegen die Mitten (d. i. die Hal- 
birungspunkte) der n Linien a,b, , dgby, «+. 5 Qnbn im einer Geraden 


*) Man findet die Ableitung dieser Siitze und zugleich historische Notizen 
iiber dieselben in dem Werke von Baltzer: Die Elemente der Mathematik. 
Leipzig, 1865. Band II, p. 87 seq. 
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Durch eine Schraubenbewegung um diese Gerade (als Achse) wird die 
eine Figur mit der andern zur Deckung gebracht werden kinnen. 

Die Umkehrung dieser Siitze Ila. und Ib. darf indessen nicht 
ohne Vorsicht geschehen. Die Umkehrung des Satzes Ila. z. B. fiihrt 
zu folgendem Ergebniss: 

Satz IIa. Sind in der Ebene zwei congruente quadratische 
Figuren a, dy... dn und b, by ... ba gegeben, und sind M,, M, ..., 
M,, die Mittellinien von a,b,, agb,, ..., dnbn, so kinnen folgende Fille 
eintreten: Entweder sitimmtliche Linien M fallen zusammen; oder die 
Linien M schneiden sich in einem einzigen Punkte; oder sie schneiden 
sich in mehreren Punkten. Im ersten und dritten Falle sind die Figuren 
invers-congruent, im zweiten Falle aber direct - congruent. 

Andrerseits fiihrt die Umkehrung des Satzes IIb. zu folgendem 
Resultate : 

Satz 118. Sind in einer Ebene zwei congruente quadratische 
Figuren a, dy... d, und b, b, ... ba gegeben, und sind m,, my, ..., Mn 
die Mitten der Verbindungslinien a,b,, a,b,, ..., Gndn, so werden jene 
gegebenen Figuren direct-congruent sein, sobald die Figur m, my ... mM» 
punktuell oder quadratisch, hingegen invers-congruent sein, sobald dic 
Figur m,m, ...m, linear ist. 

Sind die in der Ebene gegebenen congruenten Figuren linear oder 
punktuell, so ist ihre Congruenz gleichzeitig sowolil eine directe, als 
auch eine inverse. Demgemiiss ist in den Siitzen Ila. und IIB. (ebenso 
wie bei Satz IJ.) nur auf den Fall Riicksicht genommen worden, dass 
jene Figuren quadratisch sind. 

Bemerkt mag noch werden, dass den vier Siitzen Ila., IIb., Ia., 
IIB. vier andere Siitze parallel stehen, welche gelten fiir Figuren auf 
einer gegebenen Kugelfliiche. Parallel dem Satze IIb. z. B. steht 
folgender : 

Sind auf einer Kugelfliiche zwei invers-congruente Figuren ay dy ...n 
und b, b,...b» gegeben, und verbindet man jedes der n Punktpaare 
(a,,5,) , (@y,b.) , ~~. 5 (an, bn) durch den Bogen eines grissten 
Kreises, so liegen die Halbirungspunkte dieser n Bogen auf ein und 
demselben grissten Kreise. Ist E die Ebene dieses grissten Kreises und 
D der zu E senkrechte Kugeldurchmesser, so kann die eine Figur durch 
Drehung wm die Achse D in cine Lage versetzt werden, bei welcher sie 
als das Spiegelbild der andern erscheint in Bezug auf die Ebene E. 

Aehnlich ergeben sich die iibrigen Parallelsiitze , niimlich einfach 
dadurch, dass man in den Sitzen Ila., Ila., I1f. die geraden Linien 
durchweg durch Bogen grisster Kreise ersetzt. 
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Zwei im Raume gegebene Figuren sollen congruent heissen, wenn 
je zwei analoge Linien dieser Figuren von gleicher Liinge sind. Zwei 
solehe congruente Figuren werden durch geeignete Bewegungen (Ver- 
schiebungen und Drehungen) entweder in eine Lage versetzbar sein, 
bei welcher die Figuren mit einander coincidiren, oder in eine Lage 
versetzbar sein, bei welcher die eine Figur als Spiegelbild der andern 
erscheint in Bezug auf irgend eine Ebene. Bei Besitz der erstern 
Kigenschaft mégen die Figuren direct-congruent, bei Besitz der 
letztern invers-congruent genannt werden. Alsdann gilt folgender, 
mit den Sitzen I. und II. véllig conformer Satz. 

Satz II. Sind im Raume zwei congruente cubische Figuren 
My Uy ee. An UNA Db, bg... Dn gegeben, und denkt man sich von einem will- 
kiirlich gewiihlten Punkt « aus n Linien gezogen «B,, «B,,..., @Bn, 
parallel-congruent zu a,b, , a,b, , ... 5, Anda, so wird die zwischen 
jenen Figuren vorhandene Congruenz eine directe sein, sobald die Figur 
B, B. ... B, punktuell oder quadratisch ist, hingegen eine inverse sein, 
sobald die Figur B, By... Bx linear oder cubisch ist. 

Im Falle der directen Congruenz kann die gegenseitige Deckung der 
beiden gegebenen Figuren durch eine parallele Verschiebung be- 
werkstelligt werden oder nicht, jenachdem die auxilidire Figur B, B, ... Bn 
punktuell oder quadratisch ist. 

Im Falle der inversen Congruenz kann diejenige relative Lage der 
beiden gegebenen Figuren, bei welcher die cine als Spiegelbild der andern 
erscheint in Bezug auf irgend eine Ebene, vermittelst einer paral- 
lelen Verschiebung hervorgebracht werden oder nicht, jenachdem die 
auxilidre Figur B, B, ... By linear oder cubisch ist. 

Sind-die im Raume gegebenen congruenten Figuren a, a, ... dy 
und b, b, ... b, punktuell oder linear oder quadratisch, so ist ihre Con- 
gruenz gleichzeitig sowohl eine directe als auch eine inverse. Dem- 
gemiiss ist im vorstehenden Satz nur auf den Fall Riicksicht genommen 
worden, dass jene Figuren cubisch sind. 

Es ist leicht, fiir diesen Satz II. einen rein geometrischen 
Beweis zu geben, iihnlich demjenigen auf pag. 200. Einfacher iibrigens 
und iibersichtlicher gestaltet sich die analytische Beweisfiihrung; 
sie leitet zu einer gewissen Gleichung dritten Grades, und zeigt, dass 
der Charakter der zu untersuchenden Figur #, p, ... 6, unmittelbar 
abhiingig ist von der Anzahl derjenigen Wurzeln dieser Gleichung, 
welche Null sind. 


14+ 











Zur Theorie der Funetionaldeterminanten. 





Von Cart Neumann in Lerpzia. 
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Es seien w,, #,, u, gegebene Functionen von «,, 2, 2, 


3 23 
auch umgekehrt x,, 7,, 7, gegebene Functionen von w,, u,, “3 gleich- 
zeitig sei 


(1) D4 $n tog, 


OU, Og OUs 
Ferner bezeichne V eine unbestimmte Function von 2,, 2, %. 
Endlich sei /' eine gegebene Function von 


r OV @V av 
V, — , 2 2 3 © 
OX, OX, OX, 


(2) “1 4a5 %%) 


welche sich durch Einfiihrung der Variablen w,, w,, w, fiir 7,, 2, %, 
in eine Function von 

— oF oF oF 
3 Wes Mas Mee Fs; ? 
( ) by “a> “as > Ou ? du,’ Ous 


verwandeln wird. 


Bildet man das iiber ein beliebig gegebenes Gebiet sich erstreckende 
Integral 
(4) . Sif F da, dx, dx, = Sif F A du, du, di, , 


und liisst man in diesem Integral (und zwar in seinen beiderlei Aus- 
driicken) die darin enthaltene unbestimmte Function V iibergehen in 
V+ <0V, so gelangt man zu der Formel: 
(5) 4 oF a b C OF ay DF a a x 4.DF , 
oV j Om; » 6 J DV | Ou; pO V 
c ax; 0 U; 
wo die partiellen Differentialquotienten der Function 7’, jenachdem 
dieselbe als abhiingig von den Gréssen (2), oder als abhiingig von den 
Gréssen (3) angesehen werden soll, mit @ oder mit D bezeichnet sind, 
und wo die Summe & sich erstrecken soll auf i = 1, 2, 3. 
In solcher Weise wird die Formel (5) von Jacobi abgeleitet 
(Jacobi’s Werke II, p. 40). Sodann zeigt Jacobi, wie die Formel 
(5), sobald man fiir F’ die specielle Gestalt 


, ’ 7 0V\? 
Od; 
t 
wihlit, mit grosser Leichtigkeit zur Transformation der Potential- 
. aV — ie is Bae . — 
Gleichung > jg? —  hinleitet, niimlich diejenige Form liefert, welche 
x; 


diese Gleichung annimmt bei Einfiihrung von #,, ,, us fiir 2,, 2, 2. 
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Ks scheint der Miihe werth, auf ein anderes aus der Gleichung (5) 
sich ergebendes Resultat hier aufmerksam zu machen. Wir wiihlen 
fiir J’ eine andere specielle Gestalt, setzen nimlich: 


p oV OV oV oV 
7 F poe C le C : C. : a Y 
(4) 1 Da, + C, Ox, + ¢; Oa, C; Oa, ’ 
oder, was dasselbe ist: 


ee —— , OU; , OU; ; Ou’ aV 
(Ta.) F=)5> (c +e +6 zz. 


OX, Lo > 02s, 
wo C,, C,, C, beliebige Constanten sein sollen, und erhalten alsdann 
aus (5): 


bs OU; OU; du; 
05 \O, -— + OG ~— + C, -— 
i aie > Oxy CEP OX) | 


8 
( ) ou; 

Da C,, C,, C, willkiirliche Constante sind, so zerfillt diese Glei- 
chung in drei Gleichungen, von denen die der Constanten C, ent- 
sprechende so lautet: 


. % x 
(8a.) Owe a a ; 
Ou; 





ou ou ou 

a4 “. y 3 P 3 

(8 b.) 0 alias € a“, _ nike k 4 . c X, 
OU O Ug OUs 


Nun ergeben sich bekanntlich aus den drei Gleichungen 


Ox, Ox, OX, ; “—_ 
a 2X, = Ou, du, -L ; ils duty + A dus ? (h = 1,2, 3) 


dbs 


durch Auflésung nach du,, du,, du, augenblicklich die Formeln: 


CA 0A 04 

Adu; = ~~ dx, + “ di, + dv, , (é=1,2, 3); 
as ae alsa 
OU; Ou; OU; 


woraus folgt: 


od . ‘ 
— = ; ; ($, & =< 2, 2, 3). 
Ow; dons. 

0 

ou 


Hierdurch aber gewinnt die Gleichung (8b.) folgende Gestalt: 


od 0 04 C oA 
(8e.) O= SS + +, ; 
’ OW Ox, OU, Ox, OU, _ OX, 
0 0- 0; 
0 Uy OU 0 Uz 


und diese Formel (8¢.) repriisentirt, wie man augenblicklich erkennt, 
einen bekannten Satz aus der Theorie der Functional - Determinanten. 
(Vgl. Jacobi, Crelle’s Journ. Bd. 27.) 











Das simultane System einer biquadratischen und ciner 
quadratischen biniren Form. 


Von Dr. F. Harnorpr in Diren. 


Nach Untersuchung der einfachsten simultanen Invarianten und 
Covarianten, werde ich die biquadratische Form auf 2 verschiedene 
Arten jedesmal durch Anwendung dreier quadratischer Formen, zwi- 
schen welchen eine Relation besteht, typisch darstellen. Die Unter- 
sichung der Bedeutung, die das Verschwinden der in Betracht kom- 
menden Invarianten und Covarianten hat, wird dann gestatten, die 
einfachsten Contravarianten der entsprechenden terniiren Formen zu 
diseutiren. — Die Abhandlung ist aus der Anregung erwachsen, die ich 
den Vorlesungen des Herrn Professor Clebsech iiber algebraische For- 
men verdanke, und schliesst sich den von ihm angewandten Methoden 
an, insbesondere an die in den Annali di Matematica pura ed 
applicata Serie Il" Tomo I° erschienene Abhandlung der Herren 
Clebseh und Gordan iiber biniire Formen 5" und 6'" Grades. 


‘. 


Die Covarianten zweiten Grades. 


Sr 


Wir bezeichnen unsere gegebene biquadratische und quadratische 
Form symbolisch durch die Ausdriicke : 
au (a, 7%, + a Z_)* =ai=— ti => c= 
v= (@, a, + a, a) = « = B= 7; 


Bedienen wir uns fiir eine Form x" Grades f der Bezeichnungen: 


/; 1 cf fi oe 1 ( ef 
7 nN CX - N.N—1 CX Ox; 
so ist: 

u == Uy, 2? + Ze, BM. + Uy,’ 

) ; ~-2 tt. Da y = 2 

T= On vy t =lto Hy Xo t Pog ly ° 


Wir erhalten dann durch folgende Bildungen, bei welchen wir 
noch (it, vy — my n,) = (mn) setzen, eine Reihe von quadratischen ; 
Covarianten : . 
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W = Uy V_g7 — Ztyy Vig Ugo Vy = G2 (aa)? 
b= Uy Way — 2tyy Wry Ff Uy Wy, = 42 (ab)? (ba)? (1) 


Pr = Uy by — 2tye by + Ugg t, = a2 (ab)? (bc)? (ca)?. 
Durch Bildung von Functionaldeterminanten erhalten wir hieraus eine 
neue Reihe von quadratischen Covarianten: 
L = v, WwW, — W,v, = Gy dy (Ba) (aa) 
m= w, t, — tw, = az bz (aa) (be)? (cB)? (ab) (2) 
t, V, — t,v, = a, a, (ab)* (bp) (ae). 


. . . . . . . . . . . . 


vd 


! 


Die Relationen zwischen diesen Covarianten ergeben sich*), wenn 
Auyv willkiirliche Gréssen sind, und 
- 
Dyy = Diy Vox — 2Pi2 Hie + Pe Ui 
gesetzt wird, aus der Identitiit: 


Min Yn Vg O Vy 2%. yy, AI 
Wi, Wyn Wy O Wop —2Wiy Wy, Bb 
aT ty» typ O |” | typ —2ty ty v 
Lo? —x24, 4? 1 x +2a,a, 2? 0| 


RD. Ba Be ¥ 
| me Bae Bae wo 
| ho BR my Ft 

| vtaé wtp t+y O 


Un, Vlg Va Vo YY A 
-== 2 Wi, Wyy Was W, WwW u 
ty by bg t, t, v 


Setzen wir: 


R=) Wy Wy Wy [2 
fy yy tag | 
also: 
Vin = %2 = %a9 Ue —. 20, Uy 
Wi, Wy Wao - | Wag — 20, WO, | = 
ty fin by by — 2h, ty 
~~ _— ae 
Doo Dow Do | = 2 R? 


*) Diese Methode ist in der Abhandlung der Herren Clebsch und Gordan 
iiber bindére Formeu sechsten Grades 1. c. gegeben. 
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und nennen die Coefficienten der D,, in der Determinante derselben 
B,,, so lauten die Relationen, die sich aus obiger Identitiit ergeben : 
UV Boo t+ wBow + t Ba = 2K (wt, — w, t,) = 2 Rm 
(3) UV Bwo + WBow + tBu = 2 R(t, vy — v, ) = 2 Ln 
VB + w Buy + tBu =2R(v,w,— v,0,)=2 Kl. 

Dieselben erlauben zugleich die quadratischen Covarianten der 
ersten Reihe durch v, w, ¢ auszudriicken. Durch Anwendung der Iden- 
titiit 

Pr Py Dy % F Po He 
1 42 Uy + 2% 0 
My Vy Vy XH Vy Ly 
oder: 
Dx (Gr) + de (rp) + re (pg) — 0 
erhalten wir niimlich: 
Uy, Lyn — Ztyy by + thoy lh, = af (ab) (ae) (Bb)? (ab) 
= «, (ab) (ac) (Bb). (@ , (ab) + b, (aa)} 

Da das zweite Glied bei Vertauschung der gleichbedeutenden Buch- 
staben a und b nur das Vorzeichen iindert, so bleibt nur der erste 
Term zuriick: 

a, &, (ab) (bB)? (aw) = tv, — v, t, = nv. 
Wir erhalten somit aus (3): 
. 
WB + tBu + rBa = Boo + wBow + tBu 
oder: 


(4) tBu = vBuoo + w(Bew — Bu). 


Da wir statt v, w, ¢ irgend 3 aufeinanderfolgende Glieder der Reihe 
(1) einsetzen kinnen, so ergibt sich, dass wir jedes Glied derselben 
linear durch das 2'° und 3° vorhergehende ausdriicken kénnen. 

Aus den aufgestellten Relationen ersehen wir jetzt, dass alle an- 
dern quadratischen Covarianten auf lineare Combinationen von v, w, ¢ 
zuriickkommen, wobei alle auftretenden Coefficienten Invarianten sind, 
und zwar Aggregate der 9 Terme D2. 


. 2 
Die aus den Covarianten zweiten Grades gebildeten Invarianten. 


Das Resultat des vorigen §. lehrt auch, dass alle aus unseren 
quadratischen Covarianten entstehenden Invarianten Aggregate der 9 
Invarianten D,, sind. Aber auch diese kénnen nicht von einander 


unabhingig sein. Nach einem allgemeinen Satze ist die Anzahl der 
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von einander unabhiingigen Invarianten, die sich fiir gegebene For- 
men bilden lassen, gleich der Anzahl der Coefficienten in denselben 
weniger der Anzahl der Substitutionscoefficienten bei linearer Trans- 
formation, vermehrt um die Einheit. In unserem Falle gibt es also 
5 von einander unabhiingige Invarianten. Wir nehmen zu den von u 
oder v allein gebildeten: 
j =k (aby (be)? (cay? 
= } (a)! 

Doo = (aeB)? 
die beiden simultanen Invarianten hinzu: 

Dow = (ae)? (ap) 

Dow = (ab)? (ae)? (bB)? 
und suchen alle iibrigen durch diese 5 auszudriicken. 

Wir finden ohne weiteres: 


Deo = (ace)? (ab)? (0B = Dow 
und unter fortwihrender Anwendung der pay erwihnten Grundiden- 
titiit: 
Duy = (ab)? (cb)? (aa)? (eB)? 
= (ab)? (cb) (ae) (cB)? . {(ab) (cee) + (ca) (be) \ 
(ab)® (cB)* (ce) (cb) (aw) = § (ab)' (cB)? (ca)? = § Dow. 
Der zweite Term kann durch Vertauschung der gleichbedeutenden 
Buchstaben a, b, ¢ so dargestellt werden: 
(ab)? (cb) (ca) (ae) (be) (¢B))? 
r (ab) (ace) (bee) ") 
= 4 (ab) (cd) (ca) ya (be) (be) (ea) (ap)? 
+ (ca) (ea) (aw) (bB)* 
Das zweite Glied zerfillt in zwei Ausdriicke: 

(be) (bee) (aB)? (ce) = (bee) (cor) (aB) {(ac) (bB) + (ba) (¢B)}. 
Vereinigen wir den ersten Term mit dem ersten, den zweiten mit dem 
dritten Gliede unserer Summe: 

(ab) (bee) (cB) {(ae) (eB) — (ca) (ap) = (ab) (ac) (cB) (ap) (be) 
(ca) (bB) (co) {(aa) (bB) — (ba) (ap)} = (ab) (ca) (OB) (ca) («f), 
so bleibt nach Vereinigung dieser beiden Ausdriicke 

(ab) (ca) (aB) {(bB) (ca) — (B) (bec)} == (ab) (ca) (cb) (@B)? 

4 (ab)? (be)? (ca)? (ap)? = 27 D,, 
zuriick, und wir haben: 


Ds = ie + HR. (1) 


Kiihren wir fiir 
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Du = (ba)? (ab)? (ed)? (aa)? (eR)? 
dieselben Operationen durch, so ergiebt sich: 
(2) Du = t Dow + 25 Dow 
Vermége der Gleichungen (3) und (4) §. 1 driicken sich jetzt alle 
Invarianten, die aus den quadratischen Covarianten entstehen, durch 
unsere 5 einfachsten Invarianten aus. Von Interesse ist fiir uns nur 
die Combination von m, », / mit einander und mit v, w, t. Wir 
brauchen nur die Gleichungen: 
2Tim = 2h (w,t, — wyt,) = v Bo + wBow + tBu 
2Rn = 2 KR (tv, — o,t,) = vBoo + WBow + tBu 
2K = 2 Rh (v,w, — wv.) = 0 Bo + wWBuy + t Bu 
zu iiberblicken und uns der Relation : 
Dao Dw 
Dow Dew Da | = 2F 
Die Dew Dur 


zu erinnern, um die gesuchten Resultate zu erhalten. Nennen wir 
p,q irgend 2 von den Covarianten v,w, ¢ und die aus letzteren gebil- 
deten Functionaldeterminanten, bei welchen resp. p und q unberiick- 
sichtigt bleibt, P und Q, so lauten dieselben folgendermassen: 


3) Dre = + Bu Dep = + By 
Dp, ed 0 Dp, = Nt. 


Ks ergiebt sich hieraus auch die Entstehung von FR durch den Func- 
tionalinvariantenprocess. Dass sich R nicht rational durch die 5 ein- 
fachsten Invarianten kann ausdriicken lassen, lehrt eine Abzihlung 
der Ordnungen in den Coefficienten von uw und v. Fir R? ist diese 
Darstellung : 

Deo Dow Bw 

| Dow i Dwow + 27 Deo 

Dow i Doo + 2j Doo i Duw + 25 Dow 


> 
~ 

| 
pol 


§. 3. 
Erste typische Form von uw. 


Die typische Darstellung*) von w durch v, w, ¢ geschieht durch 
Bildung der Determinante aus: 


Vyy Uy7 — 2ZVy_ Uyq FF Vqq My = Ww 
Wy, Wyn — ZWWyo Uo Woo Hy, = Ft 


] 


yy Mag — 2 byy thy bay My 
Ly” Ugg  ZXyLotyy + 4,7 Uy, =U. 


*) Dieselbe findet sich in der citirten Abhandling der Herren Clebsch und 
Gordan. : 
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| M%, — YM Vy Ww 
Wip — Wyn Wy Ft 0 
ty — ty ty vr | 
| =," LX “7 & | 
Durch Multiplication mit: 
| Woo 2 V9 v,, O 
Wo» 2 Wi» Wi 0 5) R 
typ 2 ty tft, OO}  * ’ 
0 0 0 1 
erhalten wir daraus 
DD. Due Dan w' 
Dog _ Be t 
Lt (1) 


Dio Dew Du | ox 
v w t uw | 


Uebérzeugen wir uns noch, dass die Relation (4) §. 1. 
r Bu = v Bow + w (Bow — Bu) 
jetzt die Form annimmt: 
r=2jv + iw, (2) 

so sehen wir, dass « Ft? sich als quadratische Form von v, w, ¢ darstellt, 
deren Coefficienten ganze rationale Functionen der 5 einfachsten In- 
varianten sind. Die weitere Ausrechnung wiire von keinem Interesse. 

Zwischen den neuen durch eine Substitution 2’ Ordnung einge- 
fiihrten Variablen v, w,¢ muss noch eine Relation bestehen. Sie wird 
geliefert durch die Identitit: 


Yiy Vio VY.» OU Vyy — 2%, Vy, O 

Wi) Win Wy O Wy, —2Wy Wy, O| 
2 

ty ty» too 0 ty, ene 2th» ty 0 | 

z,* — XL, x," O x? 22,2 z,* QO | 


§. 4. 
Zweite typische Form von w. 
Um w durch die quadratischen Formen 
v = a; 
w= ly? (ap)? 
| == De Yx (y b) (bd)* 
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darzustellen, wollen wir den Weg der directen Elimination der « mit- 
telst dieser Gleichungen gehen. Da die Determinante des Systems: 
«,* 20,0, a," | 
a, 2a, Uy a,” | (ap)? (yb) (bd)? 
Diy, Diet bey, ber, | 
= (ap)* (yb) (bd)? (aa) { (ay) (ab) + (ab) (ay) } = 2 Dy 
ist, so ergiebt diese Elimination: 
4Diu = » { (cy) (ab) + (eb) (uy)} (ca) (ap)? (bd)? (yb) 
(1) + w {(cy) (ba) + (cb) (yer) } (bd)? (ca) (yb) 
+ 21 (ca) (ca) (aa) (aB)* F 
= mv? + 2m,vw + 2m,vl + mw? + 2m,wl + m0. 
Ks handelt sich jetzt nur noch darum, die 6 Invarianten m durch 
unsere 5 einfachsten auszudriicken. Wir ‘inden: 
m, = {(ea) (yb) + 2(cb) (ay) - {(ed) (ge) + 2(ce) (de)} 
. (ea) (ed) (ap)? (bd)? (by) (da@)* (en)* (ee). 
Das erste Glied in diesem Product ist: 
(ca)? (ed)? (ap)? (dea)? (bd)? (by)? (e8)* (en)? = Dew Dow. 
Die beiden folgenden Glieder sind gleich, vereinigen wir sie und zer- 
legen sie wieder folgendermassen : 
—A (ca) (cd oe) (4B)* (08) (te (en)*(e8)(O)* le) fy, 9) bay (ad) 
so hebt sich der zweite Term gegen das letzte Glied unseres Productes 
weg und es bleibt: 
(ca) (bd) — (cb)(ad) ) 
= (ba) (cd) ) 
cd) (cé)— (ed) (cé)) 
= (ce) (de) j 


2 (ed) (ce) (ba) (aB)* (ed) (dee)? (en)? (by)? (e&) (de) 


ak ane (ce) (ba )? (ap)* (cd)? (de)? (en)? (by)? (de) ; ( 


= -— D2. ; 
Daher ist 


i Daw Dow saat Diw\ 


My { (ey) (ab) + (eb) (ay)} (ed) (ca) (ap)? (0)? (dy)? (de) (by) (ea) (ee) 
==} 2 (cy) (ab) + (yb) (ae) (ca) (ap)? (bd)? (dy)? (by) (ed) (ee) - 


i (de) (ca) — (da) (ce)) 
y = (de) (ee) 


m, = Dow 


Das erste dieser Glieder ist: 


} (ap)* (bd)? (dn)? (ed)* (ea)? (ba) (cy) (by (ca) (ay) (cb) _ 5 Pe. Pk, : 


= (ba) (ep) j 
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das zweite: 
— 4 (ed)? (ac)? (ap)? (dy)? (by)? (00)? (ee)? = — $ Dio Dow Doo ; 


und somit: 
m =1 D,, { Dywo Dew — Diow\ - 


Einfacher ergiebt sich: 
m, = 2 {2 (cy) (ab) + (ca) (by)} (ca) (a6)? (bd)? (by) (ca) (ed) (ad) (de)*, 
— 2 (ca)? (ap)? (ed) (ca) (da) (de)? (bd)? (by)? = — 2 Da Dew, 
2 (cy) (ab) (ap)? (bd)? (ee) (ed) (ad) (de)? J (ca) (by) — (cb) = in ai, 
! an l= (a) (ey) 
wie die Vertauschung von ¢ und d lehrt. Demnach ist 
m, = — 2 DuDow = — 2 DwR 
m,={(cy)(ba)-+-(cb)(ya)}. { (cé)(aB) + (ca)(€B) } (b0)*(by) (ca) (an)*(ae)(cB) 
={ (by)(ca)+ 2(ch)(pa)\ . { (eB)(ae)-+ 2(ca)(€B) } (b0)?(by)(ca)(an)*(ae)(cB), 
(bd)? (by)? (ca)? (cB)? (ae)? (an)? = Diu, 
— (ca) (Be) (8)? (by)? (cee)? (an)? f(a) agi pies " = — Dye DrwDew, 
l= (B)() 
(by) (ce) aad . (cB) — (aB) (ce) | 
| = (le) (ye) =(ac)(e) | 
= Dw D2, , 
m, = D3, — 2 Dee Dow Dow + Dew D2. 
m, == 2 { (by) (ew) + 2 (cb) (ya) } (bd)? (by) (ca) (ce) (ea) (ea) (aB)*. 


Das erste Glied verschwindet, wie die Vertauschung von ¢ und a lehrt. 


(cb) (ye) (ea) (eB) (bd)? (an)? . 


2 (cb) (bd)? (cs) (ca) (ea) (a)? (pa) i‘ ph orggs on SR Be: 


= (ye) (be) 
m = 2 D,,Dyg = 2 Dy R. 
eee a (aa) (ey) 
, = 4 (e , 8)? (cb) (yb) (bd)? \ ; 
m (ca) (ca) (aB)* (cb) (yb) (00) { _ (ca) (ay) +- (ac) (ay) 
2 (ca)? (ap)? (bd)? (cb) (ay) Pe (70) — (cy) ‘a oe i Sa 
= (ye) (0b) 


2 (ce)? (ca) (aB)? (by) (bd)? \ (cb) (ay) — (ab) (ey) a te 
( = =(ca) (by) J 
mM, = 2 Dww Dow — 2 Drow Dev. 

Hiermit sind unter Benutzung des Friiheren alle Coefficienten in 
der typischen Darstellung durch unsere 5 einfachsten Invarianten ausge- 
driickt, und wir haben nur noch die Relation zwischen den angewandten 
quadratischen Formen aufzustellen. 

Setzen wir symbolisch v = a? = B? , w = a} = 02, so ist 
| = a, a, (aa), also: 








Zur Theorie algebraischer Formen. 





P = a, By az (Bb). — 
a, B t, (f ) l(ba) Oy + (ab) Oy ; 


4 ar B (ba) ? a waa | — 4 v? Biss 
ot, a2 (Bb) : (ab) B = — yw cm an 4 we a 
a, (Bb) + bz (@B) . 
(2) P= — fe? Daw + vw Dow — £0? Deo. 


Ks driickt sich somit ? typisch durch v und w aus. 


§. 5. 
Ausnahmefiille. 


Verstehen wir unter x,, 2, die Abstiinde des durch diese Coordinaten 
bezeichneten Punktes von 2 festen Punkten der Geraden, auf der er 
liegt, so giebt «=O 4 Punkte derselben, v = 0 zwei. Was hat es 
fiir diese 6 Punkte fiir eine Bedeutung, wenn J? verschwindet? Da 
diese Invariante die Determinante von v, w, ¢ ist, so bilden dann die 6 
Punktepaare v = 0 , w=0O , t=O eine Involution.*) Derselben ge- 
héren in Folge von (2) §. 3. alle Punktepaare, welche die Covarian- 
ten erster Reihe liefern, an. Da die Functionaldeterminante zweier 
quadratischer biniirer Formen « das zu den von diesen dargestellten 
Punktepaaren harmonische liefert, so geben die Covarianten zweiter 
Reihe . 

i = 0 


alle dasselbe, niimlich die Doppelpunkte der Involution. So lange D, 
nicht verschwindet, lehrt die zweite typische Darstellung, dass fiir 
den Fall R =O wu sich durch v und w ausdriicken lisst, denn / kommt 
dann nur im Quadrat in dieser Darstellung vor und kann daher mittelst 


, w= , n=O , 


(1) §. 4. entfernt werden. Fiihren wir nun die Punkte / = 0 als 
Grundpunkte ein, so kommen in v und w nur die Quadrate der Variablen 
vor und damit in wu auch. Die 4 Punkte « = 0 gehdren also eben- 


falls unserm involutorischen System an. Umgekehrt verschwindet J, 
sobald « = 0 und v = 0 3 Punktepaare einer Involution geben. Nach 
Kinfiihrung der Doppelpunkte als Grundpunkte kommen in w und v 
und damit auch in w und ¢ nur die Quadrate der Variabeln vor; es 
ist also R die Determinante von v, w und ¢ gleich Null. 


Verschwindet ausser R auch noch D,, fallen also die Punkte 1 = 0 
zusammen, so wird die ganze Hiilfte der Involution, der die Punkte: 


u=x@0 , v=0 , w=0,t=0,... 





*) Salmon: Lessons on higher Algebra. Sec. Ed. ‘p. 160. 
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angehéren, in den Doppelpunkt / = 0 hineinriicken, in welchem die 
Grundpunkte der Involution zusammenfallen, welche getrennt sind, so 
lange 1 nicht identisch verschwindet. 

Es kénnte fraglich erscheinen, ob die 4 Punkte « = 0 auch jetzt 
noch unserer Involution angehéren, da keine der beiden typischen 
Darstellungen mehr méglich ist. Dass dies aber in der That der Fall 
ist, lehrt die canonische Darstellung unserer Formen, die aus der Ein- 
fiihrung der Punkte v = 0 als Grundpunkte resultirt: 


u=ari+4ba,a, + 6 cx?ax,? + 4 da,2,° + ex,! 


v= a Vy 
w= — (ba?+ 2 ¢4,x, + dz,’) 

t = (cb — ad) «4,7 — 4 (bd — &) a,x, + (ed — be) x,” 
l = ba,? — dz,?. 


Denn soll / sich auf ein Quadrat reduciren und v, w, ¢ einen Factor mit 
demselben gemein haben, ohne dass / = 0 ist, so muss w diesen Factor, 
wie man sieht, im Quadrat enthalten. Umgekehrt verschwindet auch 
Dy, wid R, wenn uw einen Factor von v im Quadrat enthiilt. 

Da die Covarianten der Reihe: 1,m,n ... sich im Fall Rk = 0 
nur um constante Factoren unterscheiden, so ist dies nach (3) §. 2. auch 
mit den Unterdeterminanten von: 

x Be Bei 
2R? =| Dow Dew Dur | 
| Die Dew = Du | 
der Fall. Diese verschwinden also in unserem Fall: 
- Du = 4 Bu = 0 
siimmtlich. 

Wenn /, die Functionaldeterminante von v und w, verschwindet, 
so ist: 

w= EV 
Die Punktepaare v = 0 , w=0,t=—0,... fallen also vollstindig 
zusammen und zwar in den Doppelpunkten der Involution, der die 4 
Punkte «= 0 angehéren, da in unserer canonischen Form von « dann 
nur noch die Quadrate der Variabeln vorkommen. 

Ist w =O, so reducirt sich w in der canonischen Form auf die 
Biquadrate der Variabeln, d. h. die 4 Punkte « = () bilden ein cyclisch- 
projectivisches System mit den 2 Punkten » = 0; ihre Doppelverhiilt- 
nisse in Bezug auf dieselben iindern sich bei cyclischer Vertauschung 
nicht. In beiden zuletzt behandelten Fiillen ist offenbar auch die Um- 
kehrung richtig. 

Hiermit haben wir die wichtigsten Ausnahmefille behandelt. Die 
Bedeutung, die das Verschwinden unserer iibrigen Invarianten hat, liegt 








{ 
q 
| 
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auf der Hand, und wenn eine der Formen /, m, p, ... verschwindet, 
so ist dies auch mit / der Fall, ebenso wie w gleich Null wird, wenn 
eine Covariante erster Reihe verschwindet. 


g. 6. 


Das System xu-+ 42. 


Erinnern wir uns aus der Theorie der biquadratischen biniiren 
Kormen, in welcher Beziehung das System von Formen xu + AZ, 
wenn 4 die Hesse’sche Determinante von « ist, zu « steht, so liegt 
der Gedanke nahe, dass die Formen dieses Systems an den untersuch- 
ten Singularitiiten von « Antheil haben. In der That werden wir uns 
davon iiberzeugen. 

Wir haben: 





“e= af = bi = 

4 = 6 (4), Ut. — U?,) 3 abi (ab)? 
v= a2 

w= az (aa) 


t = aj (ba)? (ba?). 
Durch unsern so oft angewandten Process erhalten wir: 
Dig = Bt —2 vi 
Dus = iw+ 6jv 
4i4 = it + 6jw 
Mit Hiilfe dieser Relationen ergeben sich unsere Bildungen fiir 
xu + 424 sofort. Wir wollen sie durch Striche unterscheiden von den 
entsprechenden fiir w. 
v =v 
w = xw+A(st— 2 v2) 
t= t+ 2 Ax (iw + 6jv) + 2 (42 + 18 jw — 3 it) 
m = xm + xd (2ni— 1271) — xd? (871+ Dim — 36 jn) 
+ A* (— 36 ijl — 54 jm + 6 Pn) 
n= x*n —2 Axil — A? (18 jl + 3 in) 
VY’ = xl—3dn. 


Erinnern wir uns der Formeln (3) §. 2, so finden wir durch Com- 





bination etwa von v’ und m’: 

== R {x — 9 ind? — 54 ja*\. 
Wenn & verschwindet, ist auch R’ = 0; siimmtliche Systeme von 
4 Punkten 


xu+Ad = 0 
gehdren also unserer Involution 
om , v=0 , w=e0 , t=0~, 


ebenfalls an. Drei dieser Systeme, fiir die , 
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gp = x — 9inxd® — 54915 
verschwindet, gehéren mit jedem Punktepaar » = 0 einer Involution 
an. Sie repriisentiren also je ein doppeltes Punktepaar. 

Ist ausser 2? =O auch noch D, =0, so verschwindet auch Dy, 
indem /, m, , ... sich, wie wir sahen, nur um constante Factoren | 
von einander unterscheiden. Ks riicken also auch von den 4 Punkten 
xu + 244 =0 je 2 in jenén Punkt / =O zusammen, in welchem die 
Doppelpunkte der Involution zusammenfallen. 

Noch einen Schritt weiter werden wir xu-+424 mit uw gehen 
sehen. Wenn niimlich 

l= 0 


und damit auch m=—0, n=O, ... ist, so verschwindet auch 1’. 
Ks fallen also mit v =O auch w =O, t’ =O, ... zusammen und 
damit gehért nicht nur «=O, sondern auch xu + A44—=O0 der In- 
volution an, deren Doppelpunkte » = 0 giebt. 


Hiermit hért aber auch die Gemeinsamkeit der Kigenschaften von 
w und xu +- 4d auf, denn, wenn auch noch w verschwindet und 
damit auch ¢..., so ist nicht auch w =O, t’=0O,..., sondern 
diese Formen unterscheiden sich von v nur um constante Factoren. Die 
Punkte xu + 44 = 0 héren also nicht auf dem involutorischen System 
mit den Doppelpunkten v =O anzugehéren, nur haben w =O und 
4 = besondere Bedeutungen. Es giebt, wie wir wissen, wu =O ein 
cyclisch-projectivisches System von 4 Punkten zu dem Punktepaar v= 0, 
wiihrend 4 = 0, wie aus der Bildungsweise von 4 folgt, die Doppel- 
punkte der Involution repriisentirt. 
Die von uns fiir w und v aufgestellten Invarianten kénnen wir 

jetzt auclr fiir xw + 24 und v sofort hinschreiben. Wir finden: 

Dro = Deo 

Diw = *Dew + 4 (3 Dow — 2 i Dw) = ¥ 

Diow = $ {9:2 — 9%) + 2 Deei’} 

Din = UO +27 Deo 

Du = 4 i" {G12 — Gos) + 21 Deo} + 25’. 
Und da nach der Theorie der biquadratischen Formen die Kelationen 
bestehen : 
= — $ (Pi P2 — Pin) 
J =4 Git’ — O24); 
so kommen in unsern Invarianten von xu + 4/4 x und @ nur mittelst 

m und w vor. 


Anwendungen fiir terniire Formen. 
Die unsern biniiren Formen entsprechenden terniiren geben 2 Cur- 
ven, die eine vom vierten, die andere vom zweiten Grade: 


Mathematische Annalen I. 15 
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O = (a,x, + a,x, + a,2,)' = 0 
V = (a,2, + a2, + a@,7,)? = 0. 
Erweitern wir in unsern als symbolische Determinantexproducte dar- 
gestellten Invarianten die Determinanten durch die Liniencoordinaten, 
so erhalten wir zugeordnete Formen fiir die terniren. Wir gehen von 
der Curve 8. Classe aus, die wir durch Erweiterung von D, erhalten: 
D’ =} { (ayn) (abu) + (abu) (ayu)\ (apu)? (ybu) (bdu)? (cau) = 0. 
Jede Tangente derselben schneidet die beiden gegebenen Curven so, 
dass die 6 Schnittpunkte die Eigenschaft haben, welche das Verschwin- 
den der Invariante D, fiir sie geben wiirde. Eine solche Tangente 
schneidet V in 2 Punkten; bilden wir die zweite Polare derselben fiir 
U, d. h. die Polare eines der Punkte in Beziehung auf die Polare des 
andern fiir U. Die Schnittpunkte der Tangente mit diesem Kegel- 
schnitt sind die Punkte w= 0 fiir das Punktesystem auf der Geraden. 
Die Tangenten unserer Curve D)” gehen also durch einen Schnittpunkt 
dieser zugehérigen 2 Polaren mit V. Nun muss, wenn die Polare 
eines Punktes fiir eine Curve durch den Punkt gehen soll, derselbe auf 
der Curve liegen. Wenn daher die 2'° Polare zweier Punkte durch einen 
derselben gehen soll, so muss auch die erste Polare eines der Punkte 
durch den andern gehen und umgekehrt. Betrachten wir also irgend 
einen Punkt von V und verbinden ihn mit den 6 Schnittpunkten seiner 
Polaren fiir U mit V, so sind diese 6 Geraden Tangenten von D". 
Nun gehen saber durch jeden Punkt 8 Tangenten an eine Curve 8 
Classe; es miissen also jedem Punkt von V noch andere Punkte von 
V derart zugeordnet sein, dass die Polaren derselben fiir U durch 
jenen hindurchgehen; die Geraden, die nach diesen Punkten gehen, 
geben die beiden fehlenden Tangenten. LRiickt der betrachtete Punkt 
in einen Schnittpunkt von U und V, so fillt offenbar daselbst in 
der Tangente von V eine der 6 Tangenten mit einer der 2 Tangenten, 
die von da an D’, sich legen lassen, zusammen, da die Polare eines 
jeden der beiden zusammenfallenden Schnittpunkte unserer Geraden 
mit V natiirlich durch den andern geht. Es giebt also von einem dieser 
8 Punkte aus ausserdem nur noch 6 Tangenten an D), niimlich die 
Tangente von U, die sich daselbst ziehen lisst, und die 5 Geraden, 
die nach den anderen Schnittpunkten des Kegelschnittes mit der Po- 
laren gehen. Wir kénnen also den Satz aussprechen: Wenn wir die 
Polare eines Punktes des Kegelschnittes V fiir die Curve U bilden 
und nach den 6 Schnittpunkten dieser Polaren mit V Gerade ziehen, 
so amhiillen dieselben eine Curve 8 Classe D’”, welche V in den 
8 Schnittpunkten mit U beriihrt und welche ausserdem von den Tangen- 
ten von U, die in diesen Schnittpunkten mit V sich ziehen lassen, 
beriihrt wird. — Die 8 Tangenten von V in den Schnittpunkten mit 
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U sind zugleich die gemeinsamen Tangenten der Curven 2! und 4! 
Classe 

v™ — (aBu)? = 0 

D = (aau)? (apu)? = 0, 
die sich durch Erweiterung von D,,, D,» ergeben. Man sieht hier 
wieder, dass D>” und V in.diesen 8 Schnittpunkten sich beriihren, denn 
in Kolge von 

Du = $ (Doo Dow — Dow) 
sind die 8 Tangenten die einzigen gemeinsamen von D> und V. 

Die 8 Tangenten von U in den Schnittpunkten mit V beriihren 
zugleich die Curve 9'" Classe: 
R” = (abu)* (aBu)? (ben) (ban) (can) (edu)? = 0. 

Denn wir finden, dass 2} und D, verschwinden, wenn in w ein Factor 
von v zweimal vorkommt. Der andere Fall, in welchem D, = 0 und 
Jt =0 noch zusammen bestehen kénnen, ist der, dass die Covariante 
1 verschwindet. Nun lassen sich von unsern 8 Punkten ausserdem 
jedesmal nur noch 7 Tangenten an die Curve 9'°" Classe legen; denn 
wenn nicht die Doppelpunkte einer Involution zusammenfallen, so 
muss, wenn 2 Punkte zweier Paare zusammenriicken, dies auch mit 
den beiden entsprechenden der Fall sein. Von den Geraden, die durch 
einen Schnittpunkt von U und V gehen, beriihren also ausser der 
daselbst an U gelegten Tangente nur die Verbindungslinien mit den 
7 andern Schnittpunkten von U und V unsere Curve 9' Classe R. 
Da demnach von diesen 8 Punkten immer nur 8 Tangenten an RR” 
gehen, so muss R” entweder durch dieselben hindurchgehen , oder es 


Re : ( r 9 : 
miissen jene 8 Tangenten von U Doppeltangenten von R’ sein. Sehen 


wir, wie viel Tangenten noch ausserdem D"” und R” gemeinsam haben. 
Fiir das Punktsystem auf diesen Geraden muss / verschwinden; es miissen 
also die beiden Punkte v = 0 mit den Punkten w = 0 zusammenfallen. 
Die Gerade muss also V in 2 Punkten schneiden, deren zweite Polare 
in Beziehung auf U durch sie hindurchgeht. In diesem Falle muss 
aber die erste Polare eines jeden der Punkte durch den andern hin- 
durchgehen, und zwar geht dann auch immer die zweite Polare der 
beiden Punkte durch beide hindurch, verschwindet also /, den Fall 
ausgenommen, dass beide Punkte v = 0 zusammenfallen, in welchem 
daraus nur folgen wiirde, dass ein Punkt w in diesen Doppelpunkt 
hineinriickt. Nennen wir die beiden Schnittpunkte der Geraden, die 
gemeinsame ‘angente von D'” und R” sein soll, mit dem Kegel- 
schnitt V y und z, so muss zuniichst bestehen: 


- 


VY Y24s3) =9 , Vie, 4%) = 0; 
und da die Polare eines jeden der beiden Punkte in Beziehung auf U 
durch den andern gehen muss, bestehen noch die Gleichungen: 


15* 
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oT , ou 
i +h oe +H 5 =O, 
a C 2 C &3 
aU ou oU 
g Bo ; Be =Q. 
#1 3y, + 2, aus + 4; ay, 


Diese 4 Gleichungen fiir die 4 Verhiiltnisse der y und der z geben 
64 Lésungen, von welchen aber die abzuziihlen sind, fiir die y und z 
zusammenfallen. Die letzteren sind die 8 gemeinsamen Lisungen von 
U (Y, Y2 Ys) = 9, 
V (Ys Yo ¥3) = 0. 
Es bleiben also 56 Lésungen, und eben so viel Gerade giebt es, fiir 
welche J und damit D, und R verschwindet. Nun miissten DY und R® 
72 gemeinsame Tangenten haben, es werden also die 8 Tangenten 
von U in den Schnittpunkten mit V Doppeltangenten sein und zwai 
von R, da wir friiher gesehen haben, dass sie einfache Tangenten von 
Dj, sind und auch diese Curve nicht in jenen 8 Punkten beriihren. 
Noch eine Curve 6 Classe kénnen wir in Betracht ziehen: 


D" = (abu)? (acu)? (bBu)? = 0, 
den geometrischen Ort aller Geraden, welche V in 2 Punkten schnei- 
den, deren zweite Polaren in Beziehung auf U sie beriihren. Die 24 
gemeinsamen Tangenten von D) und D? sind die einzigen gemein- 
samen Tangenten von D' und D in Folge von 
Du = § (Dee Dow — Diu) - 

Diese letzteren beiden Curven beriihren sich also iiberall, wo sie sich 
treffen. Wir kénnen auch sagen: Es giebt 24 Gerade, die den Kegel- 
schnitt V so schneiden, dass die Polare des einen Punktes in Bezie- 
hung auf die Curve 4'** Ordnung U die Gerade in dem andern Schnitt- 
punkte beriihrt, und diese Geraden sind die gemeinsamen Tangenten 
von } ad und Dy in ihren 24 Beriihrungspunkten. 








Ueber die Differentialgleichungen fiir Lichtschwingungen. 


Von A. Brivt in Giessen. 


) 


Wenn ein elastisches Medium sich in einem solchen stationiren 
Schwingungszustande befindet, dass von einem Erschiitterungspunkte 
aus Wellen in geschlossenen Fliichen von irgend welcher Form ununter- 
brochen ausgehen, so lassen sich die Componenten w , v , w des Schwin- 
gungsausschlags eines Punktes xyz fiir geradlinige Schwingungen 
darstellen durch Ausdriicke von der Form: 


2. cos ** (4—t) 


oder (indem man der bequemeren Form wegen noch einen imaginiiren 
Theil hinzunimmt) durch: 


(1) 2.e* > 

wo A eine reelle Function der Coordinaten bedeutet, welche fiir alle 
Punkte einer jener Fliichen denselben Werth hat (A also ein ,,Parameter“ 
der Fliiche ist), & eine reelle Function der Coordinaten, ¢ die Zeit, 
t eine Constante (die Schwingungsdauer) ist. 

Mit solchen Schwingungen wollen wir uns in der Folge beschiif- 
tigen, unter der vereinfachenden Voraussetzung, dass die Componenten 
derselben lings des Radius vector vom Erschiitterungspunkte Null sind, 
und unter der weiteren Voraussetzung, dass in jedem Punkte die Glei- 
chung erfiillt ist: 


(2) a +5+S =—0. 


Ou oy C 


v 


Die durch die genannten EKigenschaften definirten Schwingungen sollen 
kurzweg ,,Lichtschwingungen“ genannt werden, weil jene Bedingungen 
erfahrungsgemiiss bei der Ausbreitung der Wellen von geradlinig pola- 
risirtem Lichte erfiillt werden. Die Flichen, in welchen die Ausbrei- 
tung der letztgenannten vor sich geht, hat fiir isotrope und krystal- 
linische Medien Fresnel theoretisch und experimentell festgestellt. 
Wir wollen nun im Nachfolgenden Lésungen der Differentialgleichungen 
fiir die verschiedenen Medien unter der Annahme suchen, dass in der 
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obigen Form, welche den Lésungen zukommen soll, 4 eine beliebige 
Function des Parameters 6 der, nach Fresnel, entsprechenden Wellen- 
flache ist. Bezeichnet man mit ,, Fortpflanzungsgeschwindigkeit“ der 
Welle den Differentialquotienten des Parameters 6 nach der Zeit, ge- 
bildet unter Voraussetzung einer constanten Phase, so hat man zufolge 
unserer Annahme fiir die Form derselben die Gleichung 

‘ 227i (fdi de 

(3) eae” ai — 1) = 0. 

Wir kénnen demnach in anderer Form die Aufgabe, mit der wir uns 
beschiiftigen wollen, dahin aussprechen: einen allgemeinen Ausdruck 
fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Lichtschwingungen, welche 
sich in den dem Medium entsprechenden Wellenfliichen ausbreiten, 
aus den Differentialgleichungen fiir dasselbe abzuleiten. 

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass jene Aufgabe fiir ein iso- 
tropes Medium sich zuriickfiihren liisst auf die Integration einer Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung, fiir welche Euler das allgemeine 
Integral in Form einer Reihe aufgestellt hat. Dieses Integral, in Ver- 
bindung mit Lésungen einer partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit zwei Variabeln, von welcher die Schwingungsrichtung 
abhiingt, erweist sich zugleich als Quelle fiir eine bemerkenswerthe 
Gattung von Liésungen der partiellen Differentialgleichung: 

(~@ 9 Co-@ c~@ *@ 

oe b° ( a? > oy = C =): 
Kiir krystallinische Medien sind die von Lamé aufgestellten Differential- 
gleichungen zu Grunde gelegt. Die genannte Frage, fiir optisch ein- 
axige Krystalle gestellt, liisst sich auf die fiir isotrope Medien zuriick- 
fiihren. Man erkennt dies auf besonders einfachem Wege, wenn man 
die allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen fiir optisch ein- 
axige Krystalle kennt, die wir deshalb zuvor aufgestellt haben.  Fiir 
optisch zweiaxige Krystalle fiihren unsere Voraussetzungen auf zwei 
partikuliire Lésungen, zu welchen, wenn auch unter specielleren An- 
nahmen, schon Lamé gelangt ist. 

Hierbei ergiebt sich der Umstand, dass die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit fiir Kugelwellen in isotropen und fiir die ellipsoidischen Wellen 
in optisch einaxigen Medien eine sehr mannigfaltige sein kann, wiih- 
rend fiir die Kugelwellen in optisch einaxigen und fiir die Wellen der 
Fresnel’schen Wellenfliiche in optisch zweiaxigen Krystallen nur 
eine gleichférmige Geschwindigkeit méglich ist. 

Bevor wir zur Behandlung der Differentialgleichungen fiir die ein- 
zeluen Medien iibergehen, wollen wir aus der Kinfiihrung der beiden 
ersten der oben gemachten Annahmen einige Schliisse ziehen, die in 
der Folge vielfache Anwendung finden werden. . 
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Zu Coordinaten wihlen wir fiir die Folge die Parameter @ , 0, , 9. 
dreier orthogonalen Flichensysteme, deren eines (9) jedenfalls aus con- 
centrischen Kugeln bestehe. Die beiden anderen sind dann entweder 
Kegel oder Ebenen. Man bemerkt, dass fiir ein Coordinatensystem 
der bezeichneten Art in dem Ausdruck fiir das Quadrat des Linien- 
elements: ; , 

“a de do? doe. 

- = he + he + ha? : 
doe de, des 
;*s.° Ss 
vorstellen, / immer gleich 1 sein muss, wenn dg den Zuwachs des 


in welchem Seiten eines unendlich kleinen Parallelepipeds 


Kugelradius hedeutet, sowie dass ;- » ,- beide mit @ proportional sind. 
i 2 


. Ng - ee 1 ‘ P 
Der Quotient 7° ist demnach von @ unabhiingig und hh, mit o” pro- 
i 1 Mtg 
portional. — Ferner bezeichnen wir mit U die Componente des Schwin- 


gungsausschlags eines Punktes lings des Radius vector, mit V, W 
diejenigen lings der Linienelemente, welche die beiden anderen I'liichen 
auf der Kugel in dem betreffenden Punkte markiren. Alsdann fasst 
man die erste unserer Annahmen in die Gleichung: 

U = 0. 
Kerner lautet die Bedingungsgleichung (2), in orthogonalen Coordinaten 
ausgedriickt*), da U = 0 ist: 
av aw ia 


) de, hh, * de, hh, 


? 
wo die h die schon oben angefiihrte Bedeutung haben. Die Aunahme 
iiber die. Form der Componenten ergiebt: 


lute " % ; We. ; 3% , 
wo ® und ¥% reelle Functionen von @ , @,, @, sind, welche sich durch 
Kinsetzen von V und W in die obige Gleichung niiher bestimmen. 
Man erhilt niimlich hierbei einen reellen und einen imaginiren Theil, 
von denen jeder fiir sich verschwinden muss, so dass: 


( 0 C vy 
== ( 
00, hh, + Oe hh, < 
® Ar w at _o 
hh, O00, ‘i oe 


Man erfiillt nun die erste dieser Bedingungen in ganz allgemeiner 
Weise, indem man setzt: 


*) Die Transformation der in der Theorie der Elasticitiit gebriiuchlichen Aus- 
driicke und Gleichungen in ein krummliniges orthogonales Coordinatensystem 
findet man in: Neumann, zur Theorie etc.; Crelle-Borchardt, Bd. 57; oder 
Lamé, coordinées curvilignes. 
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® or ba or 
= = ; = 7 >* 
Ihe 00s hh, 00% 
wo F eine reelle Function der Coordinaten ist. Die letztere ergiebt 
dann: 
aF a1 aF @1_ 4 
CQ2 C% OG CQ: ; 
Aus dieser Gleichung folgt entweder: 
oe 0; 22 m0; 
OO C Qe 
also 4 eine Function von g allein; alsdann ist F’ vollig unbestimmt 
gelassen. 


Oder man schliesst aus dem Verschwinden der Functional-Deter- 
minante auf eine Beziehung zwischen JF’ und 4, unabhiingig von @, 
und g,, vermittelst deren man F' durch 4 und @ ausgedriickt sich vor- 
stellen kann. Alsdann hat man: 








@F @F @4 . @F __@F aa. 
60, G4 Ce * Ce G4 Ge’? 
also 
Ou vi 
V:W=_A,- :—h, =: 
6 C Qe 0 Q 
Nun ist aber andererseits: 
O41 OL. o4 
ia = a . Jo - 
di do, Be, + 40: ie, + Ce a 


Fiir die Elemente der Durchschnittscurve einer Wellenfliiche mit dem 


Parameter 4 mit der Kugel g (fiir welche sowohl dd als do Null ist) 
hat man demnach: 
Od oa 
0= dg, -* do, 
% OM + “= 62 
oder 
’ Oi ” 
de, . Ue —_ he 2 o —o h, o4 
hy Ng - @0. Ce, 
Durch Vergleichung folgt: 
r. we — Ce . do 
V:W = hy” 





Die Glieder des letzten Verhiiltnisses sind aber nichts Anderes, als 
die absoluten Liingen der Projectionen eines Bogenelementes der Durch- 
schnittscurve auf die beiden orthogonalen Curvenelemente, liings deren ; 
V und W gezihit sind. Man hat also fiir eine beliebig gestaltete 
Wellenfliche den Satz: 

Die Lichtschwingungen finden statt lings der Ele- 
mente der Durchschnittscurven der Wellenfliche mit con- 
centrischen Kugeln, und zwar stellen sich fiir irgend einen 
Punkt die Componenten lings der orthogonalen Curvenele- 
meute, die sich in diesem Punkte schneiden, dar in der Form: 

22% 


(4) .e* 


—+¢ 
7 bs 
O@ 


22% 


. = = E 
ee 4) t 


Qe 


(A—?) 


;We-= 





U=0 3 V =h,- hy: 


. 
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wo F eine Function von 4 und 9 allein ist fiir den Fall, dass 4 noch 
o, und g, ausser g enthilt; im entgegengesetzten F’ eine beliebige 
Function von @, Q, , @) sein kann. 

Enthilt 4 ausser g nur eine der Variabeln o, , g,, so enthilt auch 
F blos noch diese eine, daher ist fiir diesen Fall ausser U auch noch 
entweder V oder W gleich Null. 


2 
vo. 
Isotrope Medien. 
Die Differentialgleichungen fiir Lichtschwingungen in einem iso- 
tropen Medium haben in orthogonalen Coordinaten folgende Form (s. 


die vorige Note): 
(@uU_ a OL 
Cg h Ce . 


0 WwW 
0@ hy 0 Q2 
Nighy oOV oz 
h \Ce hy CQ h 


° r 
@* » —— © ; => 
: hih, Cc Ce | 


r 1 CV C 
(9) ” hh’ 68” ¢ Qs [ 
C flyh (@ U _ 
~~ Gelh, \dq h Ce i 
a, oe ow... the (0 W 
* hh, ot ~~ de|lh, \de hp 


__ 6 Jah (0 V c 
00% | h \Oehk Cae i 


statt die unseren Voraussetzungen entsprechende Form der Loésungen, 
wie wir sie aus dem vorigen Abschnitte entnehmen kénnen, hier so- 
gleich einzufiihren, wollen wir, um iibersichtlicher verfahren zu kénnen, 
die folgenden allgemeineren Lésungen der Gleichung (3*) benutzen: 
(6) eT ee ee ee F 

hy Ce > ty OO 
wo G zuniichst noch eine beliebige Function der Coordinaten und der 
Zeit sein soll. Alsdann ergiebt die erste der drei Gleichungen (5) die 
in (6) bereits verwendete Bedingung (3*); die beiden letzten in Gemein- 
schaft ergeben: 

oan a od ie —_ , — 

) ote = nh [55 (Ge) + om (He) + Ge 
wo eine willkiirliche Function von @ und ¢, welche auf den Werth 
von G keinen Einfluss hat, additiv in G hereingezogen ist. Diese 
eine partielle Differentialgleichung umfasst alle diejenigen Lésungen 
der drei simultanen Differentialgleichungen fiir isotrope Medien (und, 
wie wir spiiter sehen werden, auch fiir optisch einaxige Krystalle), 
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welche sich unter der Voraussetzung bilden lassen, dass die Schwin- 
gungen transversal zum Radius vector vom Mittelpunkt des Kugel- 
systems und ohne kubische Dilatation ‘stattfinden. — Fiihrt man nun 
aber die im Vorigen aufgestellte speciellere Form der Lisungen (4) 
ein und setzt dabei, um noch der letzten Annahme zu geniigen, 4 als 


° ° . ° ° : e ‘. 
Function von @ allein voraus, indem bekanntlich die Form der Licht- 
wellen in einem isotropen Medium die von Kugeloberfliichen ist, so 
: ‘ : ‘ , ee WwW. . 
ergiebt die Vergleichung der Werthe fiir i und — j, (4) und (6) 
2 i 
sofort die Beziehung: 
, (a t) 27 
S y ’ ite 
(9) G=F.-e 
Dieser Werth in die Differentialgleichung (7) fiir G eingesetzt, ergiebt 
einen reellen und einen imaginiren Theil. Der letztere (durch das 
letzte Glied der rechten Seite allein gebildet) ergiebt: 
» 6 Fr dk 4 F di m 0) 
= f QO d Q d e a ; 
oder ‘ 


l di 

2< le F + — log —" = 0 
a Q 5 + d rt od Q . 
Hieraus folgt durch Integration: 

‘ adi 

eS a 

I do = (@199) » 
wo 2? eine beliebige Function der eingeklammerten Grossen ist. Daher 
durch Eintragung des hieraus sich ergebenden Werthes von J’ in die 
Gleichung (8): 
( 
(9) G = Q(e,,¢@.).R.c¢ * 
wo 


di 
} d Q 
also /? eine Function von @ allein ist. Aus dieser Form fiir G folgt 
mit Riicksicht auf das iiber die h Gesagte, dass auch V und W in 
zwei Factoren zerfillt werden kénnen, deren einer blos 9, dereu an- 
derer blos @, und g, enthilt. Daher haben die Lichtschwingungen 
fiir entsprechende Punkte zweier concentrischen Kugel- 
oberflichen um den Erschiitterungspunkt das gleiche Am- 
plitudenverhiltniss, und zwar ist dasselbe gleich dem Pro- - 
dukt aus dem reciproken Verhiltniss der Quadratwurzeln 
aus den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten einer Kugel- ( 
welle, welehe tie eineund die andere Kugelfliche passirt, | 
in das reciproke Verhiltniss der Kugelradien. Indem wir, 
statt auch noch den reeellen Theil der Gleichune fiir / und A herzu- 
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stellen, zweckmiissiger zu der Gleichung (7) fiir G zuriickkehren, setzen 
wir den Werth (9) in dieselbe ein und erhalten: 


xt oe eR 


2 


Q2Q-R=R-KFQ+Q- 


5 
t Ce 


indem wir hier wie in der Folge mit 6°@ die Operation bezeichnen: 


. — ly 0@ ( ‘hy 0@ 
Qa a ¢ 2 4 - 
(J*) 0? @ h, h, ES (ii ( ) + 0 @ (7, Z | 


Weil nun aber in einer Bestimmungsgleichung fiir 2 @, und @, nicht 
mehr vorkommen kénnen, ebensowenig wie @ in einer solchen fiir &, 
so muss diese Gleichung in zwei zerfillbar sein, deren jede die ver- 
langte Bedingung fiir 2 und F& erfiillt. Dies geschieht nun, wie er- 
sichtlich, in allgemeinster Weise, indem man setzt: 

| ee - ?R2+ p2=—0 und 


(10) ie — (rn e)? 


‘ wo Ihali 
Qin 


(10°) T == ==. @ 


Tt 
gesetzt hat, und B eine willkiirliche Constante bedeutet. 

Die Gleichungen (9) (10) sind eine nothwendige und hinreichende 
Folge der Annahme (8) und der Gleichung (7) fiir G und somit der 
in (1) gemachten Annahmen in ihrer Anwendung auf isotrope Medien. 
— Es handelt sich nun um die Aufstellung von Liésungen fiir die Glei- 
chung, weicher 2 geniigt, und um die Integration der Gleichung fiir I. 


| 4, 


Die Gleichung fiir Q ist eine partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit noch zwei willkiirlich Verinderlichen. Eine Zerfillung 
derselben in zwei gewohnliche Differentialgleichungen kann erst nach 
Kinfiihrung eines bestimmten Coordinatensystems auf der Kugel vor- 
genommen werden. Man hat nun vorzugsweise zwei solcher ortho 
gonaler Systeme niiher studirt, deren eines aus zwei Schaaren homo- 
fokaler Kugelellipsen, deren anderes aus zwei Schaaren von Kugelkreisen 
gebildet wird. Fiir das letztere, das gewodhnliche Polarcoordinaten- 
system, sei hier die Trennung und Integration der daraus entstehenden | 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung bis zu Ende durchgefiihrt.*) | 


- *) Fiihrt man die Trennung auch fiir das erstgenannte Coordinatensystem aus, 
so erhiilt man Gleichungen, die man auf die bemerkenswerthe Form bringen kann: 


CQ k.g sin2 amv, + cos? am v eQ k. 2 sin? amv, COs? UN Vy” 
ov? egy oe a -% v,* 6 ews LY? ce ’ | 
c Vek—b m 
wo zu dem Argument v, der Modul x = » zu vy, der complementiire 


bh } ae—c 
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Wir fiihren statt der Bezeichnungen @ , Q, , 9, die iiblichen ein: 
r,9,wW. Ferner bestehe fiir das Linienelement die Gleichung: 


(11) ds? = dr? + rdg*? + r cos? dy’, 
dann hat die Gleichung fiir 2 die Form: 
i c eR 1 f@2 1 po 
Cee + Se : + p2=—0. 
cosp Oy (cos ¢ cy) T cost * aye © 


Man spaltet diese Gleichung in die folgenden mit getrennten Verin- 
derlichen: 


‘ ea 
(12°) ay +ae.2=0, 
1 0 ea a Q 
Db . 2 ° = — oe) 
(12) cosp é@ (cos » C >) cos® p b2, 


wo « eine neue willkiirliche Constante. Die erste dieser beiden Glei- 
chungen liefert bekanntlich das Integral: 
Q = OD, cos (WY a) + ®, sin (Wf a), 
wo die ® noch zu bestimmende Functionen von sind. Fiir ec=0 kommt: ‘ 
2=— Oy + ®,. 

Die Summe beider Integrale: 
(13) Q = OD, cos (vfa) + OD, sin(¥fa) + Oy + O,. 
in (12°) eingesetzt, geniigt dieser Gleichung, wenn ®, und ®, einzeln 
geniigen und ®,, ®, fiir den Werth « = 0 geniigt. 

Nun lisst sich aber mit Hilfe einer von Euler*) angegebenen 

. p ® i ‘ ° 

Methode das allgemeine Integral der Gleichung (12) fiir die Function 
® in Form einer nach Potenzen von cos@ oder sing entwickelten Reihe ’ 
aufstellen. Fiihrt man niimlich als unabhiingige Variabele in jener 
Gleichung ein: 





Z = cos@ 
so kommt: . 
(4) -# (i—#") ao + «# (1—22") pi + ®@(—a+ ps) =0. 


Nimmt man fiir ® die Reihenentwicklung an: 


v= 2 (A, + A x? + A,azt + Azo? +.---), 
so sind die Constante v und die A so zu bestimmen, dass der vor- 
liegenden Differentialgleichung identisch geniigt wird. Setzt man die 
obige Reihe ein und ordnet nach Potenzen von x, so miissen die Coef- 
ficienten dieser letzteren einzeln verschwinden. Man erhiilt so durch 
Betrachtung des Coefficienten von « die Bedingung: 


Modul x’ gehért. «a,b,c sind Constante, die von dem Coordinatensystem ab- 
hiingen, & eine willkiirliche Constante. 
*) Institutiones calc. int. Il, p. 183 sqq. 
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Die héheren Potenzen ergeben Gleichungen, aus denen ein Coefficient 
(A,) durch den vorhergehenden (A,_;) ausgedriickt werden kann, und 
zwar findet man: 

4p (p+yv) . A, = Ap-1 |2 (p—1) (2 p+2 v—1) + vw? + v — Bi. 
Weil nun das Verhiiltniss "A, : A,; mit wachsendem p sich der 1 
nihert, so convergirt die Reihe, so lange » reell ist, indem « = cos » 
alsdann unterhalb 1 bleibt. — Die beiden Werthe von v geben zwei 
verschiedenen Integralen v und w Entstehung, jedes mit einer will- 
kiirlichen Constanten, deren Summe: 

(14) o=—u+tv 

das vollstiindige Integral bildet. Nur fiir den Fall, dass /a eine 
ganze Zahl ist, lassen sich die Terme der einen Reihe nicht mehr be- 
stimmen; aber man geniigt alsdann allgemein durch den Werth: 
(14*) o=u+v.logkz, 

wo i eine willkiirliche Constante, » eine Reihe der oben beschriebenen 
Art, « eine ihnliche mit v weiteren Gliedern vor Ay mit negativen 
geraden Exponenten ist. Man iiberzeugt sich leicht hiervon durch 
Kinsetzen. Hiernach erhilt man fiir « = 0 das Integral: 


(14%) ® = (A+ Bloga) (Ay + A,a? + Aya + Aya? +--+), 
wo die A sich aus der oben angegebenen Formel bestimmen. 

Wenn von den Coefficienten A in der angegebenen Reihe v ein- 
mal einer Null wird, so werden alle folgenden Null und man erhiilt 
ein Integral in geschlossener Form. Die Bedingung dafiir, dass der 
p.Coefficient verschwindet, ist aber einfach dadurch erfiillt, dass 
in der Gleichung zwischen A, und A, -; die eckige Klammer ver- 
schwindet. — Die Einfiihrung von y = sing als unabhiingige Variable 
in die Gleichung fiir ® wiirde ebenfalls und zwar auf andere Inte- 
grale in geschlossener Form fiihren. Doch mag es geniigen, dies er- 
wiihnt zu haben. 


Die Differentialgleichung, von der R abhiingt: 


a= R(r?+ 4), 





dQ 


liisst sich nach der soeben angewandten Methode gleichfalls integriren.*) 
In der That, man setze fiir R die Reihe ein: 


v = of (Ay + 4,9? + A,et + - °°), 


*) Neuerdings hat man die Riccati’sche Differentialgleichung 2*e* Ordnung, 
auf welche sich die obige zuriickfiihren liisst, mittelst Bessel’scher Functionen 
integrirt (Lommel, Bessel’sche Functionen). 
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so bestimmt sich, wie friiher w aus der Gleichung, die dem Coefficien- 
ten von oe entstammt: 
2 - 
w—e—p=—d0. 


Ferner ergiebt die Methode der unbestimmten Coefficienten : 


: ry 
p (2p + 2u — 1) A, = — = - Api; 
daher nach Kinsetzung: 
To? 1 To! 1 


; 
v= A.¢ |! ? “7 ‘gyi tT ca” Ha eet 


+. T® 0 1 rs 
2.4.6 2u+1.2u+2.2u+3 
Diese Reihe convergirt fiir jeden endlichen Werth von @. A ist eine 
willkiirliche Constante. Die Gleichung fiir w ist quadratisch und giebt 
somit zweien Integralen « und » Entstehung, deren Summe: 


R=u+v 


das allgemeine Integral darstellt, so lange nicht: 


B yeeae 4 +¢@7, 

wo q eine ganze Zahl. In diesem Falle geniigt man allgemein durch 
den Werth: 
(15) R=u+ve.lgke, 
wo k eine willkiirliche Constante, v die obige Reihe fiir den einen 
Werth von « ist, w eine ihnliche mit noch q Gliedern vor A,, die 
aus negativen geraden Potenzen gebildet sind. Setzt man nun je nach 
dem Werth von £ fiir 2 den Werth (15) oder (15*) in die Gleichung 
(9) fiir G ein, verfiihrt ebenso mit dem Ausdruck fiir & (13), nach- 
dem man darin ®, und ®, aus (14) oder (14*) (je nach dem Werthe 
von «), sowie ®, und ®, aus (14) eingetragen, so hat man hierdurch 
eine solche Liésung G der Gleichung (7), welche, unter den vorgeschrie- 
benen Bedingungen, zugleich in Riicksicht auf R die allgemeinste ist. 

Aus diesem Grunde liisst sich aber auch’ das allgemeine Gesetz 
fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit unter den gegebenen Bedingungen 
in eine Formel zusammenfassen. Es folgt niimlich aus (9): 








27i 
= 4 
. 
k= ——-»> 
fad A 
} de 
durch Integration und nachmalige Differentiation : 
di 1 
——=——l : 7 ; 
de 4tx Re. de 


»2 
v 
e 


das Integral mit beliebiger unterer Grenze genommen. Daher hat 
man fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit den Ausdruck: 
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. 2 de 4in 9 *do 
. (16) ae — tt Pe ie 


welcher nach Einsetzung von FR aus (15), (15°) ausfiihrbar wird. 





Die Reihe v fiir R bricht zwar niemals ab, doch liisst sich fiir 
manche Werthe von # v auf die Entwicklung von bekannten Functionen 
zuriickfiihren. So hat man fiir 6B = 2 (u =-+ 2 oder uw = — 1) dureh 
Zusammenziehen der beiden. Entwicklungen das Integral: 


(17) R=A (or — 1) ete a B (cr +1) e—Te , wo © on Qin 


Tt 


Man findet alsdann fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit: 


1 
e 1 — Te’ 
Kiir diesen Fall (6 = 2) miégen beispielsweise noch zwei Lésungen 
vollstiindig hingeschrieben werden. Man stelle G auf und findet als- 
dann aus (6) und (11): 


st i eg cw ee Se 
7 COS ~P Cg 7 ow 
h also fiir « = 1: 
V = (—Asiny+ Beosy) - : ; W = (Acosy-+ Bsiny) - sing - ; 
fiir a = 4: 
, ; 1 R r ; ; sing 
= (— : ah ? | * = DW ? ow ° 
n V=(—Asin2y+ Beos2y) aes 7 W (Acos2y+Bsin2y) cag 
e 


| wo # in beiden Fallen den Werth (17) hat. 
Wir wollen diese Beispiele von Lésungen der gegebenen Differen- 
tialgleichungen in geschlossener Form hier nicht vermehren, sondern 
nur gelegentlich der beiden angeschriebenen auf ein wesentliches 
Unterscheidungsmerkmal derselben, sowie iiberhaupt aller Lésungen, 
die sich bei Kinfiihrung von Polarcoordinaten ergeben, aufmerksam 
machen. Die letztere der beiden Lésungen wird unstetig fiir og = 0, 
also lings der ganzen Axe der Kegel ; die erstere nur fiir den einen 
Punkt @ =O. Soll nun die Unstetigkeit lings einer geraden 
Linie vermieden werden, so darf die Reihenentwicklung v fiir @ 
nur Potenzen von « enthalten, deren Exponenten > 1 sind. Man 
erreicht dies dadurch, dass man e« > 1 annimmt, und fiir ® diejenige 
Kieihenentwicklung als partikulires Integral annimmt, welche dem 
j positiven Werthe von v entspricht. Soll endlich die Lésung V, W 

auch nicht fiir den Punkt @ = 0 unstetig werden, also fiir jeden im 

Endlichen liegenden Punkt endlich bleiben, so ist ausserdem 

fiir R diejenige Reihenentwicklung als partikuliires Integral anzusetzen, 

welche, nachdem # jedenfalls positiv angénommen, dem _positiven 

’ Werthe von uw entspricht (in der Lésung (17) z. B. fiir B= — A). 
Diese Bedingungen sind gleichzeitig erfiillbar. 





Rk 


@? 
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Die in diesem Abschnitte aufgestellten Lésungen der Differential- 
gleichungen (5) liefern aber zugleich eine Quelle von Lésungen der 
auch in anderen Gebieten der Physik vielfach auftretenden Differential- 
gleichung: 

Coa » (a Ca ea\ 
= . 
at 0 x2 + y y? + oz) 
Denn dieser Gleichung geniigen bekanntlich die Componenten: 
u = U sin + V cos 
(19) v= U cos mp sin YW — V sn pm sn Y + V cos yw 
w= U cos gm cosy — V sin g cosy — Wein 9, 
fiir rechtwinklige Coordinaten : 
(19%) #s«=—=rsng ; y=recogsny ; z=—rcosgeosy, 
wenn die U, V, W den Differentialgleichungen (5), fiir Polarcoordi- 
naten specialisirt, geniigen. Man hat )? = =r zu setzen und irgend 
eine der fiir U, V, W gefundenen Lésungen in den Gleichungen (19) 
fiir die w, v, w anzunehmen. So geniigt beispielsweise (7Z' aus 10*): 


” 1 (- ‘\ 7 _ ‘ (> t\>r 
2 | — ie . FON FHS , 


& 


T? 42 


‘ a at » q Tr\? P 
B= Vs — epg (AF Blog kr) [1 +(=) + (5) + 
tT 

T33 2 — 
eee q @- 
. +(eya) 7 |. } 
nebst den Differentialquotienten nach x, y, 2, z+iy, e—y, u.s. w. 
Lisungen, die wir hierher gesetzt haben, um daran auf die der Tren- 
nung der Variabeln in der Gleichung fiir 2 entstammende Kinseitig- 
keit aufmerksam zu machen. 


5. 
Optisch einaxige Krystalle. 


Fiir die Fortpflanzung des Lichts in Krystallen hat Lamé, indem 
er die von Green aufgestellte Behandlungsweise adoptirte, homogene 
Differentialgleichungen 2‘ Ordnung angegeben, welche sich durch 
ihre Einfachheit empfehlen und, ohne weitere Annahmen néthig zu 
machen, einen raschen Uebergang zu der Gleichung der Fresnel’- 
schen Wellenfliiche erméglichen. Wir werden uns bei der Betrachtung 
von krystallinischen Medien dieser Gleichungen bedienen. Dieselben 
enthalten drei Constante und sind unter der Voraussetzung gebildet, 
dass die kubische Dilatation Null sei*). Der Uebergang von optisch 


*) Lamé, Elastic. 8. 297. i 
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zweiaxigen auf optisch einaxige Medien wird dadurch bewirkt, dass 
man zwei jener Constanten einander gleich setzt. Demnaeh kann 
man die hieraus oder aus den ( weiter unten (38°) angefiihrten ) 
Laméschen Differentialgleichungen fiir b = sich ergebenden Diffe- 
rentialgleichungen auf die Form bringen: 


Ou h2 au O2 u the u 
Cy ee, +. 2 + 3 az 





0x ey 
Ow » Ow » (ow Ow 2 otu 
9 = j. 7 — (}*\—q? 
(21) ip ae + ay? + = ( @") on by 
Ow » Ow ‘ Ow (tw F eu 
= [*. a? — (§*?—»e* : 
age = OPT tT dyt 1 7 ( ) ae de 


Diese Gleichungen schliessen, wie leicht ersichtlich, die Bedingung 
ein: 


Cw 
5 +7 cy +3 a 


Die Lésungen w, v, w eines Systems von Differentialgleichungen der 
obigen Art enthalten nun im Allgemeinen je zwei willkiirliche Func- 
tionen. Doch bestehe in unserem Falle die obige Gleichung fiir zwei- 
mal drei derselben, so dass die Anzahl der in die vollstiindigen Inte- 
grale eingehenden willkiirlichen Functionen nur noch 4 betriigt. 

Die Form (21) der Gleichungen fiir optisch einaxige Medien ist 
nun aber eine so einfache, dass man die allgemeinsten Integrale der- 
selben noch in tibersichtlicher Gestalt aufstellen kann. Wir wollen 
dieselben hier geben, um so mehr, als sich aus ihnen mit grosser 
Leichtigkeit die Lésung der im ersten Abschnitt gestellten Frage ab- 
leiten liisst. Man wird sehen, dass die Integrale von den Lésungen 
zweier partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung von bekann- 
ter Form abhiingen, deren jede zwei willkiirliche Functionen mit sich 
fiihrt , so dass die Gesammtzahl der erforderlichen willkiirlichen Func- 
tionen erfiillt wird. Die Integrale lassen sich in eine solche Form 
bringen, welche der von Herrn Clebsch fiir isotrope Medien gebil- 
deten iihnlich ist. 

Setzt man: 

an one ee ask wm es 
Ox oy Cz 
so besteht fiir U’ dieselbe Differentialgleichung, wie fiir w, fiir welche 
wir den Weg zu partikuliiren Integralen schon oben gezeigt haben. 
Differentiirt man ferner die zweite der vorliegenden Gleichungen nach 
z, die dritte nach y, und zieht die letztere ab, so kommt eine Diffe- 
rentialgleichung fiir 


man hat niimlich alsdann: 


Mathematische Annalen I. 








Ueber die Differentialgleichungen fiir Lichtschwingungen. 


e2U »o &U » (@U aU 
= = Ye —s+e@ ( = + sat) 


C4 cy Cz 





Diese Differentialgleichung geht in die fiir w iiber, wenn man darin 


a a . . 
statt y, 2 resp. — - y, 7 ° 2 setzt. Daher liefert jede Lésung der 


einen Gleichung eine solche fiir die andere. 
Es bleibt also nur noch die Berechnung von uw, v, w aus den 
Gleichungen iibrig: 


ou ad 
ox igi l 
‘99 cv cw , 
(42) C y + Cz l 
ct cu y 
oni an U, 
Cz cy 


wo U und U’ Integrale der Gleichungen sind: 


eu’ ‘ eu’ eu 2u' 
- = 0p? 
(22°) - gat T 5 y* Get 
j : : . Vy atu 
— = ij 2. t 2 ( ; ° 
ct : a -s cy + oz? 
“u zuniichst ergiebt sich durch Quadratur. 


Um v und w zu erhalten, setze man: 


| +4 
z+iy =i = * = 
(23) also i 


. zZ—y=u y= 


Alsdann hat man noch: 
(ete, 2 _ § J. a: c -0 . @¢ Ce aol of 
4 Gz oh 7 cu? cy : nT *5 i oa T oy t hae} 
die letzten beiden der obigen Geichungen gehen alsdann iiber in: 
9 Ow+iw)_ gz 777, 9 C(tv— tw) 7 — 
2. i = U + iU’ ; 2. = = [ iU’; 
daher folgt: 
4v=/(U+iU) du+ f(U —iU’) da 
4w= ((U+iU’) du— [(U — iv’) aa, 


wo die dabei auftretenden willkiirlichen Functionen von uw und 4 in die 
Integralzeichen herein gezogen sind. 
Setzt man, um die Bezeichnung mittelst Integralzeichen zu ver- 
meiden: 
es 


a4 _ ets 


ohocu ’ Ch Ou cu? 


so lassen sich in dem Ausdrucke fiir v und w die Differentialquotien- 
ten nach 4 und w wieder zusammenfassen und man hat (23*): 
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er er. 


om eam 


oy oz? 

. nem 
° DA ee C S o* 3 
in (24) - Cz + Cy ca? 
er os eT 
wa — By BF, 

oy 02 0x 


Diese orm fiir die yw, v, w umfasst jedenfalls die alleemeinen 
5] ts] 


an . . . - 2 . - . . 
Integrale. Ob dieselbe nicht noch zu specialisiren ist, damit sie wirk- 
lich Integrale der gegebenen Gleichungen sind, muss man durch Ein- 
setzen entscheiden. Diese Operation liefert die Differentialgleichun- 
gen, denen alsdann S und 7’ zu geniigen haben, und zwar findet man, 
dass die nothwendige und hinreichende Form der Integrale 
der gegebenen Differentialgleichungen die oben aufge- 
stellte (24) ist, wenn S und 7 aus den Gleichungen be- 
stimmt werden: 

Ty » (er vi 27" 
<= # (+ fF + 
ce ox cy 02? 
(24*) 
’ CS » &S » (AS Cs 
= 6? a? 
ct? ox + cy - Cz 
Ks sei uns erlaubt, einige fiir isotrope Medien bekannte Liésun- 
gen fiir optisch eiaxige zu erweitern. 
Auf Lésungen von der Form: 
ow oV 
eo = —* 
cy Cz 
i oU ow 
(25) eS = 
Ce Cx 
oV aU 

: . w= - 

; Cx oy 
kommt man, wenn man setzt (A und w in der obigen Bedeutung): 

TON UF 7 °0 (ov ow 
26) T=— | : -——)didu;S=U--] — d 
(26) 7 H(G —z) dadu ; 8 U--+ falta) aw, 
e . / e . 

W OV oV ow , 
wo : — -._ = Mund +——_=N 

cy C2 oy C2 
beziiglich den Gleichungen fiir 7’ und S Geniige leisten. Auch U 

ij muss der letzteren geniigen. 
lie 
Setzt man z. B. 
i i yp—mt 
i l Ais 
er- V —— B . epa—mt 


W = CC. @-mt, 


wo p=ax+ By + yz a, B, y die Cosinus der Neigungswinkel irgend 
en- einer Richtung gegen die Axen sind, m eine Constante, so kommt: 
M = (By — Cp) ev—™; N = (BB + Cy)er—™. 


16* 
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Daher hat man: (By — CB) (m? — b?) =0 , 
(BB’ + Cy’ (m? — aa? — 0b? [y? + pB?]) = 9, ; 
dies giebt zwei Lésungen: : 
1) By — CB = O und m? = aa? + LI? (fp? + y*); 

2) BB + Cy = 0 und m = PL? u. s. w. 


Fiir isotrope Medien folgt aus den Bedingungsgleichungen fiir S 


en 


und 7’, dass U, V, W, wenn a = Jd, alle dieselben Gleichungen, wel- 
chen 7 fiir optisch einaxige geniigt, befriedigen miissen. Diese Form 
ist dann die allgemeinste fiir Lésungen der Differentialgleichungen fiir 
isotrope Medien*). 

Man geniigt den Bedingungsgleichungen fiir @, N und U auch, 
indem man setzt 


wo q= ] at + f+ 2 
b ae 

oder fiir U irgend ein anderes Integral der Gleichung fiir S. Auf die 
von Lamé**) fiir optisch zweiaxige Krystalle angegebenen Lésungen, 
specialisirt fiir den Fall optisch einaxiger, kommt man, indem man 
setzt: 
97) T——! "( - De (di , du\, 9 , _" t) 274i (di , du 
at tap fel“ I (P44), say frre (F44), 
wo q in der eben erwiihnten Bedeutung genommen ist, 2 und uw in 
der friiher angewandten. 


6. 


Die Liésungen, die wir oben gefunden, setzen sich additiv je aus 
zwei wesentlich verschiedenen Theilen zusammen, deren einer, von S 
herriihrend, den in optisch einaxigen Medien auftretenden ellipsoidi- 
schen Wellen entspricht, wiihrend der andere, 7’ entstammend, den 
Kugelwellen Entstehung giebt. Der letztere Theil geniigt der Glei- 
chung: 


28 ge — wii = 0 
(28) = 0 , 
welche Gleichung aber auch zugleich den erstern Theil der Lésungen i 


ausschliesst, indem sich daraus sofort ergiebt: 
S =< 0. 


*) Fiir isotrope Medien wurde diese Form schon von Herrn Clebsch ange- 
geben. Creile- Borchardt, Bd. 61. 
**) Elasticité, p. 319, 23. lec. 
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Umgekehrt ist die Gleichung: 


(29) “¢ = 0 


der Repriisentant fiir den ersteren Theil der Lésungen allein und um- 
fasst dieselben vollstiindig. 

Diese Bemerkungen geniigen, um die Ableitung und Behandlung 
der aus EKinfiihrung der Form der Lisungen, die im 1. und 2. Ab- 
schnitt aufgestellt worden, sich ergebenden Differentialgleichungen 
zuriickzufiihren auf die niimliche Aufgabe fiir isotrope Medien, eine 
Aufgabe, die wir bereits gelést. In der That, betrachten wir blos 
diejenigen Schwingungen, welche durch die Gleichungen definirt 


sind: 
’ eT oT eT oT 
(30) Uy ee ee 3 = a 3) = Be? 
oy~ on CY Cx C204 

wo T der Gleichung zu geniigen hat: 

27 (aT , a , er 
30" ae = USS 
(3 ) ct? Ca 2 + cy? + 02 ? 
so bemerkt man, dass der Buchstabe a, das Unterscheidungszeichen 
der optisch einaxigen von isotropen Medien, daraus verschwunden ist. 


— Andererseits haben wir im vorigen Abschnitt gesehen, dass die 
Lisungen (25) die allgemeinsten sind fiir isotrope Medien, wenn die 
U, V, W der zuletzt angeschriebenen Gleichung (30°) geniigen. Fiihrt 
man in die Gleichungen (25) die Bedingung (28) ein, so folgen Lé- 
sungen von eben der Form (30). Fiigt man also den unter irgend 
welchen besonderen Voraussetzungen fiir isotrope Medien aufgestellten 
Lésungen die Bedingung hinzu: 

- Ow ov 
(28) = — 7 =O, 

C y Cz 

so sind dadurch alle diejenigen unter jenen Voraussetzungen sich aus- 
breitenden Schwingungen charakterisirt, welche den optisch einaxigen 
und den isotropen Medien zugleich zukommen. Wir haben oben durch 
die Gleichung: 
” 9 CG one CG 
q w? - —— = 6 = 
(4) at? r+} oe? 
wo 0°G die friihere Bedeutung (9*) hat, alle diejenigen Schwingungen 
defiuirt gesehen, welche ohne kubische Dilatation und transversal zum 


? 


Radius vector von einem gewissen Punkte aus vor sich gehen. Die 
obige Bedingungsgleichung (28) in die hier benutzten Coordinaten 
0, 0, Q, transformirt, lautet*): 


Cx . A : h2 + re B “het Ox ° r+ hy =, 
Ce) 


co C02 


*) Lamé, coordonnées curvilignes, p. 288. 





__ Iyhy oOUV . et. _hh/o W eo 
wo A = h (; Oo ly 0a in ) ‘T= h, (Ge hy 00s i) 


__ tyfjo U  @v 
Ng \€e. h ce hy) 
Nun hat man aber, unter den beiden soeben citirten Voraus- 
setzungen : 
y V G W G 
U antes 0; ae Cu : — Cu 
hy OQ2 hy OQ) 
Daher ist die transformirte Gleichung: 
. ae xv } 24; x x 2 
(32) — ~ 6G —— &?- ,._ — —_ A? _. = 0, 
ce C0; C2 C0; ( Og COCGs . 
wo 0°G die obige Bedeutung (9*) hat. 
Diese Gleichung (32) zusammen mit der Gleichung (7) fiir G um- 
D5 5 / 
fasst nun alle diejenigen Schwingungen, welche sich sowohl in einem 
isotropen, wie in einem optisch einaxigen Medium in Kugelwellen 


fortpflanzen kénnen, unter der Voraussetzung, dass die Schwingun- 


5? 
gen ohne Dilatation und in den Kugeloberfliichen selbst vor sich 
gehen. 


Kiigen wir dieser Voraussetzung noch diejenige iiber die Form der 
Lésungen G hinzu (8, 9), welche die Schwingungen zu Lichtschwingun- 
gen machen, indem wir dem Obigen zufolge 4 als eine Function von @ 
allein voraussetzen, so muss, zufolge der Bedingung (9), die Glei- 
chung (32) im zwei zerfallen, eine fiir R und eine andere fiir Q allein. 
Dieselben sondern alsdann aus den Lésungen der Gleichungen (10) 
diejenigen aus, welche auch optisch einaxigen Krystallen geniigen. 
Setzt man die lorm (9) in (32) ein, so kommt: 


(33) 5 PR R— ze, Se ae 4 eR __ 9, 


CQ CQ C Q2 . C2 | Ce 


‘ Cx Cx ‘ ‘ 
Nun ist Fe’ proportional mit @, wenn @,, @, Parameter von 
CQ\ € Qs - 
r " . ‘ . . - CL 
Kegel-(Ebenen-)Systemen sind, h,? , h.? proportional mit 9? Zo aber 
von der O'* Ordnung fiir g. Man hat daher, wenn diese Gleichung 


im zwei zerfallen soll, in denen die Variabeln getrennt vorkommen, 
zu setzen: die eckige Klammer gleich: 


Q Cx 
° ; V> 
Q e@ 


wo y eine Constante ist. Man hat ferner die Gleichung fiir 2 (10): 
eo . 02 + BQ = 0. 
Alsdann kommt fiir R die Gleichung: 


CaS. 2 ah 
ce Q 
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: dieselbe hat aber als einzige Lisung die mit (10) nicht vertriigliche: 


» . 
R=k. ae, 
welche somit unbrauchbar ist. — Aber jene Gleichung fiir R wird 
andererseits auch noch erfiillt durch: 
3- : Y = B = 0. 


Die eckige Klammer in (33) verschwindet alsdann gleichfalls. Man 
kann dieselbe auch in solche Form schreiben, dass man erhiilt: 
C2 


Cx 


0. 
Wir wollen diese Gleichung in den oben (19*) eingefiihrten Polar- 
coordinaten schreiben, fiir welche: 
“x=r sin 9; y¥=—r Cos m sin WY; 2—Pr cos M cos ¥. 
Man hat alsdann: 


= 
oe) 
« i 
CP 
a | und aus: 0°2 == 0 folgt nunmehr: ! 
= 
RQ 
2 _¢9 
h C wy 2 ( ? 
also 2=-my+n, 
r 


wo m und » Constante. Ferner folgt aus der Gleichung (10) fiir R, 
wenn p = 0: 


0 
. 22i 
% @-—-« 
I = const. e . 
Le 
) Daher sind die einzig denkbaren Lichtschwingungen, 
' a . . 
welche sich in Kugelwellen in einem optisch einaxigen 
Medium ausbreiten kénnen, darstellbar in Polarcoordina- 
ten durch: 
r 272i 
9 r r wt 4 sd . 7 
(34) U = 0 } } = : aa ? W = Q, 
" r. COS @ 
Man bemerkt, dass dieselben der Richtung wie der Fortpflanzungsge- 
r ? 5 oNs 
schwindigkeit nach eindeutig bestimmt sind. 
, Ganz anders verhilt sich der Theil der Lésungen, welcher den 
, ellipsoidischen Wellen entspricht. Wenn man die Gleichung: 


w= 0, 
| welche diesen Theil von den Kugelwellen absondert, in die allgemei- 
nen Lésungen fiir isotrope Medien (25) einfiihrt, und vergleicht als- 
dann dieselben mit den fiir optisch einaxige aus derselben Bedingung 
entspringenden: 
w=; % = a : 0 = — oy 


so stimmen beide in der Form genau iiberein, nachdem man in der 
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Gleichung, welcher 
men hat: 


S zu geniigen hat, die Transformation vorgenom- 
5 ca] ? A 5 


, , a ’ a 
eee 5 yep 3 eeees 

Die Bedingung « = 0 fiir isotrope Medien sagt aber nur aus, dass 
die Schwingungen parallel der YZ Ebene vor sich gehen, also, in 
den vorhin eingefiihrten Polarcoordinaten ausgedriickt, dass: 
or oG 
(35) = QO, 
also dass die Constante @ (12*) verschwindet. 

wv geht mithin in die Liésung G nicht ein. Daher erstreckt sich 
die Transformation von 2, y, 2 blos auf 7, wenn man dieselbe in 
Polarcoordinaten ausdriicken will. Alle unter der Voraussetzung a == () 
fiir isotrope Medien abgeleiteten Lésungen der Gleichung (7) fiir G, 
nachdem dieselbe in Polarcoordinaten ausgedriickt, gelten also, nach- 
dem man iiberall fiir 5 die Grésse: g? = A ote i ta eingesetzt, auch 
noch fiir die ellipsoidischen Wellen in optisch einaxigen Medien, indem 
dabei 4 als Function des Parameters q eines Rotationsellipsoids voraus- 
gesetzt wird. Weil durch die obige Bedingung die Gleichung fiir R 
(10) nicht alterirt wird, so hat man den Satz: 

Nach denselben Gesetzen, nach welchen in isotropen 
Medien eine Verbreitung von Lichtschwingungen in Kugel- 
wellen méglich ist, kann auch, abgesehen von der Schwin- 
gungsrichtung, eine solche in ellipsoidischen Wellen in 
einem optisch einaxigen Krystall stattfinden. Dagegen 
giebt es nur eine einzige Art der Verbreitung von Kugel- 
wellen in dem letztgenannten. 


7. 
Optisch zweiaxige Krystalle. 


Die Frage nach dem Gesetz fiir die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit von Lichtschwingungen, die sich in Fresnel’ schen Wellenflichen- 
wellen in einem optisch zweiaxigen Medium ausbreiten, beantworten 
wir, aus Griinden, die wir schon in 5. angegeben, durch Untersuchung 
derjenigen Differentialgleichungen, welche Lamé hierfiir aufgestellt, 
indem wir in dieselben die Bedingungen, durch welche wir Licht- 
schwingungen definirt haben (1) und (2), einfiihren. Diese Operation 
ist aber wie im Vorigen so auch hier wesentlich erleichtert, wenn die 
Differentialgleichungen fiir ein soleches Coordinatensystem aufgestellt 
sind, wie wir es in 2. beschrieben haben. Wegen der in den Diffe- 
rentialgleichungen auftretenden Constanten (3 an der Zahl) wollen wir, 
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um die Transformation iibersichtlich bis zu Ende durchfiihren zu koén- 
nen, ein gleichfalls mit 3 willkiirlichen Parametern versehenes Coor- 
dinatensystem wiihlen, welches unten niiher bezeichnet werden soll. Man 
kann nun die miihsame Rechnung, welche eine directe Transformation 
der Differentialgleichungen verursachen wiirde, auf die weit einfachere 
Aufgabe der Transformation eines gewissen vielfachen Integrals zuriick- 
fiihren, dessen erste Variation, gleich Null gesetzt, jene Gleichungen 
ergiebt. Nun lisst sich zwar in vielen Fiillen die Form desselben 
sofort errathen, wenn die Differentialgleichungen gegeben vorliegen. 
Doch soll hier eine directe Ableitung aus einem bekannten Princip 
der Mechanik wenigstens angedeutet werden. 

Ueber die zwischen den einzelnen Theilen eines elastischen homo- 
genen Mediums wirkenden Kriifte machen wir die Voraussetzung, dass 
sie eine Kriiftefunction, U, besitzen. Sind iussere Kriifte nicht vor- 
handen, so verschwindet nach einem von Hamilton aufgestellten 
Princip der Mechanik die erste Variation des Integrals 

f dt (U — T), 
wo ¢ dic Zeit, JT die lebendige Kraft des ganzen Systems (das man 
sich von beliebiger riiumlicher Ausdehnung vorstellen kann) bedeutet. 
Die Variation der Kriiftefunction stellt nun aber die bei einer virtuel- 
len Verschiebung des Systems geleistete Arbeit dar. Andererseits ist 
dieselbe gleich der Summe der Arbeiten der auf ein (als starr gedach- 
tes) Elementarparallelepiped des Mediums wirkenden Kriifte und Kriifte- 
paare, diese Summe ausgedehnt iiber das ganze Medium. Nimmt 
man nun an, dass jene Kriifte und Kriiftepaare lineare Functionen 
der als sehr klein aufzufassenden sechs Verschiebungsgréssen in die- 
sem Punkte seien, so sind die virtuellen Arbeiten lineare Functionen 
sowohl der Verschiebungsgréssen selbst, als ihrer Variationen, der 
virtuellen Wege. Die Kriftefunction also, deren Variation zufolge 
der Definition ein vollstiindiges Differentia] ist, kann als quadratischer 
(homogener) Ausdruck der sechs Verschiebungsgréssen dargestellt wer- 


” ee me ° 
den. Derselbe enthilt noch unabhiingige Constante. Geht man 
1 B°s 


9 
von der durch das Experiment wahrscheinlich gemachten Annahme 
aus, dass das lichtfortpflanzende Medium incompressibel sei, so wird 
man*) zu einer Reduction der obigen Constantenzahl veranlasst , 
welche Zahl durch die weitere Annahme von drei ausgezeichneten, 
aufeinander senkrechten Richtungen in dem Medium (die Schnitte der 
Symmetrieebenen, parallel den Coordinatenaxen gedacht) auf drei 
herabzudriicken ist. Werden statt der oben genannten Verschiebungs- 
gréssen die Componenten w, v, w der Verschiebungen eines Punktes 


*) Lamé, elasticité, 17. leg. 
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x, y, @ (durch welche auch die Grésse 7 ausgedriickt werden muss) 
vermittelst der bekannten Ausdriicke in den partiellen Differentialquo- 
tienten eingefiihrt, so erhilt man fiir U, T die folgenden Ausdriicke: 


= fff ddd -Q; 





77 Y - 2 ov dw 2 ° 
U= ff facdy dela GF) +) 


‘Cw 
Cx 


cv 


9 
ou\- o (cu 
Cc - 
Cz cy Cx 


(36) vad a : , 
i m J 7 / dda: dy de (7 ) re (: i) + (ie) | 
=f/ffdidé& -sS. 
Man hat daher die Gleichung: 
(37) 0 fff dau dy dz dt (Q—S8) = 0. 


Aus derselben fliessen sofort drei partielle Differentialgleichungen von 


der Form: 





é (2 — S) @ 0(2—S) @ e(2—S) 6 0(Q—S) 
—  6@ + 5 ~ 6@ T & ~ C@ +z ~C@ sg 
a= 0- 03 
ct Cx cy 
(38) ve 0 a(2—S) _— 
02 Co ‘ 
02 


Setzt man darin fiir @ der Reihe nach uw, v, w, so kommt das von 
Lamé behandelte System von Differentialgleichungen fiir die Bewegung 
in einem krystallinischen Medium: 
; (3 3) 
Hie 2 
Ox 02 


({ u C :) 

Cc Se = 

. 4 zx 
Ye... i. om 3 


Cu 
oy 02 OF 
cv cw . (eu ov 
2a ) dicot i= = ep 
(38 ) " Cz cy 7 cy Cx , Ae 
a* -—— —e . —— bee = a5 
02 Cx ct 
Ow ou _ (ev cw 
C ae C cy a ar - 
12 Ce Oe _ ‘Nee Cy} _ ow 
Cx cy ot? 


Wir wollen uns hierbei nicht aufhalten, sondern gleich zur Transfor- 
mation des Integrals (37) iibergehen. 

Sind die neuen Coordinaten @, @,, @,, und haben die U, V, W 
wieder die friihere Bedeutung (1), desgleichen die h, h,, h,, so beste- 
hen zwischen den uw, v, w und U, V, W lineare Relationen , diesel- 
ben, welche zwischen den Projectionen einer Strecke auf je die drei 
Axen zweier rechtwinkliger Coordinatensysteme bestehen. 

Man hat nun (36): , 
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, Oru + 9 {ov cw\? 
S—RQ=2,5,-—Z24 —; ; 
ot? cy 02 
Alsdann ist zuniichst wegen der zwischen den wu, v, w und U, V, W 
bestehenden Relationen: 


(39) S= (i) + (ce) + Ge): 


Man kann ferner leicht die Formeln beweisen*): 
Man k f leicht die K 


7 - oa oa ee : i +> oe » Bhy? + ie - I-h,* 

(40) MY ae Bae te Teh? 
wie et et Bh, 
waath(¥-2%), a-BQ@E- 29); 

Pm i (ab — 3%): 
Pa 


Wir wollen nun die Werthe de ete. wirklich berechnen und zwar 
durch Einfiihrung eines Coordinatensystems, das durch die drei Fli- 
chenschaaren **) : 


ey fee 


a2 by? cg 


41 + = () 
(41) a? — 9,2 be — 0,7 ce — oe? 
we bey? c*z? 
- aL - a = i) 
a? — Q," Lb? — @y* c* — @,° 


mit drei positiven beliebigen Constanten (a? > b? > c*) gebildet wird. 

Sie sollen mit den in dem Integralausdruck vorkommenden iden- 
tisch sein. Die erste der drei Fliichenschaaren sind concentrische 
Kugeln, die beiden letzten confocale Kegel 2'* Ordnung. Bedient man 
sich der abkiirzenden Bezeichnungen (¢ = 1 , 2): 





—, Bt i 2__ 72 . . sees oe —_— i. 
a?=o?—a ; b2=o7—b? 3; c®=eFf-C 3 nZ=a?Zb?Ze; 
d a ‘ ° 
(41*) a ae <i. b° , é - 2 12202 
oO =@—V.W—A@?~ ~ p—at.t—e) % ~ @—at. eB? ae = 


so bestehen zwischen A, B, C und a, b, ¢ bekannte Relationen, mit 
Hiilfe deren man leicht die aus (41) folgenden Formeln verificirt: 


Lamé, coord. curv. p. 288. 


**) Herr Hesse (Geometrie des Raumes) hat fiir dieses System die Bezeich- 
nung: elliptische Kugelcoordinaten. 
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C= 


(42) y? = 


Bildet man hieraus die partiellen Differentialquotienten der 
nach den neuen, 
nienelements, so erhiilt man fiir die h die Ausdriicke: 


winkligen Coordinaten 


(43) h=1; h, 


formirte Ausdruck fiir &. 


an, 
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on? 

2p.2 
01° Q2 
en? 


2y,2 
Qi C2 


on? 


01°@9" 


O12 - 2 
Q.2. Ve. er 
Setzt man diese Werthe sowie die fiir die partiellen Differential- 
quotienten in die Gleichungen 


— Derselbe nimmt eine einfache 
wenn man die mit Hiilfe der zwischen den A, 


(40) 
quadrirt und resp. mit a’, b?, ¢? multiplicirt hat, so kommt der trans- 


lh, ale 
were . 


. b,? 1,2. F i 


2, 2,8" 
1 °° 


32 


{ } 


~ wes 


ct 
recht- 
alsdann das Quadrat des Li- 


01 -Og-Mg 


; hs = 





e.n Vor — e,? 


ein, und addirt, nachdem man 


— 


a, ble 


B, 


bestehenden Relationen aufgestellten Beziehungen bemerkt (i = 1, 2): 


y . (0a . he on? 
Va oy i? = — 
— ce e 


/ 


hyh 


So ergiebt sich, 


(44) & 


BE h,? 


fiir die a ee des 
der Functionaldeterminanten : 


(45) = 


da dy dz 


Aus den Formeln (39), 


tes ergiebt sich sofort die Transformation des 





e102" ” 


pth 


mn 


>" alt -) = tpg 
Ce OQ2 C12 e; *G,” 


. doe de, de, = 


9. 


(44), 


== SIS do de, payne ‘—_§’)=0 


ee 
S a 


a 


Gestalt | 


(Ze, 
+ (a) (G) 


on? 


\2 he mM h? 
‘hy = Or — 
) ’ + 01 C2 ‘ 


0°; 
_ hh 
e;e@ ; 


on? 
eres” 


y i 
: 


Theorie 


wenh mah zusammenfasst : 
by" Qy° 


Volumelementes entnehmen wir der 


ri) ; Ali? 


Bh,? 
C102 | 


eC; 


Ch, 


02 


4+ Se 4 


1 
hue de de, de, 





Abschnit- 
Wir schlies- 


(45) des voranstehenden 
Integrals. 


a) 


1 oW’ 1 oW’ 


— 





01 


sen sie ein in die ee Formeln : 
0 SELL dx dy dz dt (2. 
7 1 oV ew’? 
& ~ Dykes GG ‘ + i, =) + : ( ot ) ? 
. , o hk, (aWw’ oU'\2 
( 2Q=—e,-.= oe L 9. 
(46) Cr: iy ¢ me) + @2' ell 
“ g-lh,.abe 1 av’ Pee. eu 1 1 
Q102 C2 OO Qi O02 Q@ €Q2 Qe 


CQ) 


I 








ee 


eer 
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wo fiir einen Augenblick: 
ee i - , 
(46*) U=UW;;,;=V;7=W 
ty hs 
gesetzt ist. Die hieraus fliessenden Differentialgleichungen haben die 
Form : 


_ @(2'—S’) Pe 0(2’ —S’) 4 é (a — 8) ad a(Q’ OT 4 
Co ot Ow Ce C@ C0, ~0@ 
C= C 0; 
ot ce 00 
> (Q'—8") 
*. 0 A(2 © ate 0, 
0s a) 
0; 
OQ2 


wo fiir @ die drei Functionen U, V, W oder auch die U’, V’, W’ 
der Reihe nach zu setzen sind. Wihlen wir die letzteren, um das erste 
(mit negativem Vorzeichen versehene) Glied in der letztangeschriebenen 
Gleichung zum Verschwinden zu bringen. Wenn man die Gleichun- 
gen, welche man auf diese Weise erhilt, addirt, nachdem man sie bezie- 


‘ ~~ 3 1 1 oye ° : 
hungsweise mit 7a =z multiplicirt hat, so heben sich die von der 
i 2 


eckigen Klammer in 8’ stammenden Glieder gegenseitig auf. Setzt 
man noch in der so entstandenen Gleichung U = 0, d. h. fiihrt man 
die Bedingung ein, dass die Schwingungen senkrecht zum Radius 
vector vom Ursprung stattfinden, so kommt die folgende einfache Glei- 
chung (in welcher blos noch die Coordinaten in den Coefficienten auf- 
treten): 


fy : cer 9? V" 1 /ew” 9 aw” an 
(47) ( ot? = ae )+ ( — 0; ) is 


1 09° 02 0g 
, Lf > av” = Ww") ; 
@ 0e (¢. €@1 + (2 }? 
wo wir der Kiirze wegen gesetzt haben: 
V rH W ” 
hy hy 


Man bemerkt zuniichst, dass die Gleichung (47) eine besonders 
einfache Lésung zuliisst, wenn V” oder W” gleich Null ist. Verfol- 
gen wir z. B. den ersten Fall weiter. Wenn man die friiher (1) und 
(2) besprochenen Eigenschaften der Schwingungen auch hier einfiihrt, 
so kommt die Annahme V” = 0 darauf hinaus, 4 unabhiingig von @, 
zu setzen, d. h. auf die Voraussetzung, dass durch den Durchschnitt 
der Kegel 9, mit der Kugel je eine Wellenfliiche hindurchgehe. Wir 
setzen hierbei iiber die Form der Function 4 nichts Niiheres fest. Als- 
dann ist aber auch W” selbst nur noch Function von og, und @; die 
Gleichung (47) reducirt sich somit auf: 

aw”  ,a@w” 


ot v1 0e 
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deren Integration sofort ergiebt: 
W” = Il G anit t01) 


wo II eine willkiirliche Function der eingeklammerten Gréssen ist. — 
Andererseits folgt aber aus den ersten der drei Differentialgleichun- 
gen fiir U’, V’, W’ (die wir als leicht herleitbar hier nicht ange- 
schrieben haben), wenn man darin U’ und V’ gleich Null, W” als 
von g@, unabhingig annimmt: 


= i 

1 aw’ 1 ow’ 

os = VV) 

e% 6 ” @ 0a y 

oder W’ = I], (; + @oa8 ) ' 
01 4 
. ” W, , W ; — oe : 

Daher, weil W” = ;- (47); W’ =, (46*) und mit Riicksicht auf 

i 2 


die Werthe der h, , h,: 


hy Ng fl e “a t, 01) 


Nant), 


Hieraus folgt, dass », J7, nicht mehr Function von @, sein kann 
5”? 2 1 2 ? 
ebenso wie ”, JJ nicht mehr Function von g, allein sein kann. Viel- 


@ 


mehr sind beide Functionen von * — ¢ allein, daher man schliesslich 
@ 


1 
hat (zufolge unserer Annahme iiber die Form der periodischen Func- 
tion): . 
h ( - ‘ye 

(48) U=0 ; V=0O ; W= const. - -e 
Durch Vertauschung der Indices 1 und 2, sowie von V und W er- 
hilt man noch eine andere Lisung der gegebenen Differentialglei- 
chungen. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass der hierbei nicht benutzte Theil 
der Differentialgleichungen nichts Widersprechendes oder Beschriin- 
kendes ergiebt. 

Es lisst sich aber zeigen, dass die zwei hier auftretenden Wel- 
lenflichen 

A= 2udia=°” 
01 2 
identisch sind mit den beiden Minteln der von Fresnel angegebe- 
nen Wellenfliche. Die Form der Gleichung der letzteren ist be- 
kanntlich : 


arg? by? ez 
(49) 72?— 2az + 72 —J2h2 aL P— Pe = 0, 


wo r? = 2 + y? + 2 (also unser 9?) ist. Nun bemerkt man aber, 





ne 











Ueber die Differentialgleichungen fiir Lichtschwingungen. 251 


dass diese Gleichung zusammenfallt mit der zweiten, beziiglich drit- 
ten der Gleichungen (41) (welche von den x, y, ¢ in (42) identisch er- 
fiillt werden), je nachdem man setzt: 
2 < 2 be 
rt — ot oder =o, 
daher wird die Gleichung der Wellenfliiche identisch befriedigt durch 
die beiden Werthe von 4: ° 
; ot i 2 
A,? _— eo } A,’ = 2.- 
Dies sind zugleich die einzigen Werthe von 4, welche diese Glei- 
chung befriedigen, weil dieselbe in 4 quadratisch ist. Soll nun die 
oben allgemein gestellte Frage nach den Gesetzen der Fortpflanzung 
von Wellenfliichen auch hier beantwortet werden, so geschieht dies 
durch die Einfiihrung beliebiger Functionen von 4, oder von 4, fiir 2. 
Aber man erhilt alsdann sofort beziiglich: 
an an 


._~ 0 oder a 0, 
also beziiglich 
V = 0 oder W = O,7 

mithin nichts Anderes als den bereits oben behandelten Fall, welcher uns 
auf AA, oder=A, gefiihrt hat. Dieser Fall ist also der einzig 
denkbare. Es ist bemerkenswerth, dass die grosse Mannigfaltigkeit 
von Formen, welche fiir isotrope und fiir die ellipsoidischen Wellen 
in optisch einaxigen Krystallen jene Function 4 noch haben kann, 
hier fiir beide Wellen auf eine einzige Form herabsinkt. 

Durch Addition der beiden oben angegebenen Loésungen erhiilt 
man die allgemeinere (indem man fiir die h die Werthe aus (43) ent- 
nimmt): 


(¢ att t)=™ 
r r 0102 “Qe ¥ 
U=0 ; V=se,- —-e : 
7 e} Qo’ — 0? 
(2 r= 
i 0 t 
W=sé,- Ores _ =+¢ ; 
e Ve: — es" 


wo die ¢ Constante bedeuten. Setzt man diese Werthe fiir U, V, W 
in die fiir die w, v, w bestehenden linearen Ausdriicke derselben, so 
erhilt man die von Lamé unter specielleren Voraussetzungen und, 
wie es scheint, auf weniger organischem Wege abgeleiteten Li- 
sungen*), 

Das hier angewandte Coordinatensystem besteht nicht mehr, wenn 
zwei der Constanten a, b, ¢ einander gleich werden. Man hilft sich 


#) Elasticité, p. 318, 319, 23. leg. 
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alsdann zweckmiissig durch die Einfiihrung von Winkeln, welche das 
System in Polarcoordinaten transformiren. Sollen z. B. die oben gege- 
benen Lésungen fiir isotrope Medien specialisirt werden, so hat man 
zu setzen : 


n. 


°° = Bb? sin? g + a? cos? @ 
= c sin? gp + JL? cos? 


= 7 


<—) 


°° 


e: 
Nach vorgenommener Transformation setze man a = bb —c, in- 
5 
dem man zugleich iiber den Grenzwerth des Verhiiltnisses: 
RYe—e 


a — i 


irgendwie verfiigt. Ist derselbe z. B. gleich Null, so ergeben sich 


Polarcoordinaten, fiir welche h, = r; h, = 7 cos m, und die Lisun- 
gen erhalten die Form: 
r 272i r \ 2 mi 
. €-# “oF 
U=:0 : V= = e : W — = .¢@ 
’ r+ cos @P ry cos @p 


Griessen, 20. October 1868. 














Ueber die Abbildung algebraischer Flichen, insbesondere 
der vierten und fiinften Ordnung. 


Von A. CrLesscn in GOrTTINGEN. 


§. 1. 
Ueber den Grad der Doppelcurve einer auf einer Ebene 
abbildbaren Fliiche. 


Denken wir uns eine Fliiche N'* Ordnung, welche die Eigenschaft 
hat, dass die Coordinaten ihrer Punkte als rationale homogene Func- 
tionen dreier Parameter darstellbar sind. Diese Functionen seien von 
der Ordnung ”; bezeichnen wir die Parameter durch &,, &, §, so ist 
die Fliche dargestellt durch Gleichungen der Form: 
ox, = fy (& » 2, 3) 

Ox, = fy (E> So » &s) 

ox, = fs (8, , 8, §) 

or, = fy (E15 be» &s) 5 

wobei @ ein unbestimmter Factor ist, und die f homogene rationale 
Functionen »'** Ordnung ihrer Argumente bedeuten. Nehmen wir an, 
dass aus den Gleichungen (1) sich auch, und zwar dann natiirlich 
auf unendlich viele Arten, die & als rationale Functionen der x aus- 
driicken lassen. Alsdann kann man die § als Coordinaten eines 
Punktes einer Ebene auffassen; jedem Punkte der Ebene entspricht 
dann im Allgemeinen ein Punkt der Fliche und umgekehrt, oder, 
wie ich mich ausdriicken will, die Flache ist auf der Ebene ein- 
deutig abgebildet. Im Folgenden sollen einige Fille untersucht 
werden, in welchen eine solche Abbildung méglich ist. 

Schneidet man die Fliiche (1) mit der Ebene 
(2) OL, + Mgt, + OH, + ar, = 0, 
so erhilt man eine Curve auf der Fliche, deren Abbildung die Glei- 
chung hat: 

(3) Of, + Mofo + asfs + af, = 0. 
Indem man den Coefficienten « alle méglichen Werthe beilegt, erhilt . 
man aus (3) alle méglichen Abbildungen ebener Schnitte, ein System 


von Curven x Ordnung mit drei linear auftretenden Parametern. 
17 


(1) 


Mathematische Annalen I. 
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Auf dieses System kann man zuniichst einige ihnliche Betrachtungen 
anwenden, wie Herr Cremona (Mem. dell’ Acc. di Bologna ser. 2. 
tom. 5) dieselben beziiglich eindeutig sich entsprechender ebener Systeme 
gemacht hat. Die Curven (3) werden im Allgemeinen gewisse Punkte 
simmitlich gemein haben; und zwar seien dies a, einfache, a, dop- > 
pelte, a, dreifache u. s. w. Punkte, welche allen Curven des Systems, 
oder, was dasselbe ist, den Curven 

A=9 , f=9,ff =90 , f, =9 

gemeinsam sind. Und zwar nehme ich zuniichst an, dass unter diesen 
Punkten keine solchen Systeme vorkommen, welche als vollstindigen 
Schnittpunktsystemen angehorig besondern Bedingungen der Lage unter- 
worfen sind. |. 

Zwei der Curven (3) schneiden sich ausser in diesen festen Schnitt- 
punkten noch in 


n®? — a, — 4a, — 9a, 
beweglichen Schnittpunkten. Diese Zahl muss gleich der Anzahl der 
Punkte sein, in welchen der Schnitt der entsprechenden beiden Ebe- > 


nen, also eine Gerade, die Oberfliche trifft, also gleich N. Und so 

hat man die Gleichung: 

(4) N = n*? — a, — 4a, — 9a, 

Kine zweite Gleichung gewinnt man, indem man das Geschlecht p, 

einer Curve (3) und der entsprechenden ebenen Schnittcurve der Ober- 

fliche einander gleich setzt. Ist d der Grad der Doppeleurve der 
Oberfliiche, gleichviel ob diese Curve eine einzige oder eine aus meh- 

reren bestehende ist, und ist ry der Grad der Riickkehrcurve, oder die 
Summe der Grade von solchen, so hat die ebene Schnitteurve d Dop- ? 
pelpunkte und ry Riickkehrpunkte, besondere Lagen abgerechnet, wo 

sie deren mehr hat. Fiir eine allgemeine Lage der schneidenden Ebene 

ist also ; 

(5) p= <1 <= —d r. 

Die in der Abbildungsebene liegende entsprechende Curve (3) ist von 
der Ordnung », und hat a, Doppelpunkte, a, dreifache Punkte u. s. w. 
Besondere Werthe der Parameter abgerechnet, hat man also 


. nm—1 . n—2 ‘ 2 
(6) Pr, = — >—_ — a, — 3a, — 6a, 


Endlich erhilt man eine Ungleichung, indem man von der 
Forderung ausgeht, dass die Functionen f; sich nicht aus dreien der- 
selben linear zusammensetzen lassen, wie es sein muss, damit wirklich 
die Gleichungen (1) eine Fliche darstellen. Die in der Annahme der 
festen Punkte, Doppelpunkte u. s. w. der Abbildung liegenden Bestim- 
mungen miissen daher wenigstens um 4 kleiner sein, als die Anzahl 
von willkiirlichen Constanten, welche eine allgemeine Curve n' Ord- 
nung mit sich fiihrt. Es muss also sein: , 
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(7) 4= m+l.n+2 _ 


2 


a, — 3a, — Ga,.... 


Aus der Combination der Gleichungen (4) (6) (7) ergiebt sich nun 
sofort die einfache Ungleichung: 


(8) p< N--2, 
oder, wenn man aus (5) den Werth von p einfiihrt: 
(9) i405 2S. 


Hierdurch ist im Allgemeinen eine untere Grenze gegeben, welche 
die Ordnung der Doppelcurve einer Fliche erreichen muss, damit eine 
eindeutige Abbildung auf der Ebene denkbar sei. Aber allerdings 
kann es unter Umstiinden eintreten, dass gewisse Fliichen mit einer 
Doppeleurve niederen Grades abbildbar werden, indem niimlich der 
oben gemachten Annahme entgegen, Fundamentalpunkte der Abbildung 
Schnittpunktsystemen angehéren. In einem solchen Falle verringert 
sich die Anzahl von Bestimmungen, welche die gegebenen Fundamen- 
talpunkte fiir die Curvenschaar (3) mit sich fiihren, und es wird, wenn 
etwa @ diese Verringerung angiebt, die Gleichung (7) zu ersetzen sein 
durch 


4a ttt st? _ «, — 8a, — 6a,... +4, 
wodurch zugleich (8) (9) iibergehen in: 
p< N—2+a , d+r > 2s _ a. 

So fiihrt bei den Fliichen 4'" Grades die Gleichung (9) auf die 
Nothwendigkeit wenigstens einer geraden Doppellinie, bei den Flichen 
5'ee Grades auf die Nothwendigkeit wenigstens einer Doppelcurve 3'* 
Ordnung. Aber bei den Fliichen 5" Grades tritt der besondere Um- 
stand ein, dass schon eine Fliche 5'*' Ordnung mit einer 
Doppeleurve 2'e" Grades abbildbar wird, wenn diese in zwei 
sich nicht schneidende Gerade zerfillt. 





8. 2. 


e 


Geometrische Abbildung der hier zu behandelnden Fliichen auf 
einer Ebene. 


Ob eine gegebene Fliichenart sich eindeutig auf einer Ebene ab- 
bilden lisst, ist hiufig einfach zu entscheiden, indem man eine Abbil- 
dung wirklich herstellt, unbekiimmert darum, ob bei derselben die 
Functionen f; méglichst niedern Grades sind oder nicht. So braucht 
man bei der Abbildung der Flichen 3'e' Ordnung nur zwei sich 
nicht schneidende Geraden der Fiche zu betrachten. Lisst man eine 
dritte Gerade sich so bewegen, dass sie beide stets trifft, so bestimmt 

hag 
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sie in jeder Lage einen Punkt der Fliche, und einen entsprechen- 
den Punkt einer beliebig gewiihlten Ebene. Und zwar ist durch einen 
dieser letztern Punkte die jedesmalige Lage der Geraden vollstiindig 
bestimmt, so dass im Allgemeinen zu jedem Punkte der Fliiche nur 
ein Punkt der Ebene und umgekehrt gehért, also eine eindeutige Ab- 
bildung eintritt. Ebenso kann man bei den Fliichen 4'*' Ordnung 
mit einer zusammenhingenden Doppelcurve zweiten Gra- 
des die Méglichkeit der Abbildung sofort einsehen. Nehmen wir irgend 
eine der 16 Geraden, yg, welche, wie ich an einem andern Orte gezeigt 
habe, den Doppelkegelschnitt treffen, und lassen wir eine Gerade q’ 
sich so bewegen, dass sie stets sowohl jene (ierade g als diesen Kegel- 
schnitt trifft. Die bewegte Gerade y’ schneidet dann die Oberfliche 
nur noch in einem Punkte (A), und schneidet eine beliebig gegebene 
Ebene in einem Punkte B. Durch das gegenseitige Entsprechen der 
Punktpaare A, J} ist die Fliiche auf der Ebene eindeutig abgebildet. 
Denn ist einer dieser Punkte gegeben, so legt man durch ihn und 
g eine Ebene; diese schneidet den Doppelkegelschnitt nur noch einmal, 
und die Verbindungslinie des Schnittpunkts mit dem gegebenen Punkte 
giebt eindeutig die Grade gq’, also auch eindeutig den andern der beiden 
Punkte A, B. 

Die gleiche Construction kann man auf Flichen vierter Ord- 
nung mit einer Doppelgeraden anwenden, wenn nur zuvor be- 
wiesen wird, wie unten geschehen soll, dass eine gewisse Zahl von 
Kegelschnitten existirt, welche ganz in der Fiche liegen, und einen 
Punkt mit der Doppelgeraden gemein haben. 

Was die Flachen fiinfter Ordnung anbetrifft, so erkennt man 
bei denjenigen, deren Doppelcurve aus zwei sich nicht schnei- 
denden Geraden besteht, sofort die Ausfiihrbarkeit einer iihnlichen 
Construction. Denn man braucht nur eine bewegliche Gerade g sich 
so bewegen lassen, dass sie die beiden Doppelgeraden stets trifft, so 
schneidet g in jeder Lage die Fliche noch einmal, in A, und eine 
gegebene Ebene in einem entsprechenden Punkte B. Diese Punkte 
A und B entsprechen sich eindeutig, weil durch jeden derselben g ein- 
deutig bestimmt ist, und die Fliiche ist also auf der Ebene eindeutig 
abgebildet. 

Wenn zweitens die Fliche fiinfter Ordnung eine Doppelcurve 
dritten Grades hat, so kann diese nur eine Raumecurve sein, weil 
sonst die Ebene derselben die Fliche in einer doppelten Curve dritter 
Ordnung, also in einer Curve 6'*" Ordnung schneiden wiirde, was un- 
moéglich ist. Die Raumcurve kann in eine Gerade und in einen Kegel- 
schnitt zerfallen, welche sich treffen, oder in drei Gerade, deren zwei 
die dritte schneiden. In allen diesen Fallen kann man als Projections- 
strahlen der Abbildung die Sehnen der Raumeurve betrachten. Jede 
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solche Sehne schneidet die Fliiche noch in einem Punkte A, eine ge- 
gebene Ebene in einem entsprechenden Punkte B. Das Entsprechen 
aber ist eindeutig; denn durch jeden Punkt des Raumes geht nur eine 
Sehne der Raumeurve, daher ist, wenn A oder B gegeben vorliegt, 
g und damit der andere der beiden Punkte A, B eindeutig bestimmt. 
— Dass die Doppelcurve dritten Grades nicht aus Gerade und Kegel- 
schnitt, welche sich nicht schneiden, oder aus drei sich nicht schnei- 
denden Geraden bestehen kann, ersieht man leicht. Im ersten Falle 
schneiden alle Geraden, die in der Ebene des Kegelschnitts liegen und 
zugleich die Doppelgerade treffen, die Fliiche in 6 Punkten; daher 
muss die Fliiche in eine Fliche 4'** Ordnung und jene Ebene zerfallen. 
In dem andern Falle schneiden alle die 3 Geraden treffenden Geraden 
die Fliche in 6 Punkten und liegen also ganz in ihr; die Fliche zer- 
(allt also in ein Hyperboloid und in eine Fliche dritter Ordnung. Kin 
Zerfallen der Doppeleurve kann demnach nur so eintreten, dass das 
Resultat ein specieller Fall der Raumeurve 3' Ordnung bleibt. 

Ich wende mich nun zur Untersuchung der zuletzt genannten drei 
Flichenarten, und werde zeigen, wie man sie auf die einfachste Art, 
d. h. mittelst méglichst niedriger Functionen / auf einer Ebene abbildet. 


Flichen 4° Ordnung mit einer Doppelgeraden. Gerade und 
Kegelschnitte auf denselben. 


Bezeichnet man durch A = 0, B = 0 zwei Ebenen, welche sich 
in der Doppelgeraden einer mit einer solchen begabten Fliche vierter 
Ordnung -durehschneiden, so nimmt. die Gleichung der Fliiche die 
Horm an: 


(10) Aw —2BAv+ Bu =0, 


wo uw, v, w Ausdriicke zweiter Ordnung sind. Diese Gleichungsform 
lehrt nach Hrn. Kummer (Monatsber. der Berl. Acad. Sitzung vom 
16'e" Juli 1863) sofort, dass die Fliiche eine Schaar von Kegelschnitten 
enthiilt, deren Ebenen siimmtlich durch die Doppelgerade gehen. In 
der That, wenn man die Gleichung des Ebenenbiischels A+ 4B = 0 
mit der Gleichung (10) combinirt, erhailt man die Kegelschnittschaar 
als Durchschnitt des Biischels mit einer Schaar von Fliichen zweiter 
Ordnung, indem fiir jeden Kegelschnitt und ein entsprechendes 4 die 
Gleichungen zusammenbestehen : 


(11) A+AB=0 , u+2h40+Rw = 0. 
Aber die Fliche enthilt noch gewisse andere Kegelschnitte, welche 


aus dreipunktig beriihrenden Ebenen entspringen, und auf welche mau 
kommt, indem man zuniichst gerade Linien auf der Fliiche aufsucht. 
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Unter den Kegelschnitten (11) sind nimlich gewisse, welche in Linien- 
paare zerfallen. Ein solches Zerfallen tritt immer ein, wenn die Ebene 
A+ AB=O0 die eutsprechende Fliche zweiter Ordnung_beriilrt. 
Bezeichnet man durch A; , B; , wx , viz , Wix die Coefficienten in (11), 
so ist die Bedingung dafiir die folgende: 
UW PQA, PW Uap HP BZAVgy HAP w,,  Ugy~ BZA gy A2ws, Uy fey +tVwy ApfAB, 
My LAMP APR Wyp Ugg QA Vag ABW aq Ugg ZAV gf A2Wyq yg 2AVygtl wy, A, 1B, 
Wig VAV gH A243 Uys VAG gH A2 Weg Ugg ZAVgs+ A2Wyg Uys VAY ;g+A2w,, A;FAB,| =". 
| Uy VA Gg A2Wyy Ugg PF ZAVg FAW, 4 Ug fF AAVgy PAP Wey Uy @AV gy +APwy, Ay AB, 
A, +iB, Ag+1B, A,+iB, A, +1B, 0 
Dies ist eine Gleichung 8'" Grades fiir 4; es giebt also auf der 
Fliche 8 Paare von je zwei sich schneidenden Geraden, 
welche alle durch die Doppelgerade gehen. Es wird sich weiter- 
hin zeigen, dass diese 16 Geraden die einzigen sind, welche auf der 
Fiche existiren. 

Nehmen wir nun aus 7 der 8 Paare je eine Gerade, und suchen 
einen Kegelschnitt , welcher diese 7 Geraden und die Doppellinie selbst 
schneidet. Ich verdanke Hrn. Dr. Liiroth die folgende Ableitung 
der Modificationen , welche die fiir heliebig liegende 8 Gerade von ihm 
in Borchardt’s Journal Bd. 68, p. 185 angestellten Betrachtungen 
bei diesem sehr speciellen Falle, wo 7 Gerade die 8° treffen, erfahren. 

Die a. a. O. gemachten Abziihlungen lehren, dass die Classe einer 
Fliche, deren Tangentenebenen sechs gegebene Gerade in Punkten 
eines Kegelschnittes treffen, nicht grésser als 8, vielmehr im Allge- 
meinen gleich § ist. Nehmen wir als solche 6 Gerade die von den 7 
andern (b,c, d, e, f,g,h) geschnittene Gerade (a) und fiinf der 
andern (b,c,d,e¢,f). In diesem Falle schneidet offenbar jede durch 
den Schnitt von a mit b,c,d,e oder f gelegte Ebene die 6 Geraden 
in Punkten eines Kegelschnittes, niimlich in nur 5 Punkten. Daher 
muss die Fliiche 8'" Classe sich in die Gleichungen der fiinf Schnitt- 
punkte von a mit b,c,d,e,f auflésen und in eine Fliiche 3'" Classe. 
Andererseits kann man diese Fliche 3'" Classe leicht direct nachweisen. 
Denn zuniichst bestimmen 6 Gerade der gegebenen Art nach dem 
Principe der Dualitit eine Fliche 3' Classe, welche dieselben enthilt, 
genau analog, wie sie eine sie enthaltende Fliche 3" Ordnung bestim- 
men (vgl. Salmon, Geometry of three dimensions, 2. edition, Art. 498). 
Herr Liiroth aber hat folgenden Satz bemerkt: 

Alle Tangentialebenen einer Fliche dritter Classe 
schneiden eine Gerade der Fliche und fiinf solche Gerade, 
welche jene aber nicht einander schneiden, in 6 Punkten 
eines Kegelschnittes; 
ein Satz, welchem dualistisch folgender entspricht: 

Jeder Punkt einer Fliche 3'e' Ordnung ist Spitze eines 








=), 
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Kegels 2'*' Ordnung, welcher eine gegebene ihrer 27 Ge- 
raden und irgend 5 andere ihrer Geraden beriihrt, welche 
die erste aber nicht einander treffen. 

Den letzteren Satz, welcher den ersten unmittelbar nach sich zieht, 
beweist man leicht an einer Abbildung der Fliiche 3" Ordnung, welche 
unter allen die directeste ist, und folgendermassen entsteht. Wiihlen 
wir auf der Flaiche eine Gerade a, und einen Kegelscinitt C,, welcher 
sie nur einmal, und ebenso je einmal jede der fiinf Geraden b, c, d, 
e, f, die jene schneiden, trifft, was immer mdglich ist. Um einen 
Punkt y der Flaiche abzubilden, zieht man durch ihn die einzige Ge- 
rade, welche zugleich a und C, trifft. Durch diese und einen beliebig 
aber fest auf C, gewiihlten Punkt P legt man sodann eine Ebene; 
sie schneidet die Bildebene in einer Geraden §, welche die Abbildung 
von x ist. Bei dieser Abbildung entspricht also jedem Punkte y der 
Fliiche eine Gerade der Bildebene, und die ebenen Schnitte bilden sich 
als Curven 3' Classe mit 6 festen Tangenten ab, dualistisch ent- 
sprechend der Abbildung durch Curven 3'* Ordnung mit 6 festen 
Punkten. Von den 6 festen Tangenten sind fiinf die Bilder von J, ¢, 
d,e,f; @ bildet sich als Kegelschnitt ab, der diese beriihrt. 

Der Punkt P kann durch andere Wahl von C, in jeden Punkt 
der Fliiche verlegt werden. Daher geniigt es, zu zeigen, dass von 
ihm aus ein Kegel 2‘ Ordnung gelegt werden kann, welcher a, b, 
c, d,e,f beriihrt, oder die durch P und diese Geraden gelegten Ebe- 
neu zu Tangentencbenen hat. Es ist leicht zu sehen, dass der Kegel, 
welcher durch das Bild von a geht, diese Eigenschaft hat. Derselbe 
wird beschrieben bei Abbildung der verschiedenen Punkte von a; man 
legt in irgend einem Punkte P’ von a die Tangentenebene der Fliache; 
diese schneidet C, in einem Punkte P”, und die Ebene PP’ P” schnei- 
det die Bildebene in einer Tangente des Bildes von a, also in einer 
Tangentenebene eines Kegels zweiter Ordnung, da dieses Bild ein 
Kegelschnitt ist. Aber hierbei benutzt man alle durch a gehenden 
Ebenen, also auch die Ebene von P nach a, und diese ist also Tan- 
gentenebene jenes Kegels. Und ebenso benutzt man alle von a durch 
b,c, d, e,f gelegte Ebenen, welche die Bilder von b, ¢, d, e, f liefern, 
indem man durch P und diese Geraden Ebenen legt, welche daher, 
wie die Abbildung lehrt, den Kegel ebenfalls beriihren miissen; 
w. z. b. w. 

Der geometrische Ort der Ebenen, welche a, b, c, d, ec, f in 
Punkten von Kegelschnitten treffen, ohne durch einen ihrer Schnitt- 
punkte zu gehen, ist also eine Fiche 3' Classe, welche diese 6 Ge- 
raden enthiilt. 

Construiren wir nun ebenso die Flichen 3'* Classe, welche a, b, 
c,d,e,g und a,b,c, d,e,h enthalten. Die gemeinsamen Tangenten- 
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ebenen aller drei Flachen sind dann die gesuchten Ebenen, welche 
die 8 Geraden in Punkten eines Kegelschnittes treffen. Aber diese 
drei Flichen haben 6 tangirende Ebenenbiischel gemeinsam, die niim- 
lich, welche a, b, «, d, e und die zweite b, c, d, e gleichzeitig tref- 
fende Gerade a’ zu Axen haben. Die Abziihlung der Erniedrigung, 
welche die Anzahl der gemeinsamen ‘Tangentenebenen hierdurch erfihrt, 
berechnet man wie die Verminderung der Anzahi der Schnittpunkte, 
welche drei Flichen 3' Ordnung gemein haben, welche sich in einer 
Curve 6' Ordnung siimmtlich treffen; und zwar einer Curve 6' Ord- 
nung, welche nicht auf einer Fliche 2'* Ordnung liegt, und deren 
Ergiinzungscurve also eine Raumcurve 3'" Ordnung ist. Indem man 
nach Salmon’s Raumgeometrie, Fiedler’s Uebersetzung, p. 123, ver- 
fahrt, erhilt man als iibrig bleibende Zahl von Tangentenebenen 1, 
und also den Satz: 

Es giebt nur einen Kegelschnitt, welcher eine Gerade 
a, und sieben andere Gerade b,c ...h gleichzeitig trifft, 
welche simmtlich die erste treffen, einander aber nicht. 


Kehren wir nun zu der Flaiche 4' Ordnung zuriick. Die obige 
Entwicklung giebt einen Kegelschnitt, welcher die Doppelgerade und 
je eine Gerade aus 7 der 8 Paare trifft. Dieser Kegelschnitt schnei- 
det also die Flaiche 4’ Ordnung, da der Schnittpunkt mit der Dop- 
pelgeraden doppelt zu nehmen ist, in 9 Punkten, und liegt daher 
ganz in der Flaiche. Die Ebene des Kegelschnittes aber schneidet 
die Fliche nech in einem zweiten Kegelschnitt, welcher durch den- 
selben Punkt der Doppelgeraden hindurchgeht. Betrachten wir nun 
den Schnitt der Ebene dieses Kegelschnittpaares mit der Ebene eines 
der Geradenpaare. Die Schnittlinie kann die Fliche ausser in der 
Doppelgeraden nur noch in zwei Punkten schneiden; sie schneidet aber 
jeden der Kegelschnitte noch einmal, und jede Gerade des Paares ein- 
mal. Daher miissen diese letzteren Punktpaare zusammenfallen, und 
man sieht also, dass jeder dieser Kegelschnitte auch noch eine Gerade 
des 8' Paares trifft. Aber wihrend aus 7 Geradenpaaren je eine 
Gerade beliebig gewihlt werden kann, ist sie bei dem 8'" dadurch 
vollig bestimmt. 


Ich fasse diese Resultate in folgenden Satz zusammen: 


Es giebt 64 dreifach beriihrende Ebenen, welche die 
Flaiche in je 2 (also im Ganzen in 2? = 128) Kegelschnitten 
treffen, wobei denn immer ein Schnittpunkt eines Kegel- 
schnittpaares auf der Doppellinie liegt. Jeder Kegel- 
schnitt trifft je eine Gerade jedes Geradenpaares, der er- 
ganzende immer die andern Geraden; und zwar giebt es 
immer einen Kegelschnitt, der je eine heliebig gewihlte 
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Gerade aus 7 der Paare trifft, wihrend die Gerade des 8'°" 
Paares dadurch bestimmt ist. 

Die unmittelbare Aufsuchung dieser 64 Ebenen wiirde auf eine 
Gleichung 64'" Grades fiihren. Man sieht, wie die Auflésung derselben 
auf die Auflésung von einer Gleichung 8'°" Grades (um die 8 Paare 
yu finden) und von 7 Gleichungen 2'” Grades (um 7 Paare zu zer- 
legen) zuriickkommt. 


§. 4. 


Niedrigste Abbildung dieser Flichen und geometrische Deutung 
derselben. 


Die Auffindung der aus den dreifach beriihrenden Ebenen ent- 
springenden Kegelschnitte fiihrt sofort auf die Abbildung, und zwar 
auf die einfachste Abbildung der Fliche auf einer Ebene. Die Func- 
tionen /; miissen in diesem Falle wenigstens von der 4' Ordnung 
sein; denn Flichen 4‘ Ordnung, fiir welche die f; von der 3'" Ord- 
nung sind, haben eine Doppelcurve 2'°" Grades. Es wird sich im Fol- 
genden zeigen, dass in der That eine Abbildung existirt, bei welcher 
die /; vom 4'*° Grade sind. 

Zu diesem Zwecke bezeichne ich durch C = 0 eine der dreipunktig 
beriihrenden Ebenen, welche oben gefunden wurden. Da C=O die 
Fliche in zwei Kegelschnitten schneidet, so muss mit Hilfe von C = 0 
sich die Gleichung der Fliche in zwei Factoren 2'° Grades zerfillen 
lassen, welche aber beide nach dem Obigen fir A—0O, B= 0, 
C =,0 verschwinden miissen, und welche also nach Absonderung der 
mit C behafteten Terme mit A—0O , B=O verschwinden. Daher 
wird das Produkt dieser Factoren homogen vom 2' Grade in A, B 
gemacht werden kénnen; und da wegen der Doppelgeraden die ganze 
Fliichengleichung homogen vom 2'" Grade in A, B gemacht werden 
kann, so muss der Rest der Fliichengleichung, welcher den Factor C 
hat, in einem andern Factor ebenfalls homogen vom 2'" Grade in 
A, B sein. Die Gleichung der Fliche nimmt also folgende Form an: 
(12) (AB’—BA’)(AB"—BA”") — C(PA*?—2NAB+MB') =0, 
wo A’, B’, A”, B”’, M, N, P lineare Ausdriicke sind. 

Diese Gleichungsform fiihrt ohne Weiteres zu den gesuchten Ab- 
bildungen; denn man kann die Gleichung (12) in die Gleichungen auf- 


lésen: 

A+ EB=0, 
(13) §£A’°+ 6B’ + §.C=—0, 

,(A"§, + BE.) + (ME? + 26,8,N + &,?P) = 0, 
welche fiir die x linear sind, und in welchen die Verhiiltnisse der & 
die Stelle von zwei Parametern vertreten. IJndem man die Verhilt- 
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nisse der x aus diesen Gleichungen berechnet, findet man die x pro- 
portional mit Functionen 4'* Ordnung der &, wie es sein sollte. 

Solcher Abbildungen giebt es 128, deren je zwei con- 
jugirt sind. Denn die Form (12) liisst sich auf 64 Arten herstellen; 
aus der Form (12) aber kann man ausser den Gleichungen (13) noch 
andere, ganz abnliche, ableiten, in denen nur A’, B’ mit A”, B” 
vertauscht erscheinen, oder, was dasselbe ist, in welcher die beiden in 
der dreifach beriihrenden Ebene enthaltenen Kegelschnitte gerade um- 
gekehrt benutzt sind, wie in (13). Sehen wir nun, wie sich die in (13) 
enthaltene Abbildung gestaltet. 

Die Gleichungen (15) hiingen genau mit der Abbildung zusammen, 
von welcher in §. 2 gesprochen wurde. Denn die ersten beiden (lei- 
chungen (13) stellen fiir constante §, also fiir die Abbildung eines 
bestimmten Punktes der Fiche, zusammen eine Gerade dar, welche 
durch diesen Punkt geht. Aber diese Gerade geht ausserdem erstens 
durch die Doppelgerade, da fir A—0O , B =O die eine jener Glei- 
chungen identisch erfiillt ist; zweitens durch den Kegelschnitt, dessen 
Gleichungen sind: 


(14) C=0 , AB’—BA’ —0, 


da fiir C = 0 jene Gleichungen nach Elimination von &,, & die zweite 
dieser Gleichungen liefern. Die ersten beiden Gleichungen (13) fiihren 
also in der That auf den oben benutzten Projectionsstrahl, und die 
dritte Gleichung dient nur dazu, die Lage des Punktes der Fliiche auf 
diesem Projectionsstrahle zu fixiren. Aber die Gréssen & sind keines- 
wegs die Coordinaten des Punktes, welchen der Projectionsstrahl auf 
einex gegebenen Ebene trifft. Vielmehr kann man diese Gréssen auf 
eine ganz andere Art unmittelbar geometrisch deuten. 

Die zweite Gleichung (13) kann man, wenn in derselben &,, &,, &. 
als Parameter betrachtet werden, als Gleichung eines Ebenenbiindels 
ansehen, welches den Punkt A’—0O , B’=0 , C=O zum Scheitel 
hat. Nach den Gleichungen (14) ist dieses ein Punkt des Kegelschnit- 
tes (14) selbst, also des einen Kegelschnittes in der doppelt beriihren- 
den Ebene. Und zwar ist es ein beliebiger Punkt P dieses Kegel- 
schnittes. Denn da die Functionen A’, B’ nur aus der Gleichung der 
liche (12) bestimmt werden, so sind sie keineswegs absolut bestimmt, 
sondern man kann sie noch dadurch modificiren, dass man an Stelle 
von A’, B’ die Ausdriicke A’ + mA , B’+ mB setzt, in denen m 
eine Constante bedeutet. Benutzt man aber diese Ausdriicke an Stelle 
von A’, B’, so wird der Scheitel des Biindels durch die Gleichungen 
dargestellt : 


C=0 , A’+mA=0 , B’'+mB=0, 


welche einen beliebigen Punkt des Kegelschnittes bezeichuen. 
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Nehmen wir also an, man hitte A’, B’ in bestimmter Weise ge- 
wihlt, und den Scheitel des Biindels demnach vollstindig gegeben. 
Da nun jedem Punkte der Fliche ein Projectionsstrahl entspricht, und 
durch diesen wiederum nur eine Ebene (im Allgemeinen) des Biindels 
geht, so kann man als Bild des Punktes die Gerade ansehen, in wel- 
cher die Ebene des Biindels eine gegebene feste Ebene schneidet. Auf der 
festen Ebene entsteht dann das Bild der Fliche, wobei allerdings jedem 
Punkte der Fliiche eine Gerade entspricht, und welches man dua- 
listisch iibertragen muss, um zu der Abbildung zu gelangen, in welcher 
jedem Punkte ein Punkt entspricht. 

Ich behaupte nun, dass &,, &, & die Coordinaten der dem 
Punkte x entsprechenden Geraden in dieser beliebig ge- 
gebenen festen Ebene sind. Hierbei lege ich als Definition von 
Coordinaten eines Punktes und einer Geraden im Dreieckcoordinaten- 
system folgende Definitionen zu Grunde, welche ich in meinen Vor- 
lesungen zu geben pflege, und welche, von den iiblichen leicht ab- 
weichend, sich in vielen Beziehungen empfehlen: 

Coordinaten eines Punktes in der Ebene sind drei 
Zahlen, welche sich zu einander verhalten, wie die 
Abstinde des Punktes von den Seiten des Coordi- 
natendreiecks, multiplicirt mit drei beliebig gewih|l- 
ten Constanten; 

Coordinaten einer Geraden in der Ebene sind drei 
Aahien, welche sich zu einander verhalten, wie die 
Abstiinde der Geraden von den Ecken des Dreiecks, 
multiplicirt mit drei beliebig gewihlten Constanten. 

Die Constanten, welche in der einen Definition vorkommen, sind 
von der in der andern auftretenden abhiingig; man bestimmt sie so, 
dass, wenn %,, 2, # die Coordinaten eines Punktes, u,, u,, u, die 
einer Geraden sind, die Bedingung, dass der Punkt auf der Linie liege, 
durch die Gleichung 

Uy Ly + Uy% + Ux, = O 
ausgedriickt wird. Aehnliche Definitionen nehme ich in Bezug auf 
das Coordinatentetraeder im Raume an. 


Wenn man nun in dem Ausdrucke &A + ee &C 


» welcher, 
gleich Null gesetzt, eine beliebige Ebene des Biindels reprisentirt, 
und in welchem N = 0 die Gleichung der unendlich fernen Ebene be- 
deutet, die Coordinaten irgend welcher Punkte im Raume einsetzt, 
so erhilt man Zahlen, welche sich zu einander verhalten, wie die Ab- 
stiinde dieser Punkte von der Ebene des Biindels. Als solche Punkte 
wihle ich nun die Ecken des Dreiecks, in welchem die Ebenen A’ = 0, 
B’ =0, C = 0, die Grundebenen des Biindels, die beliebig fiir die 
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Abbildung gegebene Ebene schneiden. Fir jede dieser Ecken ver- 
schwinden zwei der Ausdriicke A’, B’, C, wiihrend der Quotient 
des dritten durch N einen constanten Werth annimmt. Man erhilt 
daher aus dem obigen Ausdrucke der Reihe nach die §, multiplicirt 
mit Constanten. Die Gréssen &— verhalten sich also wie die Abstiinde 
der Ecken des durch A’, B’, C auf der Abbildungsebene bestimmten 
Dreiecks von der beweglichen Ebene des Biindels, deren Parameter 
die € sind. Und diese Abstiinde verhalten sich offenbar wieder, wie 
die Abstinde der Dreiecksecken von der Geraden, in welcher die Ab- 
bildungsebene von der Ebene des Biindels geschnitten wird. Die 
(iréssen — sind also die Coordinaten dieser Schnittlinie in Bezug auf 
das durch die Grundebenen des Biischels gegebene Dreieck. 


8. 5. 


Eigenschaften der entwickelten Abbildung. 


Sehen wir jetzt, welchen Charakter die Abbildung hat. Da die x 
Kunetionen 4" Ordnung der & proportional werden, so fiihrt die Glei- 
chung einer Ebene auf eine Gleichung 4'* Ordnung in den &, oder 
jeder ebene Schnitt wird durch eine Curve 4'* Classe abgebildet. 

Das System von Curven 4'*' Classe, welches so das 
System ebener Schnittcurven abbildet, hat 8 feste ein- 
fache, und eine feste Doppeltangente, und ist dadurch 
vollstandig definirt. Das letztere ist sofort klar, wenn man er- 
wiigt, dass die allgemeine Curve 4'* Classe 15 willkiirliche Constanten 
homogen enthalt. Die 8 einfachen und die Doppeltangente fiihren 
11 lineare Bedingungen fiir diese Constanten mit sich; es bleiben also 
nur 4 iibrig, d. h. so viel, als das System nothwendig enthalten 
muss. 

Eine feste einfache Tangente erhalt man jedesmal fiir den Durch- 
schnittspunkt des abzubildenden Schnittes mit einer der 8 Geraden, 
welche den Kegelschnitt (14) treffen. Denn da eine solche Gerade 
sowohl die Doppelgerade als den Kegelschnitt trifft, so wird sie Pro- 
jectionsstrah! fiir jeden ihrer Punkte; nehmen wir von dem Scheitel 
des Ebenenbiindels nur an, dass er nicht auf einer dieser Geraden 
liege, so giebt also unsere Construction, auf jeden Punkt einer solchen 
Geraden angewandt, in der Abbildung immer dasselbe, nimlich die 
Schnittlinie der Abbildungsebene mit der durch die Gerade gehenden 
Ebene des Biindels. So entstehen also 8 Gerade in der Ab- 
bildung, welche nicht Punkten, sondern wieder Geraden 
entsprechen, und welche Tangenten an die Abbildung jedes ebenen 
Schnittes sind, weil jeder ebene Schnitt einen Punkt mit jeder der 
entsprechenden Geraden im Raume gemein hat. 


. 


J 
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Dagegen wird man auf eine feste Doppeltangente gefiihrt durch 
Betrachtung des Kegelschnittes, welcher sich mit dem Kegelschnitt 
(14) zu einem ebenen Schnitte ergiinzt. Wenden wir unsere Construction 
auf einen Punkt dieses durch die Gleichungen 


(15) . Om , 4B°—Bs* 0 


dargestellten Kegelschnitts an, so sehen wir, dass der Projections- 
strahl ganz in die Ebene C= 0 fallen muss. Er ist also die Verbin- 
dungslinie eines Punktes in dem Kegelschnitte (15) mit demjenigen 
Punkte, in welchem die Doppelgerade von der Ebene C = 0 des Kegel- 
schnittes getroffen wird. Und da der Scheitel des Ebenenbiindels in 
eben dieser Ebene liegt, so wird es immer die Ebene C = 0 selbst 
sein, welche als projicirende Ebene auftritt, und jedem Punkte des 
Kegelschnittes (15) entspricht also dieselbe Gerade, der 
Durehschnitt von C=O mit der Bildebene. Aber jeder ebene 
Schnitt der Fliche hat mit dem Kegelschnitt (15) zwei Punkte gemein- 
sam. Daher ist jene feste Gerade zweimal Tangente der Bildcurve 
des ebenen Schnittes, und alle solche Curven haben sie zur festen 
Doppeltangente. 

Obgleich diese Art der Abbildung auf solche Weise geometrisch 
entstanden ist, so werde ich doch im Folgenden der Bequemlichkeit 
wegen nicht sie, sondern ihre dualistische Uebertragung gebrauchen. 
In dieser also bildet sich jeder ebene Schnitt als Curve 4'' Ordnung 
ab; und zwar bilden alle diese Abbildungscurven das vollstiindige System 
von Curven 4'* Ordnung, welches einen festen Doppelpunkt und 8 
feste einfache Punkte gemein hat. 

Man-kann darauf aufmerksam machen, dass die 9 Punkte, welche 
hier als Fundamentalpunkte der Abbildung erscheinen, nicht die Schnitt- 
punkte zweier Curven 3'" Ordnung sein kénnen. In der That, wire 
dies der Fall, und waren «=O , v =O zwei solche Curven 3" Ord- 
nung, so miisste die Abbildung jedes ebenen Schnittes die Form haben 

Mu oo Nv = o. 
wo M, N lineare Ausdriicke wiren. Da nun in einem der Schnitt- 
punkte von w=0 , v =O diese Curven einen festen Doppelpunkt 
haben sollen, so miissten M, N fiir diesen Punkt ebenfalls verschwin- 
den, oder, wenn P=0O , Q@=O zwei durch diesen Punkt gehende 
Gerade wiren, miisste die allgemeine Form der Gleichung fiir die Ab- 
bildung eines ebenen Schnittes diese sein: 
(a, P+ @,Q)u + (@,P+a,Q)0 = 0. 

Man kénnte also setzen, um die Coordinaten eines Punktes der Fliiche 
auszudriicken : 

oz, = Pu , ot, = Qu , ot, = Pv , ox, = Qo, 
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und man erhielte x,2,— 7,7, = 0, was die Gleichung einer Fliche 
2' Ordnung wiire. 

Ausserdem werde ich im Eolgenden diejenigen Besonderheiten 
ausschliessen, welche eintreten, wenn von den 9 Fundamentalpunkten 
der Abbildung drei auf einer Geraden oder 6 auf einem Kegelschnitte 
liegen. 

Im Vorbeigehen bemerke ich, dass die hier entwickelte Abbildung 
ganz ebenso bei den Fliichen 3'* Ordnung eintritt, wo nur an Stelle 
der Doppelgeraden eine einfache zu setzen ist (vgl. p. 259). 


§. 6. 
Allgemeines iiber Fliichen, welche auf einer Ebene abbildbar sind. 
Vollstiindige Durchschnitte. 


Gehen wir jetzt von der Abbildung aus, um die auf der Fliche 
liegenden krummen Linien zu untersuchen. Ich will, ehe ich zu den 
Anwendungen der hier in Rede stehenden Abbildung iibergehe, die 
néthigsten allgemeinen Principien entwickeln. Es seien 


(16) ox, =f, ; 0% =f, » OL, =f; , or, = fy, 


wie in (1) die Gleichungen einer Oberfliche, die { seien vom Grade n; 


die Curven f; = 0, also auch das System der Abbildungen ebener 
Schnitte 
(17) OX, + MX, + O,%, + Oe, = O 


moégen a, einfache, a, doppelte u. s. w. Punkte gemein haben. Zu- 
nichst hat man dann den Satz: 

Ein rfacher gemeinsamer Schnittpunkt der Curven (17) 
(Fundamentalpunkt der Abbildung) stellt eine auf der 
Fliche liegende Curve r'*' Ordnung dar, welche die Higen- 
schaft hat, ihre Coordinaten als rationale Functionen eines 
Parameters ausdriicken zu lassen. 

In der That braucht man nur die Form der Grenze zu untersuchen, 
welche die Gleichungen (16) annehmen, wenn man die & sich einem 
rfachen Fundamentalpunkte nihern lisst. Zu diesem Ende kann man 
eines der &, etwa &, constant lassen, dagegen &, durch &, + ex, 
&, durch &, + ¢A ersetzen; sind dann &,, &, & die Coordinaten des 
Fundamentalpunktes, und ordnet man nach den Potenzen von ¢, um 
diese Grésse schliesslich gegen Null convergiren zu lassen, so verschwin- 
den rechts in (16) alle Glieder bis zu e”, und indem man diesen Fac- 
tor in @ eingehen liisst, dann aber « gleich Null setzt, erhilt man: 

a aia sisi 
GM ene ctw +e. a 4+ 


0g," 06," Ob 0g, 


ar, 
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also die € als rationale Functionen 7" Ordnung von ‘, was zu be- 
weisen war. 

Dass, wenn zwei Curven in der Abbildung sich in einem Funda- 
mentalpunkte schneiden, daraus kein Schnitt der entsprechenden Cur- 
ven auf der Fiche folgt, ist schon oben benutzt. Haben wir also 
eine Curve m'** Ordnung in der Abbildung, und untersuchen wir die 
entsprechende Curve M'* Ordnung im Raume, so finden wir zuniichst ihre 
Ordnung M, wenn wir die Anzahl der beweglichen Schnittpunkte der 
Abbildungscurve mit der Abbildung eines ebenen Schnittes bestimmen. 


Die Curve m'* Ordnung gehe «,, a... mal durch die einfachen, 
B,, B....mal durch die doppelten Fundamentalpunkte u.s. w. Dann 
ist hiernach: 

(18) M = nm — 2a — 228 —3 dy 


Hat die Curve m'*" Ordnung ausserdem noch d Doppelpunkte und r 
Riickkehrpunkte, so ist ihr Geschlecht, welches mit dem der Raum- 
curve iibereinstimmen muss: 


—_ m—1.m—2 a.a—l 6.B-1 y.y—1 
Lae aa 


Zwischen den Zahlen m, 6B, y ... besteht, wenn die Fundamen- 
talpunkte keinen Schnittpunktsystemen angehéren (§. 1), noch immer 
die Bedingung, dass die durch sie geforderten Bedingungsgleichungen 
fiir die Coefficienten der ebenen Curve an Zahl nicht grésser seien, als 
die Anzahl der Coefficienten selbst, weniger 1, also: 


(20) 1 2 ee a= Se _ >See lea Seo 1s = Saw Oe. 


Hat, wie ich annehmen will, die Fliche keine Riickkehreurve, so 
kénnen in der Raumcurve im Allgemeinen keine Riickkehrpunkte ent- 
halten sein, die nicht auch in der Abbildung solche wiren. Die An- 
zahl der Riickkehrpunkte der Raumcurve ist dann also: 

(21) B=r 

Und aus (18) (19) (20) folgt sofort mit Hilfe der Gleichungen, welche 
ich in Crelle’s Journal Bd. 67, p. 8 gegeben habe,*) fiir Rang (2) und 
Classe (K) der Curve, so wie fiir die Zahl A ihrer 4punktig beriihrenden 
Ebenen: 


R = m(m—3+2n) —2d—3r—La(a+1)— LB (B+3)—Ly (y+5).. 


(22) K = ON agg r—320?—3 DB (B+1)—3LZy(y+2)... 
A = 2m (3m+2n—9) — 12d— 15r—2 La(Ba—1)—226(36+ 1) 


—2Ly(3y+3).. 


2p — M—B 


K—R. 


= 2+ 2 
iat eee ag 
= 2+2 
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Diese Formeln gehen in eine sehr merkwiirdige und einfache Form 
liber, wenn man sie auf den vollstindigen, nicht zerfallenden 
Durchschnitt der gegebenen Fliche mit einer beliebigen Fliiche 
L'r Ordnung anwendet. In diesem Falle ist die Ordnung der Schnitt- 
curve 
23) M = LN. 

Die Gleichung der Abbildungscurve erhilt man, indem man in 
die Gleichung der Fliiche L' Ordnung fiir die Coordinaten die Func- 
tionen /; einsetzt. Dieselbe ist also von der Ln'® Ordnung, oder es ist 
m= Ln. Ferner wird jede durch einen einfachen Fundamentalpunkt 
dargestellte Gerade von der Fliiche L'" Ordnung in I Punkten ge- 
schnitten; daher muss in der Abbildung von dem Bilde der Schnitt- 
curve jeder einfache Fundamentalpunkt J mal getroffen werden, oder 
jeder solche Fundamentalpunkt muss ein .facher Punkt der Bildcurve 
sein. Jeder doppelte Fundamentalpunkt repriisentirt einen Kegelschnitt, 
welcher von der Fliiche L'*" Ordnung in 2 Z Punkten geschnitten wird. 
Durch jeden solchen Punkt muss also die Bildeurve 2/mal gehen, 
4, alle B gleich 2L, alle 
y gleich 3Z zu setzen sind, u. s. w. Endlich mégen sich die Fliche 
L' Ordnung und die Fliiche N'* Ordnung in d Punkten so beriihren, 
dass im Beriihrungspunkte ein Doppelpunkt der Schnittcurve entsteht, 
und in + Pankten so, dass im Beriihrungspunkte ein Riickkehrpunkt 
erscheint. Dann verwandelt sich also die Gleichung (19) in folgende: 


u.s.w. Man sieht also, dass alle a gleich J 


“Ln—1. Ln—2 L. L- 2L.2L—1 
(24) p= ns Sa aint Gi men me a, = = me Oy = 
3L.3L—1 
— as, 2 - e- 
Lnun—1.Ln—2 2 
tn pee Oe Oe ey. 23 
I 


+ > (4 + 2a, + 3a, ...). 
Nun kann man die beiden Summen 
a, +4a,+ 9a,... , a, + 2a, + 3a, 
durch die Ordnung N der gegebenen Fliche und durch das Geschlecht 
p, ihrer ebenen Schnittcurven ausdriicken. Es wird niimlich nach 
(4) (6): 


(25) a, + 4a, + 9a,---=n?— N 
20 ve = 
a, + da, + 6a,--: = : Fi -~— py, 


daher auch, wenn man das Doppelte der zweiten Gleichung von der 
ersten abzieht: 

(26) a, + 2a, + 3a,--- = 3n —2— NH 2p,. 

Mit Hilfe der Gleichungen (25) (26) aber verwandelt sich (24) in: 
Oe: LN—2) (IL—1) 

(26°) = Lp, ot N ) (L—1 a=—~gr. 


» 
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m Aus dieser Gleichung ist die Zahl n, die Ordnung der abbildenden 
n Functionen f; ganz verschwunden, und dasselbe gilt also auch von den 
he aus p gebildeten Zahlen R, K, A. Die Singularitiiten des voll- 
s stiindigen Durchschnitts hingen also nur von der Ordnung 

der beiden Flichen, von der Zahl ihrer Beriihrung, und 


dem Geschlecht p, des ebenen Schnittes der gegebenen 
Fliiche ab. Und zwar findet man sofort: 


in 

¢- R= 2-N+ L(N+ 2p, —2) —2d—3r 

st (27) K = 3127N+ 6L(p, — 1) — 6d— 8r 

kt A = GL?N + 1(12(p, — 1) —2N) — 12d — 15r. 
on 


+t Unter den Fiillen, wo die Schnittcurve zerfillt, hebe ich nur einen 
hervor, welcher von besonderem Interesse ist. Wenn niimlich die voll- 


vu stiindige Schnittcurve eine derjenigen Curven enthilt, welche durch 
Ht, Kundamentalpunkte abgebildet werden, etwa die einem rfachen Fun- 
my damentalpunkte entsprechende, so ist der Rest des vollstiindigen Durch- 
+ schnittes von der Ordnung 1 N—vr. Trotzdem entsteht dieser Rest 
‘ in der Abbildung noch immer, indem man die Functionen /; statt der 
ne x in die Gleichung der Fliiche L'" Ordnung einsetzt. Die Erniedri- 
2 gung des Grades der Raumeurve kann also nur dadurch entstehen, 
t, dass die Abbildung ofters, als im Allgemeinen bei der Abbildung des 
kt vollstiindigen Durchschnittes geschieht, durch einen oder mehrere der 
as Fundamentalpunkte geht. Nun sieht man aber sogleich folgenden 
Satz ein: 

Wenn die Abbildung des vollstindigen Durchschnittes 
der gegebenen Fliche mit einer Fliiche L'*' Ordnung durch 
i einen rfachen Fundamentalpunkt (ry L41)mal hindurch geht, 
so besteht der vollstindige Durchschnitt nicht nur aus der 
entsprechenden Raumcurve, sondern auch aus der durch 
den Fundamentalpunkt selbst dargestellten Raumcecurve 

r‘er Ordnung. 

In der That sah man bei Ableitung der Gleichung (17*), dass 
ht jeder Fortschreitungsrichtung, in welcher man sich in der Bildebene 
‘h von einem rfachen Fundamentalpunkte aus bewegen konnte, ein Punkt 

x, 4 der durch den Fundamentalpunkt dargestellten Curve entspricht. 

Die in dem eben ausgesprochenen Satze aufgestellte Bedingung sagt 

also aus, dass die Curve r* Ordnung von der Fliche L' Ordnung 

; in rL+1 Punkten geschnitten werde, also der Fliiche L'" Ordnung 
= 


ganz angehoért. Diese Curve ist also ein Bestandtheil des vollstiindigen 
Durechschnittes der Fliiche ZL‘ Ordnung mit der gegebenen Fliiche. 
In Verbindung mit dem Vorhergehenden folgt nun aber auch umgekehrt, 
dass nur bei dem in Rede stehenden Falle die durch den Fundamental- 
punkt dargestellte Curve aus dem vollstiindigen Durchschnitte ausscheidet. 
18 


Mathematische Annalen [. 
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§. 7. ; 
Allgemeines. Die Abbildung der Doppelcurve. 


Die Doppeleurve der Fliiche N'e Ordnung ist dadurch charakteri- 
sirt, dass jeder ihrer Punkte durch zwei Punkte der Abbildung dar- 
gestellt wird; so dass also die Abbildung der Doppeleurve dem Ge- 
schlechte nach mit ihr selbst nicht iibereinstimmt. Sind &, 9 zwei 
Punkte der Abbildung, welche sich zu einem Punkte der Doppeleurve 
vereinigen, so hat man die nothwendigen und hinreichenden Glei- 
chungen: 


A =f@ 

fo (8) = fu) 
28 2 2 
=) fs (8) = f3 (a) 

f,() = 4%). 


In diesen Gleichungen ist unter den Functionszeichen der Kiirze wegen 
immer nur ein Buchstabe geschrieben, an Stelle der drei entsprechen- 
den Coordinaten. 

Um aus diesen Gleichungen die Gleichung der Abbildung der 
Doppeleurve zu erhalten, eliminirt man die y. Und zwar kann man 
dies auf folgende Art ausgefiihrt denken. Aus den Gleichungen 
(29) a; = fi(n) 
erhilt man durch Elimination der y die Gleichung der Fliiche N' 
Ordnung selbst : 

(30) F (a, ,%o5%35%,) = 90. 

Wollte man nun, um von der Resultante der Gleichungen (29) zu der 
Resultante der Gleichungen (28) iiberzugehen, in (30) an Stelle der 
a; die Gréssen /;(§) setzen, so wiirde identisch Null entstehen, weil 
diese Functionen, fiir die « gesetzt, die Gleichung der Oberfliche fiir 
alle Werthsysteme der & befriedigen. Man muss daher in (30) fiir die 
a; die Ausdriicke 

(31) a = fi(—) + €. 2; 

setzen, wo die z beliebige Gréssen sind, und dann ¢ gegen Null con- 
vergiren lassen. Durch Eintragung der Werthe (31) in (30) erhiilt 
man aber einen Ausdruck, dessen erstes Glied bei einer Entwicklung 
nach Potenzen von ¢ verschwindet. Daher dividirt man durch ¢, setzt 
sodann ¢ gleich Null, und erhilt: 

(32) 2 = 0 = 4, FF" (a) + 2, F'(&) + 4 F (as) + 2, PF’ (ae), 

in welcher Gleichung jetzt die x; durch die /;(§) ersetzt werden kénnen. 
Der so entstehende Ausdruck muss in zwei Factoren zerfallen; in die 
Gleichung der gesuchten Abbildung, und in einen von den willkiir- 
lichen Gréssen z abhingigen iiberfliissigen Mactor. Um diesen zu 










































Ueber Abbildung algebraischer Fliichen 271 


ermitteln, geht man auf die Gleichungen zuriick, in welche die Glei- 
chungen (29) durch Einfiihrung der Werthe (31) iibergehen. Diese 
Gleichungen werden: 

(33) fin) = fil&) + en. 

Diese Gleichungen werden erfiillt, wenn man die 4 den & gleich setzt, 

vermehrt um die Gréssen yon der Ordnung ¢, also wenn man setzt: 


e (34) m= & + ei. 

- Indem man diese Werthe einfiihrt, durch ¢ dividirt, und dann ¢ gleich 
Null setzt, erhilt man: 

- of; (8) of; (&) nfs),  _—« 

(35) gi + 0g, b + “Oks f; a? 


0&, 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen die §, so erhilt man die 


Gleichung 
. | Of.(§) of (€) of) P 
" 0k: 0& 0s : 
ef. (§) 0fe(8) Ofe(&) g. 
r (36) @=—0=—| °* Ob O8s “he 


Ofs(§) Ofs(€) Of) , | 
0g, 0b 0&s i 
Ofdé) efdé) eOfee) , | 
ay 08s 0&s ti 
" welche linear in den z ist. Da im Allgemeinen die Coefficienten der z 
keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen (dasselbe tritt beim Vorhan- 
densein von Riickkehreurven ein, welche ich ausschloss, oder wenn 
drei der Functionen f; einen gemeinsamen Factor besitzen, so dass 


: ein Punkt der Fiche als Curve abgebildet wird), so muss @ ein Fac- 
7 tor von 2 sein, und indem die z aus dem Quotienten ausscheiden, wird 
“ die Gleichung der Abbildung der Doppelcurve: 
fen Q 
e (37) ao 0. 
Da nun & von der Ordnung (N—1)m in den &, @ von der Ordnung 
3(n—1) ist, so wird die Abbildung der Doppelcurve von der 
\- Ordnung (N—4) +3. 
t : Untersuchen wir jetzt, wie oft die Abbildung der Doppelcurve 
g durch die verschiedenen Fundamentalpunkte hindurechgeht. Da jede 
t der Curven f; = 0 einen vfachen Fundamentalpunkt zum rfachen Punkte 
hat, so hat die Curve 2 = 0 einen solchen zum (N—1)rfachen Punkt. 
Aber die aus je drei f; gebildete Jacobi’sche Curve hat denselben 
(vgl. Cremona, sulla trasformazioni geometriche delle curve piane, 
. Nota 2"*, Bd. 5, Ser. 2 der Abhandlungen der Akademie von Bologna) 
- zum 3r—1fachen Punkte, die Curve . also zum (N—4)r-++-1fachen. 
u Und man hat also den Satz: 


is* 
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Die Abbildung der Doppelcurvegeht durch einenrfachen 
Fundamentalpunkt (N—4)r+1mal. 

Fiir das Geschlecht p’ der Doppeleurve ergiebt sich hieraus, wenn 
man voraussetzt, dass die Curve nicht zerfillt, und dass keine weitern 
Doppel- und Riickkehrpunkte eintreten, welche iibrigens dann auch in 
der Raumeurve solche wiiren, und demnach einfach in Abzug zu 
bringen wire: ; 

— (N—4)n+1 (N—4)n+2 > a, Ss . (N—4)r ; 


Pp 

oder, wenn man die Gleichungen (25) (26) zu Hilfe nimmt: 

, N?—41N+2.N—3 
= r 


Pp (N—4) p,, 


N—1.N— 


» . 
oder wenn g = - “ — p, die Orduung der Doppeleurve ist, 


p = (N—4)g+1, was von der Ordnungszahl n der Abbildungsfunc- 
tionen und von den Fundamentalpunkten ganz unabhiingig ist. 

Das Geschlecht der Abbildung der Doppelcurve ist also 
das nimliche fiir eine gegebene Fliche, wie auch die Ab- 
bildung geschehen mag. Dies Resultat war vorauszusehen. Denn 
zwei verschiedene Abbildungsarten derselben Fliiche auf einer Ebene 
geben zwei ebene Systeme, welche sich, bis auf die Punkte der Dop- 
peleurve, eindeutig entsprechen. Solche Systeme gehéren also zu denen, 
welche Hr. Cremona a. a. O. betrachtet hat. In diesen aber giebt 
es niemals sAusnahmscurven, sondern nur Ausnahmspunkte. Daher 
miissen auch die beiden Abbildungen der Doppeleurve einander Punkt 
fiir Punkt entsprechen, d. h. beide miissen dasselbe Geschlecht haben, 
was zu beweisen war. — Beiliufig folgt aus dieser Betrachtung, dass 
alle Abbildungen einer Fliiche aus einer derselben durch Cremona’sche 
Transformationen abgeleitet werden kénnen. 

Verbindet man je zwei aus demselben Punkte der Doppelcurve 
entspringende Punkte ihrer Abbildung durch eine Gerade, so umhiillen 
diese eine Curve, deren Tangenten den Punkten der Doppelcurve ein- 
deutig entsprechen, und deren Geschlecht daher dem der Doppelcurve 
selbst gleich ist. 

Man sieht daraus, dass die Abbildung der Doppelcurve ausser den 
oben angefiihrten Doppelpunkten noch gewisse Specialitiiten besitzt, 
welche sie von anderen Curven mit gleichem Grade und Geschlecht 
unterscheiden. Sind namlich die Coordinaten eines Punktes der Dop- 
pelecurve durch Ausdriicke der Form 


ex; = gi (A, w) 
gegeben , wo zwischen den Parametern A, u eine algebraische Gleichung 


y(4,u) = 0 s 
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stattfindet, so miissen die Coordinaten einer Geraden in der Abbildung, 
welche die beiden einem Punkte der Doppelcurve entsprechenden Punkte 
verbindet, sich iihnlich darstellen; die Coordinaten eines Punktes der 
Abbildung der Doppelcurve miissen also die Form annehmen: 


wo 4;, #;, & rationale Functionen ihrer Argumente sind. Ist also 
insbesondere fiir die Doppeleurve p = 0, und kann man also w durch 
4 rational ausdriicken, so fiihrt die Abbildung der Doppelcurve nie- 
mals auf allgemeine Abel’sche, sondern immer auf hyperellip- 
tische Functionen. 


§. 8. 


Flichen 4 Ordnung mit einer Doppelgeraden. Vollstiindige 
Discussion ihrer Geraden und Kegelschnitte. 


Indem ich mich nunmehr zur Betrachtung der Fliiche 4'*" Ordnung 
mit einer Doppelgeraden zuriickwende, will ich zuniichst eine fiir die 
weitere Discussion wichtige Ungleichung ableiten, welche gilt, wenn 
die Fundamentalpunkte keine Schnittpunktsysteme enthalten, und wenn 
ausser einem Doppelpunkte nur einfache Fundamentalpunkte vorhan- 
den sind. Diese Ungleichung bezieht sich auf die ebenen Curven, 
welche Abbildungen auf der Fliiche gelegener Raumcurven werden 
kénnen. Indem ich von Doppelpunkten und Riickkehrpunkten der 
Raumecurve abstrahire, erhalte ich fiir diesen Fall aus (18) (19) (20): 

M = nm — 28 — La 
(38) ‘ p< m— &. aa a = b = 


o o 


iz mel eee =i En 8. - Be ns 


Aus diesen Gleichungen folgt sogleich: 


M+p—1 35 nm--3m—6 


oder 
M+p—1+8 
- 1 ; 
(39) m< ——s 
Dagegen ist, wenn man von dem Falle 6 = 1 absieht, ein # facher 


Punkt der Abbildung erst bei einer Curve (6-+-1)'*" Orduung méglich, 
also fiir B > 1 immer 

(40) m>B+1. 

Aus beiden Ungleichungen zusammen folgt nun fiir » > 4 die folgende 
Begriinzung fiir B: 


(41) p< 


wihrend zugleich m in die Grenzen (39) (40) eingeschlossen ist. 


M+ p+2—n , 


n—A4 
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Aber fiir den vorliegenden Fall, wo n = 4, gehen die Ungleichungen 
iiber in 

(40) mo M+p—1+6,m51-4 6 (firp> 1). 

Es kniipfen sich daran sofort folgende Schliisse: 

I. Gerade Linien auf der Fliiche geben M —1, pO; ferner, 
da der durch den Doppelpunkt dargestellte Kegelschnitt von einer 
Geraden héchstens in zwei Punkten geschnitten wird, kann £ hoch- 
stens 2, also 8 =0,1,2 sein. Im ersten Falle wire m= 0; in .der 
That geben die 8 einfachen Fundamentalpunkte Gerade der Fliiche. Im 
zweiten Falle kann m= 1 sein; man erhilt Gerade, die durch den 
Doppelpunkt gehen. Diese stellen Gerade im Raume vor, wenn eine 
der Zahlen « auch noch = 1 ist; man erhilt also die 8 Verbindungs- 
linien des Doppelpunkts mit den einfachen Fundamentalpunkten. Jede 
hierdurch dargestellte Gerade bildet mit der dem zugehérigen Funda- 
mentalpunkte entsprechenden ein Paar. Fiir 6 = 2 miisste m < B 
und mS>1-+ 6 sein, was unmdglich ist. Es giebt ausser den 
oben (§. 3) gefundenen 8 Paaren keine Geraden auf der 
Flache. 

Il. Kegelschnitte. IJ =—2, p=0O. Die Zahl 6 der Durchschnitte 
mit dem durch den Doppelpunkt dargestellten Kegelschnitt kann 4 
werden, also B = 0, 1, 2, 3, 4. Die beiden Grenzen von m fallen 
fir 6 > 1 zusammen, und man erhilt fir 6 > 1 immer m = 1 -+ 8. 
Man hat daher folgende Fille: 

1) B=0, m< 1. Abgesehen von dem durch den Doppelpunlkt 
dargestellten Kegelschnitt erhilt man als Bilder von Kegelschnitten 
die Geraden, welche die einfachen Fundamentalpunkte verbinden. Ihre 


: cee , 
Zahl ist —- = 28. 


2) B=1, m=—1, oder m=2. Die Annahme m =1 giebt den 
Strahlbiischel, dessen Scheitel der Doppelpunkt ist. Er stellt eine 
Schaar von Kegelschnitten dar. Die Annahme m = 2 fordert, dass 
vier der « gleich 1 seien, und fiihrt daher auf Kegelschnitte, welche 
durch den Doppelpunkt und durch vier einfache Fundamentalpunkte 


r oe Pee re 4 
gehen. Thre Zahl ist |~ 5-3; = 70. 


3) B=2, m=3. Die erste Gleichung (38) giebt 2=4.3-—4— Xe, 
oder Xa = 6. Man hat also vollig bestimmte Curven dritter Ordnung 
in der Abbildung, welche durch 6 einfache Fundamentalpunkte gehen, 
und in dem doppelten einen Doppelpunkt haben. Thre Zahl ist 
8.7 _ og 
<9 
4) B=3, m=4. Die erste Gleichung (38) giebt Xa = 8. Man 
hat eine Curve vierter Ordnung, welche in dem doppelten Fundamen- 
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talpunkte einen dreifachen Punkt hat, und durch alle einfachen Fun- 
damentalpunkte geht. Sie ist vollstiindig bestimmt. 


5) B=4, m=5. Wenigstens eines der a miisste > 1 sein, 
wodurch die Curve fiinfter Ordnung zerfallen wiirde. Dieser Fall lie- 
fert also nichts. 

Bemerken wir, dass alle Curven vierter Ordnung, welche einen 
gegebenen Doppelpunkt haben und durch 8 gegebene Punkte gehen, 
11 Bedingungen geniigen, also nur vier Parameter enthalten, so er- 
kennt man, dass jede diesen Bedingungen in der vorliegenden Abbil- 
dung geniigende Curve vierter Ordnung auch die Abbildung eines 
ebenen Schnittes ist. Dies trifft fiir die unter 4) behandelte Curve 
zu; und zwar tritt der in §. 6 erwiihnte Fall ein, in welchem die 
durch den doppelten Fundamentalpunkt dargestellte Curve dem voll- 
stiindigen Durchschnitte zuzuziihlen ist. Die Curve 4) gehért also 
mit der durch den doppelten Fundamentalpunkt dargestellten Curve 
dem vollstiindigen Schnitte einer dreifach beriihrenden Ebene zu. Der 
vierte Schnittpunkt der Kegelschnitte liegt auf der Doppeleurve, und 
erscheint also in der Abbildung in zwei Punkte aufgelést. — Ebenso 
vereinigt sich je eine der Curven 1) mit je einer der Curven 3), 
und 35 Paare der 70 Curven 2) zu Abbildungen vollstiindiger Durch- 
schnitte. 

Ausser den 1 + 28+ 70 + 28 +- 1 = 128 Kegelschnitten, die 
von den 64 dreifach beriihrenden Ebenen herriihren, giebt es also nur 
noch die unter 2) erwiihnte Schaar von Kegelschnitten auf der Fliche. 
Sie stellt also die Schaar dar, in der ein durch die Doppelgerade 
gelegter Ebenenbiischel die Fliche schneidet. 

Beziiglich der Lage dieser Kegelschnitte zu einander und zu den 
16 Geraden geniigt es, das Verhalten eines Kegelschnittes zu be- 
trachten, etwa des durch den doppelten Fundamentalpunkt dargestell- 
ten. Denn die verschiedenen Kegelschnitte verhalten sich ganz gleich- 
formig, indem nach §. 3 jeder in einer entsprechenden Abbildung die 
Stelle des doppelten Fundamentalpunktes einnimmt. 

Jeder der 128 Kegelschnitte ist acht Geraden zugeord- 
net, welche ihn treffen. Und zwar haben zwei Kegelschnitte unter 
ihren zugeordneten Geraden immer eine gerade Anzahl gemein. Man 
erkennt nun aus der Betrachtung der Kegelschnitte (1), (2), (3) so- 
fort Folgendes: 

Jeder der 128 Kegelschnitte wird nicht getroffen von 
den 28 Kegelschnitten, deren zugeordnete Geradensysteme 
mit dem seinigen 6 Gerade gemein haben; einmal getrof- 
fen von den 70 Kegelschnitten, deren Geradensysteme mit 
dem seinigen vier Gerade gemein haben; zweimal von den 
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28 Kegelschnitten, deren Geradensysteme mit dem seini- 
gen nur 2 Gerade gemein haben. 

Unter den dreifach beriihrenden Ebenen giebt es daher 

64 . 28 > : : ° 

—— == 896 Paare, welche sich so schneiden, dass immer 

ein Kegelschnitt einer Ebene einen der andern zweimal 


ae: ; 64. 35 : ; . 
trifft; hingegen ——— = 1120 Paare, welche sich so schnei- 
den, dass jeder Kegelschnitt der einen Ebene jeden der 
andern trifft. 

Jeder Kegelschnitt der Schaar wird von jedem der 128 
einzelnen Kegelschnitte einmal getroffen. 


§. 9. 


Raumeurven und ebene Curven dritter Ordnung, welche auf der 
Fliche liegen. 


Ill. Raumeurven dritter Orduung,§ M35, p=0, m<2-+ £. 
Kin Kegelschnitt kann eine RKaumeurve dritter Ordnung héchstens in 
drei Punkten schneiden, wenn sie nicht zerfallen soll; daher ist ~ 
héchstens 3. Man hat also folgende Fille: 


1) B=0; m=1 oder m=2. Fiir m=—1 erhilt man acht ein- 
fache Schaaren, abgebildet durch Strahlbiischel, deren Scheitel die 
ot t ‘ in . 8.7.6 tcl 
einfachen Fuindamentalpunkte sind. Fiir m2 giebt es die aa = 56 


einzelnen Curven, deren Bilder Kegelschnitte durch fiinf einfache l'un- 
damentalpunkte sind. 


2) B=1; m=—1,2,3. Der Fall m= 1 giebt nichts, denn Ge- 
rade durch den festen Doppelpunkt stellen Kegelschnitte dar. Aus 
* ee Pe a ‘ . 
m == 2 erhilt man die |~,, = 56 Schaaren, deren Bilder Kegel- 
ae0 

schnitte durch den doppelten und drei einfache Fundamentalpunkte 

sind. Aus m= 3 findet man eine Anzahl von einzelnen Curven, deren 

Bilder Curven dritter Ordnung sind, welche durch den doppelten Fun- 

damentalpunkt gehen, und fiinf einfache Fundamentalpunkte zu ein- 

fachen, einen sechsten zum Doppelpunkt haben. Sie sind hierdurch 
6 > 
== 168. 
8 

3) B =2; m= 3, 4. Fiir m=3 haben wir einfache Curvenschaa- 

ren 3'* Ordnung, welche in dem doppelten Fundamentalpunkte einen 

Doppelpunkt haben, und durch 5 der einfachen hindurchgehen. Die 

7 , . &.7.6 re - . 

Zahl dieser Schaaren ist ——_—— — 56. — Fiir m = 4 erhalten wir 

a 
Curven 4'* Ordnung, welche in dem doppelten wnd in zwei einfachen 


vollig bestimmt (9 Bedingungen); ihre Zahl ist 8 . 7 
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Fundamentalpunkten Doppelpunkte haben und durch fiinf weitere ein- 
fache Fundamentalpunkte hindurchgehen. Diese Curven sind _hier- 


8.7 . 
5-7. 6 = 168. 


4) B=3; m=4,5. Bei m=4 erhalt man 8 Schaaren von 
Curven vierter Ordnung, welche in dem doppelten Fundamentalpunkte 
einen dreifachen Punkt haben, und durch je 7 einfache Fundamen- 
talpunkte hindurchgehen (13 Bedingungen). Bei m —5 kénnten zwei 
verschiedene Fille eintreten. Damit p =O sei, muss die Curve 5'' 
Ordnung ausser dem in den doppelten Fundamentalpunkt fallenden 
dreifachen Punkt noch entweder drei Doppelpunkte in dreien der ein- 
fachen Fundamentalpunkte, oder einen weitern dreifachen Punkt in 
einem derselben haben. Indessen ist der zweite Fall nicht mdglich, 
denn es miisste Se = 11 sein, also nach Abzug von 3 noch 2a—8 
iibrig bleiben, wiihrend doch nur 7 Fundamentalpunkte iibrig sind, 
deren keiner der Curve mehr als einfach angehéren kann. In dem 
erstern Falle hingegen bleiben von Xe = 11 nach Abzug von 6 wegen 
der drei in drei Fundamentalpunkte fallenden Doppelpunkte noch 5 
iibrig; durch jeden der iibrigen Fundamentalpunkte geht also die Curve 
8.7.6 
1.2.3 
durch 6+ 3.3-+ 5 = 20 Bedingungen véllig bestimmt. 

Es giebt also im Ganzen 8+ 56+ 56 + 8= 128 einfache 
Schaaren von Raumeurven 3'*' Ordnung auf der Fliche; 
ausserdem aber 56+ 168+ 168 + 56 = 448 einzelne Raum- 


Pter 


curven 3'et Ordnung, welche keiner der Schaaren ange- 





durch véllig bestimmt (14 Bedingungen); ihre Zahl ist 


einmal hindurch. Solcher Curven giebt es = 56; sie sind 


héren. 


Die hier auftretenden Zahlen erkliiren sich leicht, wenn man das 
Verhalten der Curven 3'" Ordnung zu den 8 Paaren von Geraden ins 
Auge fasst. Was zuniichst die Schaaren von Raumcurven betrifft, 
so muss man sich erinnern, dass es 128 Combinationen von je 8 Ge- 
raden, je eine aus jedem Paar, gab, welche je von einem Kegelschnitt 
getroffen wurden. Aber es giebt noch 128 andere Combinationen von 
je 8 Geraden, je eine aus jedem Paar. Jede Schaar von Curven 
3'er Ordnung hat nun die Eigenschaft, die Geraden einer 
solehen Combination einmal, die iibrigen gar nicht zu tref- 
fen; was aus der Abbildung sofort erkannt wird. 


Bler 


Die einer solchen Curvenschaar 3'" Ordnung zugeordnete Com- 
bination von Geraden hat mit der einem der 128 Kegelschnitte zuge- 
ordneten immer eine ungerade Combination gemein. Eine Curve 
aus einer Schaar dritter Ordnung schneidet einen jener 
Kegelschnitte gar nicht, 1mal, 2mal, 3mal, je nachdem 
die zugeordneten Combinationen 7, 5, 3,1 Gerade gemein- 
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sam haben. Die Curven einer Schaar treffen also 8 Kegel- 
schnitte gar nicht, 56 einmal, 56 zweimal, 8 dreimal. Kine 
Curve der Kegelschnittschaar wird von jeder Curve aus 
den Schaaren 3'*' Ordnung einmal geschuitten. 

Curven 3'*' Ordnung aus derselben Schaar schneiden 
einander nicht; Curven verschiedener Schaaren schneiden 
sich in 1, 2, 3, 4 Punkten, je nachdem die zugeordneten 
Combinationen 6, 4, 2, 0 Gerade gemein haben; dies tritt 
bei jeder Schaar beziehungsweise 28, 70, 28, Imal ein. 

Die 448 einzelnen Raumcurven 3'*' Ordnung, welche 
ausserdem auf der Fliche existiren, zerfallen in 56 Grup- 
pen zu 8. Jede Gruppe ist 5Paaren von Geraden zugeord- 
net, deren Gerade die 8 Curven der Gruppe simmtlich ein- 
mal schneiden. Ausserdem schneidet jede der 8 Curven 
je eine Gerade der 3 iibrigen Paare zweimal, die andern 
keinmal. 

Nach den drei einzelnen Geraden, welche eine solche 
Curve trifft, richtet sich ihr Schnitt mit den einzelnen 
Kegelschnitten. Ein Kegelschnitt wird von der Curve 
0,1,2,3mal geschnitten, jenachdem unter der dem Kegel- 
schnitte conjugirten Combination sich 3, 2,1,0 jener drei 
Geraden befinden. Demnach schneidet jede jener Curven 
16 Kegelschnitte Omal, 48 einmal, 48 zweimal, 16 dreimal. 
Jeder Kegelschnitt aus der Schaar ferner wird von einer 
solehen Curve zweimal getroffen. 

Die Schaaren von Curven 3'*' Ordnung werden von 
einer solchen einzelnen Curve 3'*' Ordnung in 1, 2, 3, 4 
Punkten getroffen, je nachdem von den 3 einzelnen die 
letztere schneidenden Geraden 3, 2, 1, 0 unter der zu der 
Schaar gehérigen Combination enthalten sind. 

Die 448 einzelnen Curven 3'*' Ordnung schneiden ein- 
ander nach folgender Regel: Curven aus derselben Gruppe, 
welche beide dieselben 5 Paare schneiden, in 1,3, 5 Punk- 
ten, je nachdem unter den 3 einzelnen Geraden, welche 
jede noch trifft, 2, 1 oder 0 gemeinsam sind; dies tritt bei 
jeder Curve beziehungsweise 3, 3 und 1mal ein. 

Curven aus zwei Gruppen, bei denen unter den 5 von 
jeder Gruppe getroffenen Paaren 4 gemeinsam sind, in 0, 
2,4 Punkten, je nachdem von den drei einzelnen Geraden, 
welche jede der Curven noch trifft, 2, 1,0 gemeinsam sind; 
dies tritt bei jeder Curve beziehungsweise 60, 30, 30mal 
ein. 

Curven aus zwei Gruppen, bei denen unter den 5 von 
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jeder Gruppe getroffenen Paaren 3 gemeinsam sind, in 
1, 3 Punkten, je nachdem von den 3 einzelnen Geraden, 
welche jede der Curven noch trifft, 1 oder 0 gemeinsam 
sind; dies tritt bei jeder Curve beziehungsweise 120, 129mal 
ein. 

Curven aus zwei Gruppen, bei denen unter den 5 von 
jeder Gruppe getroffenen Paaren nur zwei gemeinsam sind, 
2mal; was bei jeder Curve 80mal eintritt. 

Jede dieser Curven wird also beziehungsweise von 60, 


123, 110, 123, 30, ider tibrigen 0,1,2,3,4, 5mal getroffen. 


IV. Ebene Curven 3" Ordnung. Da diese Curven nothwendig 
durch eine Gerade zum vollstiindigen ebenen Schnitte ergiinzt werden, 
so erkennt man, dass auf der Fliche 16 Schaaren solcher 
Curven liegen; jede solche Schaar entsteht durch den Schnitt der 
Fliche mit einem Ebenenbiischel, welche eine der 16 Geraden zur 
Axe hat. Ihre Abbildungen theilen sich in zwei Classen, welche man 
aus der Bemerkung erhilt, dass die Abbildung eines ebenen Schnittes 
immer eine Curve 4'* Ordnung mit einem Doppelpunkt in dem dop- 
pelten Fundamentalpunkte ist, welche durch alle einfachen Funda- 
mentalpunkte hindurchgeht; und dass umgekehrt jede solche Curve 
Abbildung eines ebenen Schnittes ist. Ist daher die Axe des Ebenen- 
biischels eine der Geraden, welche sich als Verbindungslinien des 
Doppelpunktes mit einem der einfachen Fundamentalpunkte abbil- 
den, so wird der Biischel von ebenen Curven dritter Ordnung durch 
Curven dritter Ordnung abgebildet, welche ebenfalls durch den Dop- 
pelpunkt, nicht aber durch den erwihnten einfachen Fundamental- 
punkt, sondern ‘statt dessen durch die 7 iibrigen gehen, und welche 
sich also ausser diesen 8 Punkten noch immer in einem festen neun- 
ten Punkte durchschneiden. Dieser neunte Punkt gehdrt der Abbil- 
dung der Doppelgeraden an; er ist die Abbildung des Punktes, wel- 
cher mit dem Durchschnitt der Axe des Biischels und der Doppelge- 
raden auf der Fiche vereinigt liegt. 

Wird dagegen die Axe des Ebenenbiischels durch einen der ein- 
fachen Fundamentalpunkte abgebildet, so bilden sich die Curven des 
Biischels dritter Ordnung als Curven vierter Ordnung ab, welche 
durch die einfachen Fundamentalpunkte gehen und in dem doppelten 
einen Doppelpunkt haben. Aber damit zu dem hierdurch dargestell- 
ten ebenen Schnitie auch die Axe des Biischels gerechnet werde, muss 
auch noch in dem ihr entsprechenden Fundamentalpunkte ein Doppel- 
punkt stattfinden (§. 6.). In der That sind dadurch die Curven 4' 
Ordnung 13 Bedingungen unterworfen, so dass nur noch ein Biischel 
iibrig bleibt. Die Curven dieses Biischels schneiden sich in zwei 
festen Doppelpunkten und in sieben festen einfachen Punkten; sie 
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haben also noch einen weitern festen Punkt gemeinsam; und dieses 
ist wieder die Abbildung des Punktes, welcher mit dem Durchschnitt 
der Doppellinie und der Biischelaxe auf ersterer vereinigt liegt. 

Unter den 16 Biischeln von ebenen Curven 3'* Ordnung sind 
8mal zwei conjugirt, deren entsprechende Geraden ein Paar bilden. 
Zwei Curven aus conjugirten Biischeln schneiden sich 
dreimal, zwei-Curven aus nicht conjugirten zweimal. 

Betrachten wir einen dieser Biischel, etwa einen solchen, welcher 
sich als Biischel von Curven dritter Ordnung abbildet. Die Gleichung 
des Biischels in der Abbildung ist von der Form mo +A4y= 0. Die 
Discriminante von g + Ay gleich Null gesetzt, giebt eine Gleichung 
12'= Gerades fiir 4. Es giebt also in jedem Biischel 12 Curven mit 
Doppelpunkt, welchen denn auch auf der Fliche Curven mit Doppel- 
punkt entsprechen. Die hierdurch gegebenen 12.16 = 192 
Ebenen bilden eine zweite Classe von dreifach beriihren- 
den Ebenen*), welche von der oben betrachteten giinzlich verschie- 
den ist. Denn bei der letztern zerfiel die Schnittcurve der Ebene mit 
der Oberfliiche in zwei Kegelschnitte, von deren vier Schnittpunkten 
einer in die Doppelgerade fiel, die andern aber wirkliche Beriihrungs- 
punkte wurden. Hingegen bei diesen neuen Ebenen zerfillt die 
Schnittcurve mit der Oberfliiche in eine Gerade und in eine Curve 
dritter Ordnung mit Doppelpunkt. Wiihrend also ein Schnittpunkt 
der Geraden mit der Curve 3' Ordnung auf die Doppelgerade fillt, 
bleiben die iibrigen beiden und der Doppelpunkt wirkliche Beriih- 
rungspunkte der Ebene mit der Oberfliche. 

Wenn eine Gerade einer QOberfliiche sich als Gerade abbildet, 
welche der erstern Punkt fiir Punkt entspricht, so sind die Reihen der 
wuf ersterer liegenden Punkte und ihrer auf letztern liegenden Ab- 
bildungen nothwendig projectivisch. Dasselbe gilt von einer Geraden, 
welche sich als Fundamentalpunkt abbildet, und von dem Strahlbii- 
schel, welcher in der Abbildung diesen Punkt zum Scheitel hat; wobei 
denn jedem Punkte der Geraden ein Strahl entspricht und umgekehrt. 
Was man aber iiber die projectivischen Beziehungen der 
Elemente in der Abbildung der Geraden feststellt, gilt 
auch fiir die Punkte der Geraden selbst. Betrachten wir z. B. 
den Biischel von Curven 3'* Ordnung in der Abbildung, welche eine 
als Gerade abgebildete Gerade zur Abbildung ebener Schnitte ergiin- 
zen, so schneidet jede dieser Curven die Abbildung der Geraden ausser 
dem doppelten Fundamentalpunkt noch zweimal, und die so entstehen- 
den Punktepaare bilden eine Involution. In dieser entspricht unter 


*) Als eine dritte Classe kann man die 8 Ebenen durch die Doppelgerade 
ansehen, welche die Oberfliiche in Linienpaaren schneiden. 
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f anderm dem auf der Geraden liegenden einfachen Fundamentalpunkte 
derjenige Punkt, in welchem eine durch alle neun Fundamentalpunkte 
gehende Curve 3'* Ordnung die Gerade schneidet. Diese Curve 3! 
Ordnung aber ist, wie sogleich niiher entwickelt werden wird, die 
Abbildung der Doppelgeraden; im Raume entsteht also eine Involu- 
tion, bei welcher ein Paar von Punkten der Schnitt mit der Doppel- 
geraden und der Schnitt mit der conjugirten einfachen Geraden ist. 
Ferner hat die Involution der Abbildung nur zwei Doppelpunkte; es 
giebt also im Raume auch nur zwei Curven des Biischels, welche die 
Gerade ausserhalb ihres Schnittes mit der Doppelgeraden beriihren. 
Man kann so den Satz aussprechen: . 

Legt man durch eine der 16 Geraden Ebenen, so schnei- 
den diese in Curven dritter Ordnung, welche alle durch 
den Schnitt mit der Doppelgeraden gehen. Sie schneiden 
die Gerade in Punktepaaren einer Involution; zwei von 
ihnen beriihren die Gerade in den Doppelpunkten der In- 
volution; der Schnittpunkt mit der Doppelgeraden bildet 
ein Paar mit dem Punkte, in welchem die Gerade von der 
ihr conjugirten getroffen wird. 


g. 10. 
Die Abbildung der Doppelgeraden. 


Die Doppelgerade bildet sich nach §. 7. als Curve dritter Ordnung 
ab, welche durch alle einfachen sowie durch ‘den doppelten Funda- 
mentalpunkt einmal hindurchgeht, und also dadurch vollig bestimmt 
ist. Das~Verhalten der Punkte der Doppelgeraden studirt man also, 
indem man die elliptischen Integrale erster Gattung einfiihrt, welche 
den Punkten der Curve entsprechen, indem sie ihre Coordinaten zur 
obern Grenze haben, und indem die absolute Invariante der Curve 
mit dem Modul durch eine Gleichung mit numerischen Coefficienten 
verbunden ist; die untere Grenze der Integrale ist ein beliebiger fester 
Punkt der Curve. 

Bezeichnen wir durch w,, u, ... Usn die Werthe des Integrals, 
welche den Schnittpunkten der Curve 3" Ordnung mit einer Curve 
m‘ Ordnung entsprechen, so ist immer 


(1) Ur, + Uy .-- - Usm = me, 


wo ¢ eine gewisse Constante bedeutet (vgl. Crelles Journal, Bd. 63, 
p- 197); und umgekehrt sind die 3x Punkte Schnittpunkte mit einer 
Curve m'** Ordnung, sobald diese Gleichung besteht. 

Der Werth des Integrals fiir den doppelten Kundamentalpunkt 


sei b, die Werthe fiir die einfachen Fundamentalpunkte 6,, b,, ... dg. 
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Betrachten wir nun die Abbildungen ebener Schnitte der Oberfliiche. 
Dieselben sind Curven 4'* Ordnung, welche durch die einfachen Fun- 
damentalpunkte gehen, und in dem doppelten einen Doppelpunkt 
haben; und da eine solche Curve nur drei willkiirliche Parameter ent- 
halten kann, so sind auch alle solche Curven Abbildungen ebener 
Schnitte. Die Curve 3‘ Ordnung wird von jeder derselben in zwei 
weitern Punkten geschnitten, deren entsprechende Integrale w, v seien. 
Die Gleichung (1) geht also fiir die Abbildungen ebener Schnitte 
iiber in: 


(2) utov+2b+b),+0,...+ 0, = 4e. 


Wir kénnen nun einen Punkt P auf der Curve dritter Ordnung so 
bestimmen, dass das ihm zugehiérige Integral der Gleichung 


p=2b4+6+0,...+ 2 — 3e 


geniigt, und erhalten dann aus (2): 


(3) utov+p=$e, 

eine Gleichung, welche aussagt, dass die zu u,v, p gehdrigen Punkte 
auf einer Geraden liegen. Die Abbildungen ebener Schnitte 
treffen also die Abbildung der Doppelgeraden, abgesehen 
von festen Schnittpunkten, in Punktepaaren, deren Ver- 
bindungslinien sich auf einem Punkte P der letztern Ab- 
bildung treffen, und solche Punktepaare Q,Q’ sind also die Durch- 
schnitte der, Curve 3' Ordnung mit dem von P ausgehenden Strahl- 
biischel. 

Die Punkte @,@%’, welche den Integralen u,v zugehéren, sind 
Abbildungen der Schnittpunkte eines ebenen Schnittes mit der Dop- 
pelgeraden, d. h. der beiden Punkte, welche in einem solchen Schnitt- 
punkte vereinigt liegen. Die Schaar der Paare Q,Y’ liefert 
also die Abbildung der Punkte der Doppelcurve. 

Um dieses geometrisch zu deuten, bemerke ich, dass geraden 
Linien in der Bildebene Raumcurven 4" Ordnung und 2" Species ent- 
sprechen, und zwar bilden sie eine doppelt unendliche Schaar, welche 
dem bei der Abbildung bevorzugten Kegelschnitte (doppelter Punda- 
mentalpunkt) so zugeordnet ist, dass sie ihn nicht trifft. Solcher Schaa- 
ren giebt es also 128; wodurch die auf der Fiche liegenden Curven 
4’ Ordnung und 2" Species iibrigens durchaus nicht erschépft sind. 

Unter der hier bevorzugten Schaar giebt es nun eine einfach 
unendliche, bei welcher ein wirklicher Doppelpunkt auftritt; sie giebt 
in der Abbildung die Schaar von Geraden, welche Punkte @,Q’ ver- 
binden. Alle diese Geraden gehen durch einen Punkt P in der Ab- 
bildung der Doppeleurve, mithin gehen auch alle Curven der ein- 


fachen Schaar auf der Oberfliche durch einen festen Punkt J7 der 
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Doppeleurve, dessen Bild P ist, und zwar so, dass die Tangente der 
Curve immer_in der niimlichen Tangentenebene der Doppelcurve lie- 
gen. So giebt es 128 Punkte 77, den 128 Curvenschaaren entspre- 
chend. Betrachtet man insbesondere den Strahl QQ’, dessen einer 
Punkt Y mit P zusammenfallt (Tangente der Abbildung der Doppel- 
curve in P), so sieht man, dass ihm eine besondere Curve 4' Ord- 
nung und 2" Species entspricht, welche in J] einen wirklichen Dop- 
pelpunkt hat, und zugleich mit ihrem einen Zweige die Doppelge- 
rade beriihrt. Ferner kann man noch diejenigen vier besondern Cur- 
ven der einfachen Schaar betrachten, deren Abbildungen die von P 
an die Abbildung der Doppelgeraden gezogenen Tangenten sind. Fiir 
diese fallt das Punktepaar QQ’ zusammen; die vier so gegebenen 
Punkte der Doppelgeraden sind daher Riickkehrpunkte, d. h. Punkte, 
deren beide Tangentenebenen zusammenfallen. Und jede der vier ent- 
sprechenden Raumcurven hat also in einem dieser Punkte einen Riick- 
kehrpunkt; es sind dies die einzigen Fille, in denen ein Riickkehr- 
punkt eintreten kann. Dagegen kann achtmal eine Curve einer Schaar 
durch die Verbindungslinie des Punktes P mit einer einfachen, einmal 
durch die Verbindungslinie mit dem doppelten Fundamentalpunkte 
abgebildet werden; im ersten Falle zerfallt die Raumcurve 4 Ord- 
nung in die durch den einfachen Fundamentalpunkt abgebildete Ge- 
rade und in eine Curve dritter Ordnung; im andern Falle in den 
durch den doppelten Fundamentalpunkt repriisentirten Kegelschnitt 
und in einen Kegelschnitt der einfachen Kegelschnittschaar (§. 8). Ich 
fasse diese Verhiiltnisse in folgenden Satz zusammen: 

Auf der Doppelgeraden giebt es vier Riickkehrpunkte. 
Durch jeden derselben gehen 128 Raumcurven vierter Ord- 
nung und 2'e' Species, welche daselbst einen wirklichen 
Riickkehrpunkt haben, und ausserdem durch je einen von 
128 festen auf der Doppelgeraden liegenden Punkten I 
gehen. Jede jener Curven ist ein Glied einer von 128 Schaa- 
ren solecher Raumceurven 4'*' Ordnung und 2'* Species, 
welche durch den betreffenden Punkt J gehen, in irgend 
einem Punkte der Doppelgeraden einen wirklichen Dop- 
pelpunkt haben, und einen gewissen der 128 einzelnen 
Kegelschnitte nicht treffen. In jeder solchen Schaar giebt 
es 8 Curven, welche in eine Gerade und eine Raumcurve 
dritter Ordnung, eine, welche in zwei Kegelschnitte zer- 
faillt. 

Ich glaube hiermit die Verhiiltnisse, welche bei dieser Art von 
Oberfliichen eintreten, hinreichend angedeutet zu haben und wende 
mich einer andern Flichenart zu. 
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g. 11. i, 


Flichen fiinfter Ordnung mit einer Doppeleurve dritter Ord- 
nung. Niedrigste Abbildung auf einer Ebene. 


Verstehen wir unter L; , M; lineare Ausdriicke in den «, so stel- 
len die Gleichungen 4 
L, + 4M, 0 
(1) L, + 4M, 0 
L, + AM, == U 
eine Raumecurve dritter Ordnung dar, welche der gemeinsame Durch- 
schnitt der drei Flichen 2'" Ordnung 
(2) ®, = L,M,— L,M,=0 , ®, = LM, — LM, =0, 
®, = L,M, — L,.M, = 0 
ist. Kine Fliiche 5'* Ordnung, welche diese Curve zur Doppelcurve 
hat, muss eine Gleichung von der Form 
2s A;, DB; D, = 0 


haben, wobei die A;, lineare Functionen sind. Dieser Gleichung 


aber kann man die folgende Gestalt geben: 
}Ayn Ay Ay L, UM, | 
|} Ay Ay Ay, L, M, | 
(3) 0=|A;, A, A, L, M, | , 
. _e & @ @ | 
|\M, M, M, 0 O 


welche als Eliminationsresultat der Gleichungen 

Ayyb, + Ajob. + Ajsis = LA + My 

Ay §, + Aq6, + A36 = LA + Mu 
(4) Ay,§, + Agb, + As36 = £34 + Mu 

L,&, + L,, + L.§, 0 

ME, + ME, + ME, = 0 
betrachtet werden kénnen. Multiplicirt man die ersten dieser drei 
Gleichungen aber mit &,, &, &, und addirt, so verschwinden die rech- 
ten Theile wegen der letzten beiden Gleichungen und man hat die 
fiir die x lineare Gleichung 
(5) ZZ Aix §:§. = 0. 


Diese, zusammen mit den beiden letzten Gleichungen (4) geniigt, um 
die Verhiltnisse der « als rationale Functionen der & darzustellen, 
und liefert also die Abbildung der Fliche auf einer Ebene. 

Da wir iiber die Coefficienten der A, L, M nichts vorausgesetzt 
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haben, so haben diese drei Gleichungen, nach den x geordnet, zu 
ihren Coefficienten ganz willkiirliche Functionen der §, welche in den 
letzten beiden Gleichungen (4) vom 1', in der Gleichung (5) vom 
2 Grade sind. Schreiben wir daher diese Gleichungen jetzt so: 


D1; &; = 217; = 0 
(6) =Mé; = Suir; = 0 
222 iz Eg, —_ 2 YixX; — 0, 


wo die 4, w lineare, die g quadratische Functionen der & sind. Be- 
zeichnen wir durch /,, /,, f;, f, die Determinanten: 


(FT) fp= ZH Au G, » f=— SHEA WY » (p= TEAM, 
f= — SHA Ms, 


so sind die Gleichungen der Fliiche wieder: 
(5) Ot, =f; , OX =f, , OL, =f, » OX, = fy. 


Die Functionen f sind hier vom 4" Grade. Dies ist in der That 
der niedrigste Grad, den sie im vorliegenden Falle haben kénnen. 
Denn damit die ebenen Schnitte dieser Fliche 5" Ordnung durch 
Curven 3" Ordnung abgebildet werden kénnen, muss p, = 1, jeder 
ebene Schnitt also mit 5 Doppelpunkten begabt sein, oder eine Dop- 
peleurve fiinften Grades stattfinden. 

Die Gleichungen /; = 0 haben eine Reihe von Punkten gemein. 
Da die Gleichungen 


z= fia: =0 
E fiw: =0 
; Thy: =0 


bestehen, so folgt aus /, = 0, f, =O entweder auch /, = 0, /, = 0, 
oder die beiden Reihen 4,, w,, gp, und 4,, w,, p, miissen einander 
proportional sein, so dass die Gleichungen bestehen: 


A, _— A, 
Us = Oly 
Ps = OF,- 


Die Elimination der 2 aus diesen Gleichungen giebt eine Gleichung 
5" Grades fiir @, und man hat also fiir dieselben 5 gemeinsame Lé- 
sungen. Die 16 Lésungen der Gleichungen f, = 0, f, = 0 enthalten 
also 5 solche, fiir welche /,, f, nicht verschwinden, 11, fiir welche 
sie verschwinden. 

Das System der Abbildungen ebener Schnitte ist also ein System 
von Curven 4" Ordnung mit 11 gemeinsamen Punkten. Da solche 
Curven dann nur noch 3 Parameter, und zwar linear enthalten kén- 
nen, so umfasst das System alle Curven 4 Ordnung, welche durch 
19 
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diese 11 Punkte gehen, und ist also durch dieselben vollstiindig defi- 
nirt. 

Man kann die 11 Punkte ganz beliebig annehmen. Denn wie 
man sie auch wihlt, gewisse specielle Lagen ausgeschlossen, immer 
bilden die durch sie gehenden Curven vierter Ordnung ein System 
von allgemeinem Charakter, welches aus vier Curven /; = 0 linear 
zusammengesetzt wird, und welches eine Fliche von der Ordnung 
N = 4*— 11 = 5 liefert, deren ebene Schnitte p—35 haben, und 
welche also eine Doppelcurve 3‘ Ordnung enthalten muss. Die aus- 
geschlossenen Lagen der Fundamentalpunkte beziehen sich darauf, 
dass drei jener Punkte auf einer Geraden, 6 auf einem Kegelschnitt, 
10 auf einer Curve 3'" Ordnung, oder endlich 9 im Sehnittpunkt- 
system zweier solcher liegen kénnen. Was aber die Doppelcurve drit- 
ter Ordnung betrifft, so ist zwar ein Zerfallen derselben in Kegei- 
schnitt und Gerade, welche sich treffen , oder in drei Gerade, deren eine 
die beiden andern trifft, nicht ausgeschlossen; aber wohl der Fall von 
Kegelschnitt und Gerade, welche sich nicht treffen, oder drei sich 
nicht schneidende Gerade, also alle diejenigen Fille, welche nicht 
Specialitiiten einer Raumeurve 3'" Ordnung sind. Denn in beiden 
Killen giebt es unendlich viele Gerade, welche eine so zerfallende 
Curve dreimal treffei, und also die Oberfliiche sechsmal schneiden, 
daher ganz in derselben liegen; wiihrend sich sogleich zeigen wird, 
dass die hier zu betrachtende Abbildung nur eme endliche Anzahl 
von geradeif Linien liefert. 

Die wirkliche Construction der Abbildung, oder vielmehr einer 
der spiiter zu benutzenden dualistisch entgegengesetzten, bei welcher 
jedem Punkte der Oberfliiche im Allgemeinen eine Gerade entspricht, 
erhilt man leicht aus den Gleichungen (6). In diesen kann man die 
L; , M; auch beliebig durch ZL; + 6M; , L; + 1M; ersetven; die 
Gleichung aber 

2; (LL; + 6 M,) & = 0 

ist die Gleichung eines Ebenenbiindeis, welches in dem Punkte 

L,+oM,=0, L,+6M,=—0, L,+ 6M, =0, 
d. h. in einem beliebigen Punkte der Raumeurve seinen Scheitel hat. 
Da nach dem eben Gesagten schon der Punkt L,=0, L,=0, L,—=0 
ein ganz beliebiger Punkt der Curve ist, so will ich diesen zum Schei- 
tel des zu betrachtenden Biindels nehmen, dessen Gleichung 

L, Fi + L, E> + L, §5 = 0 

ist. Nach §. 4 sind dann die — die Coordinaten einer Geraden, die 
der Durchschnitt der betreffenden Ebene des Biindels mit einer belie- 


auf welcher letztern die Abbildung 


big gewiihlten festen Ebene ist, 


geschieht. Es ist nur die Frage, welcher Punkt der Fliiche dureh 














Ueber Abbildung algebraischer Flichen. PRT 
diese Gerade abgebildet wird. Man construirt diesen Punkt folgender- 
massen. Kine Ebene des Biindels 2Z;& — 0 schneidet ausser am 
Scheitel die Curve 35‘ Ordnung noch in zwei Punkten. Da fiir Punkte 
der Curve die L; den M; proportinal sind, so besteht fiir diese bei- 
den Punkte auch die Gleichung 2M; §& = 0, also die zweite Gleichung 
(6). Die durch eine Ebene des Biindels YZ;& — 0 bestimmte Sehne 
der Curve ist somit durch die ersten beiden Gleichungen (6) gegeben, 
und geht also durch den Punkt #, welehen die Gleichungen (6) be- 
stimmen, und welcher der Gerader. § der eben erwiihnten Bildebene 
entspricht. In der That geht jene Sehne nur noch durch einen 
Punkt der Fliiche, da sie die Doppeleurve zweimal schneidet. Die 
Construction der Abbildung ist also folgende: 

Durch einen Punkt «# der Fliche legt man die Sehne 
der Curve dritter Ordnung, welche durch ihn geht. Fixirt 
man nun auf der Curve dritter Ordnung irgendwo einen 
Punkt, und legt von ihm aus durch die Sehne eine Ebene, 
so schneidet diese die Bildebene in einer Geraden, welche 
das Bild des Punktes «& ist. 

Im Folgenden wird, wo es nicht besonders bemerkt wird, die die- 
ser Abbildung dualistisch entsprechende zu Grunde gelegt. 


S$. 12. 


Die Curven erster, zweiter und dritter Ordnung, welche die 
Fliiche enthiilt. 


Fiir die Abbildung einer auf der Fliiche liegenden Raumeurve J/' 
Ordnung, welche in der Abbildung dureh eine Curve m' Ordnung 
ersetzt wird, die durch die Fundamentalpunkte «@,, «,, ... @,,mal 
hindurechgeht, erhilt man hier aus §. 6 (18) (19) (20) die Gleichungen: 


M = 4m — Za 


m 1. 2 —t.2 1 
(9) 0 = = = 


bo 


tis 


1 m+i.m+2 5 &. a+ 
a ° _— > ° 


Aus denselben ergiebt sich die einfache Combination 

(10) me M+ p—1, 

welche zur Untersuchung der einfachsten auf der Fliiche liegenden 
Curvensysteme sehr bequem ist. Ich betrachte die folgenden: 

I. Gerade. Fir Z—1, pO hat man aus (10) m=O. Ks 
giebt also keine anderen Geraden auf der Fliche, als die 
11 dureh die Fundamentalpunkte dargestellten. Sie schnei- 
den einander nicht. Da hier also alle Geraden gleichmiissig in der 

19% 
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Abbildung beriicksichtigt sind, so giebt es nur etne Art, die Fliche 
durch Functionen f; vom 4'" Grade abzubilden, wie auch aus der 
Ableitung der Abbildung erhellt. 

Il. Kegelschnitte. IJ — 2, pO giebt m < 1, oder vielmehr 


m==1. Nur die Verbindungslinien zweier Fundamentalpunkte kon- 
nen in der ersten Gleichung (9) M2 machen. Es giebt also 
11.10 ee 


—— = 55 Kegelschnitte auf der Fliiche. Jeder schneidet 2 
Fundamentalgerade je einmal und ist diesen gewissermassen zugeord- 
net. Zwei Kegelschnitte treffen sich nicht oder treffen sich, je nach- 
dem sie eine zugeordnete Gerade gemein haben oder nicht. 

Ill. Raumeurven dritter Ordnung. MJ —3, p=O giebt m < 2. 
Man hat also erstlich 11 Schaaren solcher Curven, welche durch Strahl- 
biischel abgebildet werden, die in je einem Fundamentalpunkte ihren 
Scheitel haben. Curven verschiedener Schaaren schneiden sich ein- 
mal, Curven derselben Schaar nicht. Die Curven einer Schaar schnei- 





den die zugehérige Fundamentalgerade, die iibrigen nicht; sie schnei 
den einmal die 45 Kegelschnitte, fiir welche ihre Fundamentalgerade 
nicht zugeordnet ist, die iibrigen nicht. In jeder Schaar zerfallt zehn- 
mal eine Curve in eine Gerade und einen Kegelschnitt, wobei denn 


alle nicht von der Schaar getroffenen Kegelschnitte auftreten. — Es 

. ° 9.8.9 . ° * 

giebt zweitens oe tm 462 einzelne Raumcurven dritter Ord- 
° a#-eO. -v 


nung, welche sich als Kegelschnitte durch fiinf Fundamentalpunkte 
abbilden, und solchen Fiinfen zugeordnet sind. Zwei derselben treffen 
sich 0, 1, 2, 3, 4mal, je nachdem ibre Fiinfen 4, 3, 2, 1, 0 Gerade 
gemein haben. Jede schneidet die 15 Kegelschnitte zweimal, deren 
zugeordnete Gerade in ihrer Fiinf nicht vorkommen, 30 Kegelschnitte 
einmal, bei denen eine zugeordnete Gerade der Fiinf angehdrt, zehn 
Kegelschnitte nicht, deren Gerade beide in der Fiinf enthalten sind. 
Jede dieser einzelnen Curven schneidet die Schaaren von Raumeurven 
einmal oder zweimal, je nachdem die der Schaar zugehérige Gerade 
in ihrer Fiinf vorkommt oder nicht. 


IV. Ebene Curven dritter Ordnung. Sie sind nur in Verbindung 
mit den Kegelschnitten moéglich, indem man die Ebenen derselben 
mit der Fliiche zum weitern Durchschnitt bringt. Ihre Zahl ist daher 
ebenfalls 55. Da sie sich je mit einem Kegelschnitte zu einem voll- 
stiindigen ebenen Schnitte vereinigen, so miissen sie in der Abbildung 
mit den Verbindungsgeraden der Fundamentalpunkte sich zu Curven 
4" Ordnung durch alle Fundamentalpunkte vereinigen, also durch 
Curven 3' Ordnung durch 9 Fundamentalpunkte abgebildet werden. 
Jede trifft also 9 Gerade je einmal, einen Kegelschnitt dreimal auf 
der Doppeleurve und dreimal ausserhalb derselben, 18 zweimal, 36 
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einmal; sie schneidet die Rawmeurve dritter Ordnung von zwei Schaa- 
ren dreimal, von 9 Schaaren zweimal. Sie trifft endlich von den eini- 
zelnen Raumeurven dritter Ordnung 126 eimmal, 252 zweimal, 84 
dreimal, u. s. w, 

Ks ist leicht, diese Autziihlungen beliebig fortzusetzen. 

Die dreifach beriihrenden Tangentenebenen der Fliiche miissen in 
Curven schneiden, welche*drei nicht auf der Doppelcurve gelegene 
Doppelpunkte besitzen. Ks giebt solcher Ebenen hier drei Arten; 
entweder solche, deren Schnittcurven nicht zerfallende Curven fiinfter 
Orduung sind, oder solche, deren Schnittcurven in Gerade und Curven 
ter Ordnung, oder drittens solche, deren Schnittcurven in Kegelschnitte 
und Curven dritter Ordnung zerfallen. — Im ersten Falle miissen 
sich die Schnittcurven als Curven 4 Ordnung durch die 11 Funda- 
mentalpunkte abbilden, welche ausserdem drei wirkliche Doppelpunkte 
haben; und ihre Zahl ist gleich der Anzahl solcher Curven, welche 
in dem Systeme von Curven 4‘ Ordnung durch 11 Punkte vorkom- 
men; eine Zahl, welche nicht leicht za bestimmen scheint. — Im zwei- 
ten Falle muss die Curve 4° Ordnung sich als Curve 4‘ Ordnung 
abbilden, welche einen Fundamentalpunkt zum Doppelpunkte hat. Da 
uun die Curve vierter Ordnung im Raume von der Geraden viermal 
geschnitten wird, der Doppelpunkt in der Abbildung aber nur zwei 
Durchschnitte anzeigt, so miissen die beiden andern sich dadureh in 
der Abbildung aufgelést haben, dass sie im Raume in die Doppelcurve 
vefallen sind. Jede durch eine der Geraden gelegte Ebene beriihrt 
also in der That die Fliiche zweimal, niimlich in den Schnittpunkten 
der Geraden mit der ergiinzenden Curve vierter Ordnung, welche 
nicht auf-<ler Doppelcurve liegen. Da ferner die Ebene die Doppel- 
curve dreimal treffen muss, so muss die Curve vierter Orduung im 
Raume noch einen Doppelpunkt besitzen, welcher aber kein Beriih- 
rungspunkt mit der Fliiche ist, und in der Abbildung aufgelést er- 
scheint. Unter den Kbenen nun, welche durch eine bestimmte Gerade 
der Fiche gehen, giebt es eire gewisse Zahl von solchen, welche 
noch cinmal die Fliiche beriihren, und also dreifach beriihrende Kbe- 
nen der Fliiche sind. Bei diesen miissen die ergiinzenden Curven 4! 
Ordnung zwei Doppelpunkte besitzen. In der Abbildung erhilt man 
ihre Bilder, indem man das Biischel von Curven 4' Ordnung unter- 
sucht, welches durch 10 Fundamentalpunkte geht und im 11'" einen 
Doppelpunkt hat, und die Frage stellt, wie viele Curven des Biischels 
einen weitern Doppelpunkt besitzen. Nach Hrn. Cayley ist die Zahl 
der Curven v'** Ordnung in einem Biischel mit « gemeinsamen Dop- 
pelpunkten, welche noch einen weitern Doppelpunkt besitzen, gleich 

3 (mn — 1)? — Te, 
(Crelles Journal, Bd. 64. p. 167); man erhilt also hier fiir n= 4, 
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«=1 die Zahl 20. Ks giebt also fiir die hier betrachtete 
Fliche 11.20 dreifach beriihrende Tangentenebenen, welche 
durch eine der Geraden gehen. — Endlich ist noch die Ebene 
jedes der oben angegebenen 55 Kegelschnitte eine dreifach beriihrende 
Ebene. Denn jede dieser Ebenen schneidet noch in einer Curve drit- 
ter Ordnung, welche mit dem entsprechenden Kegelschnitte 6 Punkte 
gemein hat. Der ebene Schnitt hat also 6 Doppelpunkte, von denen 
nur drei auf die Doppelcurve fallen, wiihrend die drei iibrigen wirk- 
liche Beriihrungspunkte sein miissen. 

Es wurde schon oben erwiihnt, dass jede durch eine der Geraden 
gelegte Ebene noch in einer Curve vierter Ordnung schneidet, die mit 
der Geraden zwei feste Punkte gemein hat, ihre Schnittpunkte mit 
der Doppeleurve. Die iibrigbleibenden beweglichen Punkte- 
paare bilden eine Involution, welche man leicht in der Abbil- 
dung nachweist. In der Abbildung werden diese Curven vierter Ord- 
nung wieder Curven vierter Ordnung, die in dem betreffenden Funda- 
mentalpunkte einen Doppelpunkt haben. In der Abbildung stellen 
sich also alle diese Curven zusammen als Biischel dar, und die 'Tan- 
gentenpaare des Doppelpunktes entsprechen den beweglichen Schnitt- 
punktpaaren der Geraden und der Curve vierter Ordnung im Raume. 
Da nun die Tangentenpaare jenes Doppelpunkts eine Involution bil- 
den, so hat man den Satz: 

Legt man durch eine der Geraden der Oberfliche Kbe- 
nen, so sechneiden dieselben immer in Curven vierter Ord- 
nung, deren jede die Gerade nur in zwei verinderlichen 
Punkten trifft. Diese Punktepaare bilden eine Involution. 
Es giebt also nur zwei Ebenen des Biischels, bei welchen 
die Curve vierter Ordnung die Gerade in Punkten beriihrt, 
welche nicht der Doppelcurve angehoéren. (Doppelpunkte 
der Involution.) 


Die Abbildung der Doppeleurve. Hyperelliptischer Charakter 
derselben. 


Die Doppeleurve bildet sich im vorliegenden Falle nach den Ab- 
zihlungen des §. 7 als Curve 7 Ordnung mit 11 Doppelpunkten, 
den Fundamentalpunkten ab, und die Abbildung gehért also zum Ge- 
schlecht p’ = 4. Jede Abbildung eines ebenen Schnittes trifft die 
Curve in sechs beweglichen Punkten, oder vielmehr in drei beweg- 
lichen Punktepaaren, entsprechend den drei Durchschnittspunkten der 
Ebene mit der Raumeurve. Untersuchen wir zuniichst die Curve, 
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welche von der Verbindungslinie solcher Paare wnhiillt wird, und 

welche der Raumcurve selbst Punkt fiir Punkt eindeutig entspricht. 
Zum Zwecke dieser Untersuchung muss ich auf die Construction 

zuriickgehen, welche in §. 11 entwickelt wurde, und bei welcher 


jedem Punkte der Oberfliiche eine Gerade in der Bildebene entsprach. 


Um die zu einem Punkte « gehérige Gerade zu finden, legte man 
durch « die einzig moégliche Sehne der Curve, verband sie mit einem 
beliebig gewihiten Punkte I der Doppeleurve durch eine Ebene, und 
schnitt Letztere mit der Bildebene. Liegt nun « der Doppeleurve sehr 
nahe, so kann man diese Construction folgendermassen auffassen. In 
einem Punkte y der Doppeleurve giebt es zwei Tangentenebenen FL, E’ 
der Obertliiche. Jede dieser EKbenen schneidet die Doppeleurve noch 
in einem Punkte, z oder 2’. Die Geraden yz,yz’ sind Sehnen der 
Doppeleurve, welche die Obertliiche in zwei dem Punkte y in den bei- 
den EKbenen EE’ sehr nahe liegenden Punkten schneiden. Diese, und 
bei einem Grenziibergange also auch den Punkt y selbst, bildet man 
also ab, indem man die oben erwiihnte Construction auf die Sehnen 
y2,y2" anwendet, und die beiden dadurch auf der Bildebene erhaltenen 
Geraden bilden also zusammen den Punkt y der Doppeleurve ab. Man 
sieht, dass der Schnittpunkt der beiden auf der Bildebene erhaltenen 
(ieraden direct erhalten wird, wenn man die Verbindungslinie von ZL 
mit y durch die Bildebene schneidet. Der Ort solcher Punkte ist also 


der Durchschnitt der Bildebene mit dem Kegel zweiter Ordnung, 


wel- 
cher J zum Scheitel hat, und die Doppelcurve enthilt, ist also ein 
Kegelschnitt. 

Uebertriigt man dieses dualistisch, so tritt an die Stelle des Linien- 
paars, welches einen Punkt y der Doppeleurve abbildet, eim Punkte- 
paar, an Stelle seines Durchschnitts ihre Verbindungslinie, und also 
hat man folgenden Satz: 

Die Verbindungslinien der Punktepaare auf der Abbil- 
dung der Doppelcurve umhiillen einen Kegelschnitt. 

Die Punkte der Doppeleurve sind durch die Gleichungen 
(11) L,+4M,=0 , L,+-i4M,=0 , L,+A4M, = 0 
gegeben. Von den Gleichungen (6) wird fiir Punkte, welche diesen 
Gleichungen geniigen, die zweite eine Folge der ersten, oder man 
kann die ersten beiden Gleichungen (6) durch eine Combination beider 
(12) (L, + wM,) & + (LZ, + wl.) & + (L, + wy) & = 0 
ersetzen, zu der dann die dritte Gleichung (6): 

(13) DL Ay Fé, = 0 

hinzuzufiigen ist, um die Abbildung der Doppelcurve analytisch aus- 
zudriicken. Entwickelt man aus (11) die Verhiiltnisse der , so erhiilt 
man die Coordinaten eines beweglichen Punkts der Doppelcurve als 
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ganze Functionen dritter Ordnung von 4. Fiihrt, man diese Werthe 
in (12) ein, so wird die Gleichung durch 4 — uw theilbar, und nach 
Entfernung dieses Factors bleibt ein Ausdruck von der Form 
(14) K, §, + K,&, + K,§&=0=JS+4d,4 7d, 
zuriick, in welchem die K quadratische Functionen von 4 
lineare der & sind. Dagegen geht die Gleichung (13) in 

(15) SLVx fF =O = PAP, + VP + AP, 
iiber, wo die @ kubische Functionen von 4 sind, die P quadratische 
der § Eliminirt man aus (14) und (15) die Grosse 4, so erhilt man 


die J 


? 


die Gleichung der Curve 7' Grades, welche die Doppeleurve ab- 
bildet : 
[PP P,P, 0 


iO P P,P, P, 


O J J, J, ) 
090 SF J J | 
Bezeichnet man aber durch v,, v,, v, Coordinaten einer Geraden in 
der Bildebene, so erhilt man die Gleichung des beweglichen Punkte- 
paares dieser Abbildung, indem man aus den Gleichungen (14), (15) 
und der Gleichung 

m8 + v7, & + v8 = 0 


die & eliminiyt, also die Gleichung bildet: 


On Ge Gs K, Y; | 


Wir U2 O,; Ky, 2, | 
(16) O= | Qs G23 Q33 Ky vy | = SV Rv r%. 
K, K, K, O O 


v Vy Vg ‘) 0 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist immer in zwei fiir die v lineare 
Factoren (Punkte ees Paares) zerlegbar, und darf daher identisch 
gleich 
(a0, - &0, + a 305) (B,v, + B.v, + Byr;) 
gesetzt werden, wo die «, B die Coordinaten der Punkte eines Paares 
sind. Diese beiden linearen Factoren werden getrennt, indem man 
nach einem bekannten Determinantensatz: 
ZT Riz Vive. TER ixcicy — (SER v;:¢, )? = 
Wn Ge Gs KK | K. v. ¢. |? 
9% % 
Win Ye G3 KK, | 
=— | ( ( K.\° Ky, v2 ¢, 
Q1s 25 v33 3 | K. D., C. 
ZX, x, £, 0 3 3 %3 
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setzt, wo die ¢ ganz beliebige Groéssen sind. Denn bezeichnet man 
durch 2 den Ausdruck 


Un Ge Us K, 
(16") =| On G2 Os Be 


r . 
1 ss) Vs» V5 K, 
K, ZX, &, 0 
so kann man die Gleichung (16) jetzt durch die in den + lineare 
Gleichung ersetzen: 


lk oy & | 
O= DIRx vice + | by %» % | V2, 
‘ k, Vz, Cs 


und man hat also fiir die Coordinaten eines Punktes @ der Abbildung 


die Ausdriicke: 


oem = Rye + Rye + Rye, + (hye; — hye) J 
(17) en, = Ley, ( + Ry Cy + i. ts + (hs _: ar ky Cs) V2 

ga, = Rye + Rye, + Bye, + (hye, — hye) J 
wiihrend die Coordinaten 8 des zugehdrigen Punktes aus diesen durch 
Veriinderung des Zeichens von / 2 entsteht. 


Die Gleichungen (17) sind die Gleichungen der Abbildung der 


Doppeleurve in einer Form, welche sogleich zeigt, dass die Curve auf 


die hyperelliptischen Functionen fiihrt, bei welchen die Irrationalitit 
Y2 auftritt. Die Grosse 2 ist von der 10% Ordnung in 2, was mit 
dem Geschlecht p’ = 4 iibereinstimmt. 

Die Tangentenebenen eines Punktes der Doppelcurve fallen zusam- 


men, sobald die jenem Punkte entsprechenden Punkte der Abbildung 


sich vereinigen, also bei 2 =0. Die Doppelcurve enthilt da- 
her zehn Punkte, welche Riickkehrpunkte der Oberfliche 
sind. 
Aus der Gleichung (16) folgt, wenn man eine Reihe der v durch 
die K, die andere durch die ¢ ersetzt, dass identisch 
22K, K; c, = 0. 

Multiplicirt man daher die Gleichungen (17) mit K,, K,, A, und addirt, 
so erhilt man: 

a K, + @, K, + «@, K; =0, 
und ebenso fiir die B, welche von den @ nur durch das Vorzeichen 
von / & unterschieden sind: 

B, K, + B, K, + B; K; = 0. 
Die K verhalten sich daher wie die Coordinaten v,, v,, v, der Verbin- 
dungslinie «, B, und die Coordinaten der Tangenten des oben erwiihn- 
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ten von diesen Verbindungslinien wmbiillten Kegelschnittes sind also 


durch die Gleichungen gegveben: 


ov, = K, 
(18) ov, = K, 
ov, = K.,, 


deren rechte Seiten in der That quadratisch in A sind. 


§. 14. 
Kigenschaften der Fliiche, welche mit dem hyperelliptischen 
Charakter der Abbildung der Doppelcurye zusammenhiingen. 


Die Curve 7" Ordnung, durch welche die Doppeleurve abgebil 
det wird, hat die 11 Fundamentalpunkte zu Doppelpunkten, was 35 
Bedingungen fiir die Coefficienten einer Curve 7’ Ordnung ergiebt. 
Da nun eine Curve 7 Ordnung erst durch 35 Bedingungen vollig 
bestimmt ist, so sind noch wenigstens zwei weitere Punkte nothig, 
um die hier zu betrachtende Curve geometrisch zu bestimmen. Solche 
Punkte construirt man leicht in grésserer Anzahl, indem man die 
ebenen Schnitte der Oberfliiche betrachtet, welche durch eine der 11 
Geraden gehen. Ein Biischel von Ebenen, welches durch dieselbe 
Gerade geht, schneidet die Fliiche noch in einem Biischel von Cur- 
ven vierter Ordnung, und diese bilden sich nach §. 12 als ein Biischel 
von Curven vierter Ordnung ab, welche durch alle Fundamentalpunkte 
gehen, in dem jener Geraden entsprechenden aber einen Doppelpunkt 
besitzen. Diese Curven sind dadurch in der That 13 Bedingungen 
unterworfen, und ihre Gleichungen haben also die Form qm +- xy = 0); 
sie miissen sich also in 16 festen Punkten schneiden. Von diesen 
werden 14 durch die Fundamentalpunkte absorbirt; es bleiben also 
nur zwei weitere iibrig. Indem man sie construirt, erhilt man jedes- 
mal zwei weitere Punkte der Curve 7' Ordnung. Denn diese beiden 
Punkte, da sie in der Ebene allen Curven des Biischels angehéren, 
miissen auch im Raume auf Punkte fiihren, welche allen Curven des 
Raumbiischels gemein sind. Solcher Punkte aber giebt es in der That 
zwei; denn da die Gerade die Doppeleurve in zwei Punkten trifft, so 
liegen mit diesen auf der Fliiche zwei Punkte vereinigt, durch welche 
alle Curven vierter Ordnung gehen, welche mit der Geraden zusam- 
men ebene Schnitte bilden. Und zwar sieht man hieraus, dass die 
beiden so construirten Punkte Paare bilden mit den beiden Punkten 
der Curve 7 Ordnung, welche in dem entsprechenden Doppelpunkte 
vereinigt liegen. Wenn man also auf die 11 verschiedenen Arten 
solche zwei Punkte construirt, so hat man nicht nur 22 weitere Punkte 
der Curve 7" Ordnung; sondern indem man sie mit dem jedesmal 
entsprechgnden fundamentalpunkte verbindet, hat man auch 22 ‘Tan- 
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$0 genten des NKegelschnitts, welcher von den Verbindungslinien der Paare 
umbhillt wird. 

Dieser Kegelschnitt selbst ist die Abbildung einer Raumcurve 8" 
Ordnung, welche auf der Oberfliiche liegt. Um diese Curve geome- 
trisch zu charakterisiren, stellt man folgende Betrachtung an. Bei 
der in §. 11 gegebenen Construction einer Abbildung, in welcher 
jedem Punkte eine Gerade entspricht, hatte man von dem Punkte L 
der Raumeurve aus, wie in §. 13 gezeigt ist, die Raumeurve zu pro- 
n jiciren, um einen Kegelschnitt zu erhalten, welcher den Punkten der 
Doppelcurve eindeutig entsprach. Legt man also durch Z und eine 
Tangente der Raumeurve eine Ebene, so schneidet diese die DBild- 











: ebene in einer Tangente dieses Kegelschnitts. Sonach sind also die 
3 Tangenten des Kegelschnittes die Bilder derjenigen Punkte, in wel- 
t. chen die 'Tangenten der Doppeleurve die Fliiche nochmals schneiden., 
8 Und indem man dieses dualistisch iibertriigt, findet man den Satz: 
=f Der von den Verbindungslinien der Paare umhiillte 
o Kegelschnitt ist die Abbildung der Curve achter Ordnung, 
e in welcher die Fliche fiinfter Ordnung von der abwickel- 
: baren Fliche der Tangenten der Doppelcurve geschnitten 
“4 wird. 
. Der Umstand, dass die Tangenten des Kegelschnittes die Curve 
" 7" Ordnung immer so treffen, dass unter den Schnittpunkten ein 
4 Paar ist, fiihrt auf den Satz: | 
n Es giebt auf der Fliiche eine einfache Schaar von 
) Raumecurven vierter Ordnung, welche die erwihnte Curve | 
rm achter Ordnung beriihren, und der Reihe nach die Punkte 
mn der Doppeleurve zu wirklichen Doppelpunkten haben, 
- Dx es unter den Punkten der Doppeleurve 10 Riickkehrpunkte 
nl viebt, d. h. 10 Fille, in welchen die Punkte eines Paares unendlich 
is nahe zusammenriicken, so enthilt jene Schaar 10 Curven mit Riick- 
s kehrpunkt; ihre Bilder befinden sich unter den gemeinsamen Tangen 
t ten des Kegelschnittes und der Curve 7" Ordnung, deren Zahl 40 
O ist, da die Classe der Curve 7" Ordnung gleich 7.6 — 2. 11 = 20 
e wird. 

Die Punktepaare, welche auf der Curve 7’ Ordnung auftreten, 
e geben ihr nicht nur die Eigenschaft auf hyperelliptische Functioneu 
r zu fiihren, sondern geben ihr zugleich besondere Kigenschatten , die 
e | von denen der andern Curven 7" Ordnung mit jenen 11 Doppelpunk- 
D ten, welche auf allgemeinere Abel’sche Functionen fiihren, wesent- 
eC lich verschieden sind. 
Jede Curve vierter Ordnung, welche durch die 11 Fundamental- 





punkte geht, schneidet unsere Punktepaare 7" Ordnung in 3 Punkte- 
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paaren. Obgleich also p’ = 4, so bestimmen doch nicht 2 solcher 6 
Schnittpunkte die 4 iibrigen, sondern jeder bestimmt einen gewissen 
andern, welcher mit ihm ein Paar bildet. Alle Curven vierter Ord 
nung durch jene 11 Punkte bilden ein System mit drei Parametern, 
7 Ordnung in 6 beweglichen Punkten; alle 
Curven aber dieser dreifach unendlichen Schaar, welche durch einen 


und schneiden die Curve 


weitern festen Punkt gehen, enthalten noch einen andern, und bilden 
Ther 


eine zweifach unendliche Schaar, welche die Curve 7" Ordnung nur 
noch in vier beweglichen Punkten trifft; alle Curven der Doppelschaar, 
welche durch emen dritten festen Punkt der Curve 7" Ordnung gehen, 
treffen sie dann noch in einem vierten, haben nur zwei bewegliche 
Schnittpunkte mit ihr und bilden eine einfach unendliche Schaar. 
Wiihrend es also im Allgemeinen bei p’ = 4 zu jedem Punkte einer 
Curve 2 Orduung nur zwei Punktepaare giebt, welche mit ihm und 
den Doppelpunkten der Curve cine Curve (n—3)'" Ordnung nicht 
bestimmen (vgl. Clebsch und Gordan, Theorie der Abel’schen 





Funetionen, p. 213), so giebt es hier zu jedem Punkte unendlich viel 

sulcher Punktepaare, von denen immer einer mit dem erstern ein Paar | 

bildet, wiihrend der zweite beliebig ist, oder welche beide zusammen 

ein Paar bilden. ' 
Diese besonderen Verhiiltnisse zeigen sich weiter insbesondere bei 

den Curven vierter Ordnung, welche durch die Fundamentalpunkte 

gehen und die Curve T'" Ordnung in gegebener Weise beriihren. 

Erstlich kann, eine solche Curve in einem Punkte beriihren. Dieser 

Punkt aber muss dann mit dem ihm unendlich nahen ein Paar bil- 

den, muss also die Abbildung eines Riickkehrpunktes sein; und es 

giebt also 10 doppelt unendliche Schaaren solcher Curven. Sie bilden 

die 10 doppelt unendlichen Schaaren von ebenen Schnitten ab, deren 

Ebenen durch je einen der Riickkehrpunkte gehen. Zweitens kann 

eine der Curven vierter Orduung die Forderung erfiillen miissen, die 

Curve 7’ Ordnung in zwei Punkten zu beriihren. Dies sind entwe- 

der Abbildungen zweier Riickkehrpunkte, oder zwei Punkte eines 

Paares. Im ersten Falle erhilt man die Bilder der ao 9 — 45 Schaa- 

ren von Schnittcurven, deren Ebenen durch zwei Riickkehrpunkte 

gehen; im andern Falle die doppelt unendliche Schaar von Bildern 

ebener Schnitte, deren Ebenen die Doppeleurve beriihren. Endlich 

kénnen Curven vierter Ordnung die Curve 7 Ordnung dreimal 

beriihren. Dabei erhiilt man zuniichst 2’~'(2” — 1) = 120 einzelne 

Curven (vgl. Crelles Journal, Bd. 63. p. 208), Bilder ebener Schnitte, 

welche durch drei Riickkehrpunkte gehen. Aber ausserdem treten 10 

einfach unendliche Schaaren auf, welche in den Punkten eines Paares 

und der Abbildung eines Riickkehrpunktes beriihren; Abbildungen von 
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ebenen Schnitten, deren Ebenen die von einem Riickkehrpunkte an 
die Doppeleurve gezogenen Tangentenebenen sind. 

Ausserdem kénnen Curven vierter Ordnung durch die 11 Funda- 
7’ Ordnung zweimal dreipunktig beriihren, 
wo denn beide Beriihrungspunkte ein Paar bilden. Die so erhaltene 
einfache Curvenschaar bildet die ebenen Schnitte ab, deren Ebenen 
die Schmiegungsebenen der Raumeurve dritter Ordnung sind. 


mentalpunkte die Curve 


§. 15. 
Flichen zweiter Ordnung, welche durch die Doppeleurve gehen. 
Die Gleichung der Abbildung der Doppeleurve. 


Durch die Doppeleurve dritter Ordnung lassen sich unendlich viele 
lichen zweiter Ordnung legen, deren jede die gegebene Oberfliiche 
noch in einer Curve vierter Ordnung schneidet. Es ist eine Doppel- 
schaar von Raumeurven vierter Ordnung, welche so entstehen. Nun 
sind die Gleichungen der durch die Raumeurve dritter Ordnung geleg- 


ten Fliichen zweiter Ordnung in der Form enthalten: 


[L, M, », 
( 1‘)) i L, M, V2 . 
L, M, 7; | 


in welcher die y willkiirliche Constante bedeuten. Aber nach den 
letzten beiden Gleichungen (4) verhalten sich fiir Punkte der Fliiche 
fiinfter Ordnung die Unterdeterminanten der ZL, M wie die &, so dass, 
wenn man statt der a; die Functionen /; setzt, die Gleichungen statt- 
finden: - 

L,M, — L,M, — 8.& 
(20) LM, — L,M, — S. &, 

L,M, — LM, — 8.& 


Die Gleichung (19) verwandelt sich hierdurch in: 


(21) S. (18 + Yo + 7583) = 9, 
wo die Parameter nur im zweiten Factor vorkommen. Dieser stellt 
also die bewegliche Schnittcurve des Systems (19) mit der Oberfliiche 
dar, S == 0 die feste, also die Doppeleurve, wie denn in der That 
auch S von der 7'" Ordnung ist. Man hat also erstlich den Satz: 
Die geraden Linien der Abbildung stellen diejenigen 
Curven vierter Ordnung und 2'*" Species dar, in welchen 
die durch die Doppeleurve gelegten Flichen zweiter Ord- 
nung die Oberfliche schneiden. 
Die Gleichung der Abbildung der Doppeleurve aber findet 
man, indem man die Gleichung (19) wirklich in die Form (20) tiber- 
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fiihrt. 
die Gleichung (19) durch Elimination 
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der 9 aus den Gleichungen: 


Um diese Ueberfiihrung zu bewerkstelligen ,. bemerke ich, dass 


Lyn, + Lym + 


Ly, = 0 


(22) Mn, -b My, +- M,n, == () 
Yi" + V2" + 73% = 0 
entsteht. An Stelle der ersten dieser Gleichungen kann man nach (6) 


setzen: 


rs 
. OS 


oder, wenn man fiir 
nante : 


ol; 


m + Dee 


" 


die x 


04; 
_ + 


cs 


: us ) i = U, 


( Ay ( dy ol 
ae, + “eM -|- = H. 4, Q, 
>I Se Ss 
he ¢ do ( As , 
at yy; + 0k, Yo + 0k, Ns A, Uy Do 
P| | j () 
O43 Chg Chg 
? se i x ,. 
o€ ii + ok, Ne + 1é, I), ,, lu g 
Oh, Od, « Oke 
O81 m + 0&8 => T ae, ls A, fy, Py 
Fiihrt man nun fiir 4; den Werth 
Oli Ohi ol; 
A; ™ E 51 + E bo + 3 é., 
OS: Se 0&3 


ein, so tibersieht man leicht, dass man dieser Gleichung auch 


Form geben kann: 


o,y Oh Oh, —_ 
c81 0&2 C&3 mi Pi 
Cds ods OI, a i 
0§ 08s 0 Hr P2 
( Od, Oh; Od; . ' 
at 0g; 08> 0&3 M3 Ps 
Oh, OX, Oh, “, 
0, 082 0&3 ss ' 
5, — 0352 135) — 8; M15.—m5, 0 O 


aus (8) ihre Werthe setzt, die Determi- 


lie 








oder, indem man nach der letzten Reihe ordnet, und unter p,, p,, p, 
die nicht mit Null multiplicirten Unterdeterminanten versteht: 


Pm & 
O=!P, NM & 
Ps; 3° & 


Ganz ebenso verwandelt sich die zweite Gleichung (22) in: 
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Cu Ou Om 


7 0§ 08> €§3 "i Pi 
Clg OU Cul 
J 06 0&s 0&3 a, Pe WN g, 
ae CMs Ons ( Ms 1. 9, = Io No * 
: St €§2 C $3 Me ei d, E, 
Om ok Othe Z p ‘ ” 
8s (Ss C&3 ‘ ' 


NE; — NySo 138) — 183 11. — N28, 0 0 


Benutzt man nun die so transformirten Gleichungen, so wird 


L, M, », P13 — P35o 483 — Ibo 
L, My, y= P38; — M18, 935) — Ns Ye = 
L, M, 7; DS. — poy NS2— 51 Vs 


ningiltintes (718) + Vb. + 7,83) = + D1 9s : 
Man hat daher 
S=— 2+ PhS, 
und die Gleichung der Abbildung der Doppeleurve wird: 


a+ Py &, = 0. 


g. 16. 
Flichen vierter Ordnung, welche lings einer Raumeurve 
zehnter Ordnung beriihren. 


Kine bemerkenswerthe Schaar von Curven erhilt man durch Be- 
trachtung einer Art von Oberfliichen vierter Ordnung, welche die 
gegebene Fliiche lings einer Curve beriihren. Bezeichnet man durch 


@,,, den Ausdruck 


A, A), A; L, + «MM, 
A,, A,, ye L, + «M, | 
(23) @,, = : 4 ‘ ; 7 
A; A,, A;, L, +« M, 
L+#M, L,+2*mM, L,+2M, 0 
so ist nach bekannten Siitzen ®, DO. — 2, gleich dem Produkt 


der Determinante der A mit einer andern Determinante, welche ent- 
steht, indem man jene mit den beiden Reihen L;-+-«*M;, L;-+ « M; 
gleichzeitig horizontal und vertikal riindert. Aber die letztere Deter- 
minante ist (x — x’) multiplicirt mit der Determinante, welche nach 
(3) gleich Null gesetzt die gegebene Fliiche darstellt. Jede Fliche 
®,, schneidet daher die gegebene Fliche so, dass im Durehschnitt 
@* . = 0, d. h. sie schneidet in zwei zusammenfallenden Curven, oder 


sie beriihrt lings einer Curve. Man hat so den Satz: 
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Die Flichen ®,,—0O bilden eine einfache Schaar von 
Flichen vierter Ordnung, welche die gegebene Fliche 
lings Raumeurven zehnter Ordnung beriihren, und je zwei 
soleher Raumeurven, welche von den Beriihrungen mit den 
Flichen ®,,—0, ®,, =O herriihren, liegen auf einer F1li- 


che der doppelt unendlichen Schaar ®,,. = 0. 
Um nun die Lage der Fliiche ®,,- = O niher zu untersuchen, 


kann man zuniichst ihre 12 Durchschnittspunkte mit der Doppeleurve 
der Fliche fiinfter Ordnung bestimmen. Von diesen Punkten sind 
zwei die durch die Parameter x und x’ bestimmten Punkte der Raum- 
eurve dritter Ordnung, welche durch die Gleichungen 


L,+ «2M, = 0 ; L, + «M, = 0 ; L., + «M, = 0 





und 
L,+«#M,=0 , L+¢e#M,=0 , L,+*M,=—0 
gegeben sind. Die Flichen ®,, — 0 beriihren also die Raumecurve 
in dem durch den Parameter x auf ihr bestimmten Punkte. Die an- 
deren 10 Schnittpunkte der Doppelschaar ®,, =O mit der Curve drit- 
ter Ordnung sind fest; es sind niimlich keine andern, als die auf letz- 
terer gelegenen Riickkehrpunkte der Fliche fiinfter Ordnung. Um die- 
ses nachzuweisen, geniigt es, auf die Betrachtungen des §. 13 zuriick- 
zugehen. Indem man nimlich fiir die x; die Functionen dritter Ord- 
nung von A einsetzt, welche jene Grossen als Coordinaten eines Punk- 
tes der Raumcurve charakterisiren, verwandelten sich die A;, in Qj,, 
die Gréssen &; + xM; und L; + x M; in (x—A) K; wnd (x’—A)K;. 
Daher verwandelt sich der Ausdruck (23) in (vgl. 16*) 
(x—A) (xX —A). Q=0. 

Die oben. erwiihnten Punkte der Doppeleurve werden durch die ersten 
heiden Factoren gegeben; der letzte fiihrt auf die 10 Riickkehrpunkte. 

Der vollstiindige Durchschnitt der Fliche 4'* Ordnung ®,, — 0 
mit der gegebenen Fliche muss sich als Curve von der Ordnung 
4-4==16 abbilden; aber da sich nach dem Vorigen dieser Durchschnitt 
in die Beriihrungscurven der letztern Fliche mit den Flichen ®,, —0 
und ®,, = 0 auflést, so muss jede einzelne dieser Beriihrungscurven 
sich als Curve achter Ordnung abbilden. Die Gleichung der Abbil- 
dung einer solechen Curve findet man leicht aus den Gleichungen (4), 
indem man bemerkt, dass, sobald man w= xd setzt, und an Stelle 
der letzten beiden Gleichungen (4) die Combination 

(L, + x M,) Fi + (L, + x M,) 52 + (L, + x M;) 5 = 

treten liisst, die Elimination der & sofort ®,, — 0 liefert. Begniigt 
man sich also w = x4 zu setzen, ohne von dieser letzten Combination 
Gebrauch zu machen, so erhiilt man die Gleichungen fiir die gemein- 
same Schnittcurve der gegebenen Fliiche mit den Fliichen ®,, = 0, 
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welches auch x’ sei, d. h. die Beriihrungscurve mit ®,,—0. Die 
fraglichen Gleichungen sind also: 

Ay, 8, + Ajo 8. + Ays6; = (LZ, + xM,) 4 

Ay, + AgeS, + Ao 83 (L, + *M,) 4 
(23°) Ay, 8, + Ag. 6 + Ay38; = (L, + * MM) a 

L, & + L, ot L, §;5 = 0 

M, Fi + M, E, + M, g3 = 0. 
Die gesuchte Abbildung findet man, indem man aus diesen Gleichun- 
gen 4 und die « eliminirt. Zu diesem Ende schreibt man die obigen 
Gleichungen passender in der folgenden Form, in welche sie durch 


die identischen Gleichungen (6) sogleich iibergefiihrt werden: 


aw, Se! +o, SP 4, Te +, St oe 94 (L, + 2 M,) 


O81 = eee 0g 0§ 

OP: | ., ODe . Os CM  « 
“l O&, + 2, Dg + 7 og, + 0&> 24 (L, + xM,) 
_ ors. Ce . OD . Op, a 
vy dé +T %, Dé +- Ls Dé, ++ av, dé, = 24 (L, + x M,) 


Lay + MyAy + Xd, + 2A, = O 
Hy + Lofty + Hyg + *yu, = O. 


Aus diesen Gleichungen folgt. das Verschwinden der Determinante: 


oF OP2 OPs OD4 
an ue eH NTE 


, 4 y 4 | 
OP CP2 OP; Ops 1 
7 xe ; 49 x M, 
0&2 0&2 O Se 0 & ™ a E 


(24) Pe= (09, O92 9; Ops jon 
; ¢ he ‘ 4 A 
. 0&3 0&3 0&3 0&3 oy + 9m 
A, a, A, A, 0 
a7 ty Hy My 0 


Dieser Ausdruck ist vom vierten Grade in den &, enthilt aber auch 
noch die a, und zwar linear, in der letzten Vertikalreihe. Setzt man 
fiir diese die ihnen proportionalen Gréssen /; ein, so erhilt man eine 
Gleichung achten Grades, die Gleichung der gesuchten Abbildungs- 
curve. 

Man sieht aus der Form (24), dass die Abbildungen der Beriih- 
rungscurven der Flichen ®,, = 0 mit der gegebenen Fliichedie Glei- 
chungsform 

U+x«xV=0 
annehmen, also ein Biischel von Curven achter Ordnung bilden. Von 
den 64 Grundpunkten dieses Biischels sind 10 die Abbildungen der 
Riickkehrpunkte, 44 fallen in die Fundamentalpunkte, von den letzten 
10 wird weiterhin zu sprechen sein. Was das Verhalten des Biischels 
Mathematische Annalen I. 20 














302 Ueber Abbildung algebraischer Flichen. 
gegen die Fundamentalpunkte betrifft, so ist leicht zu sehen, dass 
jede Curve des Biischels jeden Fundamentalpunkt zum Doppelpunkt 
hat, wodurch denn in der That jeder Fundamentalpunkt vierfacher 
Grundpunkt des Biischels wird. Maultiplicirt man niimlich die Glei- 
chung (24), welche eine Curve des Biischels darstellt, mit der Glei- 
chung einer beliebigen in der Bildebene liegenden Geraden: 
a, &, + a, & + a,& = 0, 
so kann man das Product als Determinante mit sechs Reihen darstel- 
len, welche aus der Determinante (24) entsteht, indem man die Ver- 
tikalreihe 
Gy H%,,0,,0,0, a, & + a, & + a, & 
hinzufiigt, und die fehlenden Glieder der letzten Vertikalreihe durch 
Nullen ergiinzt. Zieht man nun die ersten drei Horizontalreihen, mit 
—,,&, §, multiplicirt, von der letzten ab, und dividirt diese durch 
- 2, so bleibt die Gleichung: 


CP: CP2 C®P3 CDs 1 M 
a 4 “ F * 14 
o€, o&, c & og, F . Ts 
CP CP2 C3 CPs ] 

: a xM, a, 
C&2 O52 € &2 C 2 : + z F 

taf 2S = = L+emM, «|, 

0&3 C§3 C§3 Cs Pi ° ; 
A, A, A. A, 0 0 
My My ly My 0 0 
A a YP» Pf; Pf 0 0 


ein Ausdruck, welcher fiir die vier Unterdeterminanten /, homogen 
vom zweiten Grade ist; denn eine Anordnung nach den letzten drei 
Reihen giebt die einfachere Form 


hth eth tase +m, a, 


as 0 o§ 
24) OSA thee the thoe Item, w|, 
Se 2 Se € $2 
» O*D, » O*Ds » C*=Ds >» €@ 
hi ne. + hy ‘ + hs + f . L, ss *M.,, as 
e§3 $3 0&3 C3 


wo die beiden ersten Vertikalreihen fiir die /; linear sind. Die 11 
gemeinsamen Verschwindungspunkte sind also Doppelpunkte dieser, 
und daher auch der Curve (24). 

Die 56 Schnittpunkte der Abbildung der Doppeleurve mit den 
Abbildungen der in Rede stehenden Beriihrungscurven sind hiernach 
die 11 viermal zu rechnenden Fundamentalpunkte, die Abbildungen 
der 10 Riickkehrpunkte, und endlich ein bewegliches Punktepaar, die 
Abbildung des die Beriihrungseurve charakterisirenden Punktes der 
Doppelcurve. . 
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Die 10 fehlenden Grundpunkte des Biischels achter Ordnung sind 
Abbildungen der Punkte, in denen sich alle Flichen ®,, mit der 
Fliiche fiinfter Ordnung noch treffen, und welche nicht der Doppel- 
curve angehéren, welche also wirkliche Beritihrungspunkte die- 
ser Flichen mit der Fliche fiinfter Ordnung sind. Man 
findet diese Abbildungen in folgender Weise. Die Gleichungen (24) 
werden erfiillt, unabhiingig von x, indem man in (4) 4 und w ver- 
schwinden liisst, und also von dem Systeme ausgeht: 





0 = Ay f, + Ay & + 436 = $2 oe vi 

O = Ay & + Ay & + 438 = 42 7 ” 
(25) eo; 

0 = As, 5 + A;, b, + A,,&, — 4 = 0€; ta 

Om Lt + L,%+1,% = TAx 

0 = M, &. + M, & tM, & = Luis; 


Dies sind fiinf Gleichungen, in denen die drei Verhiiltnisse der 
« mit den zwei Verhiiltnissen der § die Unbekannten bilden, welche 
also dadurch bestimmt sind. Die Punkte 2, welche durch diese Glei- 
chungen gegeben werden, liegen nicht auf der Doppelcurve; denn 
wenn man 


[L,+4M,=0,L1,4+4M,=0, L,+ 14M, =0 


setzt, und die # aus diesen Gleichungen durch 4 ausdriickt, so redu- 





ciren sich nach §. 13 die Gleichungen (25) auf das System 


Wi 51 + Vix 52 + %; é. = 0 
: WY» Fi + V2» 50 + Uo; 55 == 0 
Qs 5 + U2 bo + Ys; E3 == 0 
K, & + K,& + K,& =0, 


welche keine gemeinsame Lisung gestatten. Um die Anzahl der ge- 
meinsamen Lisungen der Gleichungen (25) zu bestimmen, eliminirt 
man die « der Reihe nach aus je vier der Gleichungen. Die Elimi- 
nationsresultate seien, je nachdem man die erste, zweite u. s. w. Glei- 
chung ausgelassen hat: 

Fi=-0,R=—-0,F, =0,4=0,M=— 0. 


Die Ausdriicke I’,, F',, F',, 4, M sind dann durch die vier Gleichun- 


gen verbunden (¢ = 1, 2, 3, 4): 
nn OF; 1 OY; 1 9; 
Ff oe + Fong, + Fagg, + 44+ Mei=0. 


Nun haben die Curven 4 = 0 , M= 0, welche von der vierten Ord- 
nung sind, 16 Punkte gemein. Diese Punkte sind theils solche, fiir 
20* 
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welche F,, F',, F', verschwinden, und welche also, zu den gesuchten 
gehéren, theils solche, fiir welche die F, irgend welchen Werth », 
haben, so dass aus der obigen Identitiit die 4 Gleichungen folgen: 


09; 0g; 0g; 
? - De az Ns az = VU. 
M1 ag, + % Ok + 1s dé, 
Die Lésungen dieser fiir die &, 7 symmetrischen Gleichungen erhiilt 


man aber aus den Punkten der Paare, welche fiir die vier Kegel- 
schnitte 


D; =0,9,=0,9,=0, y, = 0 
gleichzeitig harmonisch sind, und deren Anzahl gleich 3 ist, wie ich 
in Crelles Journal Bd. 67, p. 3 gezeigt habe. Die Gleichungen (25) 
haben daher 16 —6—10 Loésungen, wie zu beweisen war. Die 
Doppelschaar ®,, = 0 beriihrt also die gegebene Fliche in 
10 festen Punkten, deren Bestimmung durch das Vorliegende er- 
reicht ist. 

Aber es giebt unendlich viele Systeme von Fliichen ®,, = 0. 
Denn aus der Gleichung der Fliche sind die A;, nicht vollig bestimmt, 
sondern man kann statt der A;, die Ausdriicke 
(26) A’, = Ae + pila + » Li + 6; M, + 0, M; 
setzen, wobei die y; , 0; willkiirliche Constante sind. In den Gleichun- 
gen (4) iindert sich dadurch nichts, als dass an Stelle von 4, w die 
Gréssen 


(27) i- A+ M181 + P22 + 73§3 

? w=u+t 0,6, + 9, & + 9,6, 
treten. Wohl aber iindern sich die Flichen ®,,,— 0 sowohl, als ihre 
Schnittcurven mit den Flichen fiinfter Ordnung. Die neuen Flichen 
0',,. = 0 erhilt man, indem man in (23) die A‘, an Stelle der A;, 


setzt. Eine kleine Rechnung zeigt, dass ®,- dann folgenden Aus- 
druck annimmt: 


A,, A, A, £L,+2M, 0, —x'y, 


A,, Ay» A, L,+2*M, 0,—xy, 

@,' = Dy — | Ay Ay Az, L,+*M, 3,—x'y, 
L kL, Lo, 0 0 
M, M, M, 0 0 

|A,, A, Ay, L, +x M, 0, — xy, 

| A, A, A, L,+#M, 0,—xy, 

5 ae A,, A;, A,, L,;+%x M, b, — *Y3 
i a 0 0 
|M, M, M, 0 0 

L, M, 4, — xy, L, M, 6,—~*y, 


+i\L, M, 0,—xy, |- L, M, 6,—%*y, 


M, : d, — xy, 








= 
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Den Einfluss des Einfiihrens der A}, an Stelle der A;, auf die 
Schnittcurven der Flichen ®,, 0 mit der Fliche fiinfter Orduung, 
oder die Beriihrungscurven der Flichen ®,,— 0 findet man am ein- 
fachsten aus den Gleichungen 4%, 0 ihrer Abbildungen (24). Aus 
(26) folgt . 
ZZ Aix fi bs = THin, = THX; + 2LA a; Dyk, + 2Zu 4; 2d, 8,5 
daher 

Pi = Pi + 2d; Vyeks + 2m; 2x8, 
so dass die Functionen /; offenbar nicht geiindert werden, also // = f; 
ist. Nehmen wir daher an Stelle der Gleichung (24) die Gleichung 
(24*), deren rechte Seite den Werth — 4 W, (a, &, + a, & + «a, &) 
hat, und ersetzen in ihr die A;, durch die Aj,, so hat man nur die 
Functionen @ in der ersten Vertikalreihe zu veriindern, und man er- 
hilt also fiir die transformirte Function ®; die Gleichung: 
— $ Py (a, &, + @, & + a, §&) = — 4 Py (a, & + a, & + a &) + 
2 fh L,+«M, «, 


2 Sp,k,| = e a ee 
2 
= c fi L,+«M, «a, 
3 
= oe, fi L+«M, a, 
+2206. SSF L,+*xM, wy 
>2 
>, L+sM, «| 
- 0&3 ‘ ‘ 


Bemerken wir, dass hier die Gréssen LZ; , WM; so verstanden werden, 
dass in ihnen die 2; durch die f; ersetzt werden, so sehen wir, dass 
in den beiden letzten Determinanten die ersten Vertikalreihen bezie- 
hungsweise von den L,, M; nicht verschieden sind. Daher hat man 
einfacher: 

Pp, (a,& + ,& + a,&) = W, (a, & + a, & + a, &,) 

+ 42 (0, *Yx) &x- 2 + L, Mya. 

Nun ist nach §. 15 


J+ L, Mia, = S-(a,& + a & + a, &), 
wo S=0 die Abbildung der Doppelcurve ist. Daher bleibt iibrig: 
(28) Pp, = BP, + (m, & + mé& + m, &) S 
wobei nur m; fiir den ganz beliebigen Coefficienten 4 (0, — xy,) ge- 


setzt ist. 
Die Curven zehnter Ordnung, welche die Beriihrungs- 
curven der Flichen vierter Ordnung mit der gegebenen 
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Fliche sind, bilden daher eine vierfach unendliche Schaar. 
Ihre Abbildungen setzen sich aus einem der oben beschriebenen beson- 
dern Biischel und aus der Combination der Abbildung der Doppel- 
curve mit einer willkiirlichen Geraden zusammen. Alle haben mit der 
Abbildung der Doppeleurve die Doppelpunkte und die Abbildungen der 
Riickkehrpunkte gemein; und durch jedes Punktepaar von S = 0 geht 
noch eine dreifach unendliche Schaar von Curven, so dass also im 
Raume eine dreifach unendliche Schaar von Beriihrungscurven durch 
jeden Punkt der Doppeleurve hindurchgeht. 

Jede Gerade der Abbildung stellt nach §. 15 eine Curve vierter 
Ordnung und 2" Species dar, welche der Schnitt der Oberfliiche fiinf- 
ter Ordnung mit einer durch die Doppelcurve gelegten Fliche zweiter 
Ordnung ist. Eine jede solche bestimmt eine Gerade der Abbildung, 
also in (28) die Verhiiltnisse der m; die Raumcurve vierten Grades 
wird von der durch %, =O abgebildeten Raumecurve zehnter Ord- 
nung in 8 Punkten (Schnittpunkte der Geraden mit #, —0O in der 
Abbildung) getroffen, und jedes solche Punktsystem bestimmt dann 
mit der Raumeurve zehnter Ordnung zusammen eine einfach unend- 
liche Schaar von Beriihrungscurven zehnter Ordnung, welche durch 
jene acht Punkte hindurchgehen, u. s. w. 


g. 17. 


Flichen fiinfter Ordnung mit zwei sich nicht schneidenden 
Doppelgeraden. Niedrigste Abbildung auf einer Ebene. 


Ich gehe jetzt zur Betrachtung der Fliche fiinfter Ordnung mit 
zwei sich nicht schneidenden Doppelgeraden iiber, die einfachste auf 
einer Ebene abbildbare Fliche, bei welcher die Ordnung von dem 
Geschlechte des ebenen Schnittes der allgemeinen Kegel (§. 1) ent- 
gegen um weniger als 3 verschieden ist. Die Doppelgeraden seien 
“,=0,2,=0 und «, =0, 2,=0. Dann muss jeder Term der 
Flichengleichung wenigstens von der zweiten Dimension fiir “, , «, 
und ebenso von der zweiten fiir x, ,2, sem. Setzt man daher in 
jener Gleichung 


(1) Lh = Ax, LC, == TZ. 


¥ 4 ? a ‘ 3° 
so geht die Gleichung der Fliche nach Division mit «,*x,? in eine 
Form iiber, welche die # nur noch linear enthilt, waihrend sowohl 
.4 als w quadratisch darin vorkommt, also, wenn man nach den « 
ordnet: 


(2) 0 == A, a, + A, x + A, 7; + A, a 
wo die A Functionen sind, welche sowohl 4 als w quadratisch enthal- 
ten. Aus (1) und (2) zusammen folgt: 7 





een er | 





a 
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= A, + wA, 
Or, = A (A, + wA,) 
5) £ 
” ex, = (A, + 44,) 
gx, = — w(A,+4A4,), 
wodureh die Abbildung gegeben ist. Setzt manu in diesen Gleichungen 
(4) Aa bs Ss 
53 ; 55 : 


und multiplicirt mit §,°, so gehen aus den A; homogene Functionen 
vierter Ordnung J; hervor, welche sowohl &, als & nur quadratisch 
enthalten. Und die Gleichungen der Abbildung werden also: 


on, = (§; Bs + & B,) &; 
7 °%, = (8; B, + & B,) &, 
(5) ox, = — (§& B, + &, B,) &, 


»B, + &, B,) &. 


Diese Gleichungen zeigen zuniichst, dass die Doppelgeraden 


ex, = — (5 


“= wa Ly = O und a=, “= 0 
durch die beiden Curven fiinfter Ordnung 
(6) &,B, + &B, =0, &,B, + &, B, = 0 
abgebildet werden. Die erste dieser Gleichungen ist fiir &, , & homo- 
gen von der dritten, fiir &, , &, homogen von der zweiten Ordnung, 
bei der zweiten ist es umgekehrt. Die erste Curve hat daher bei 
&,=0 , & =O einen dreifachen, bei §, = 0 , & 0 einen Doppel- 
punkt, die andere umgekehrt. Und zwar sind die beiden Curven (6) 
iibrigens_ganz allgemeiner Natur, da iiber die Coefficienten in den B 
nichts vorausgesetzt wurde, und da jede Curve der angegebenen Art 
sehr leicht und zwar auf unendlich viele Arten in der Form (6) dar- 
gestellt werden kann. Die beiden Curven (6) schneiden sich ausser- 
dem noch in 13 einfachen Punkten. 

Die Abbildung des Schnittes der Fliche mit der Ebene 

a, 2, + a, 2%, + dy tz + a, 2, = O 
wird nach (5) durch die Curve sechsten Grades gegeben: 
(7) (ay, + a98,) (3B; + §,B,) — (383 + 482) (6B, + §,B,) = 0. 
Betrachtet man die a; als Parameter, so hat man ein System vou 
Curven sechster Ordnung vor sich, welches erstlich durch alle Schnitt- 
punkte der Curven (6) geht, zugleich aber durchaus homogen dritter 
Ordnung sowohl fiir &, , § als fiir § , & ist, und also die beiden viel- 
fachen Punkte der Curven (6) zu dreifachen Punkten hat. Zugleich 
umfasst die Gleichung (7) offenbar alle Curven sechster Ordnung, die 
das vollstindige Schnittpunktsystem der Curven (6) enthalten, sich 
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also aus den Ausdriicken (6) zusammensetzen, und zugleich die bei- 
den vielfachen Punkte jener Curven zu dreifachen Punkten haben. 
Die Abbildung enthiilt also zwei dreifache und 13 einfache Fun- 
damentalpunkte. Die letztern stellen 13 auf der Fliche liegende 
Gerade dar, und zwar, wie sich weiterhin zeigen wird, die einzigen Ge- 
raden, welche die Fliche ausser der Doppelgeraden enthilt. Jede der er- 
stern schneidet beide Doppelgerade, da sie in der Abbildung durch 
Schnittpunkte der Abbildungen der Doppelgeraden dargestellt werden. 
Um die Construction der Abbildung zu erhalten, braucht man 
nur auf die Gleichungen (1) zuriickzugehen. Legt man durch den 
Schnitt der Ebenen xz, = 0 , x, = 0 eine Bildebene, so bilden in die- 
ser die genannte Schnittlinie zusammen mit den Schnittlinien der 
Ebenen x, =O und 2, =O ein Dreieck, dessen Seiten in der ange- 
fiihrten Folge a, b, ¢ seien. Aus der Gleichung x, — Ax, = 0 sieht 
man, dass 4 bis auf einen constanten Factor das Abstandsverhiiltniss 
des Punktes 4, wu der Fliiche, also auch jedes Punktes in einer Linie 
ist, welcher von dem Punkte der Fliiche aus nach dem Durchschnitte 
der Ebenen x, — 0,2, =O gezogen ist. Dies trifft fiir jeden Punkt 
des zum Punkte 4, der Fliche nach §. 2 zugehérigen Construc- 
tionsstrahles zu, also auch fiir den Punkt, wo dieser Strahl die ange- 
nommene Bildebene schneidet. Daher ist endlich 4 bis auf einen an- 
dern constanten Factor das Abstandsverhiltniss des so construirten 
Bildpunktes von den Geraden }, a in der Bildebene. Genau auf die- 
selbe Weise sjeht man ein, dass mw bis auf einen constanten Factor 
das Abstandsverhiltniss des Bildpunktes von den Geraden c¢, a ist. 
Endlich also, setzt man fiir A, 2 fiir uw, so sieht man, dass die 


3 


— sich bis auf constante Factoren wie die Abstiinde des Bildpunktes 
von den Geraden b, c, a verhalten. Indem man also das Dreieck 
a, b, e zam Coordinatendreieck in der Bildebene wahlt, werden die 
— nach §. 4 die Coordinaten des abbildenden Punktes der 
Bildebene, womit die geometrische Interpretation des in den For- 
meln (5) enthaltenen Abbildungsprocesses aufs einfachste gegeben ist, 
und zwar diesmal in einer Form, in welcher wirklich jedem Punkte 
der Fliche ein Punkt der Bildebene zugehért, wiihrend bei den 
friiheren Abbildungen immer einem Punkte eine Gerade entsprach. 
Die Schnittlinie der Ebenen x2, = 0 , x, = 0, welche als die Seite 
a des Coordinatendreiecks der Bildebene bezeichnet wurde, schneidet 
die Oberfliche fiinfter Ordnung in einem Punkte. Wendet man die 
eben erwihnte Construction auf diesen Punkt an, so wird sein Con- 
structionsstrahl die Seite a selbst. Aber diese schneidet die Bildebene 
nicht in einem Punkte, sondern gehért ganz der Bildebene an; daher 
entspricht dem gedachten Punkte der Oberfliiche nicht ein Punkt der 
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Bildebene, sondern die ganze Gerade §&,= 0. Man erkennt dies auch 
aus den Formeln (5). Denn setzt man in diesen §&,=0, so wird 


L,=0,2,—=0, und die andern beiden Gleichungen nehmen die 


Form an: 
(8) ox, = a8,*8> , ox, = 8B E,°&,*, 
also noch 

ce Ly — Bx, = 0. 


Fiir & = 0 erhilt man also drei lineare Gleichungen zwischen 
den x, d. h. einen einzigen Punkt der Oberfliiche, welcher der Gera- 
den § = 0 entspricht. 

Aber es liegt sehr nahe, den besondern Fall zu untersuchen, in 
welchem die Gerade a eine der 13 Geraden der Oberfliche ist. Denn 
im Vorigen wurde iiber die besondere Lage der Ebenen x, =0,x, = 0 
nichts vorausgesetzt, als dass sie durch die eine Doppelgerade gehen 
sollten, und ebenso, dass x; == 0, x, =O durch die andere gingen. 
Daher kann man immer noch die Ebenen z, —0, x, =O so bestim- 
men, dass ihre Schnittlinie eine beliebige, die beiden Doppelgeraden 
schneidende Linie ist. Da nun jede der 13 Geraden beide Doppelge- 
raden trifft, so kann man eine derselben zur Geraden a wiihlen, und 
erhilt dadurch eine besondere Art von Abbildungen, deren es 13 ver- 
schiedene giebt, je nachdem man eine oder die andere der 15 Gera- 
den zu Grunde legt. 

In diesem besondern Falle ist die Gerade a nicht mehr Abbil- 
dung eines Punktes, sondern das Bild der ganzen auf der entspre- 
chenden Geraden im Raume liegenden Punktreihe. Die Gleichungen 
(8) also miissen nicht mehr auf einen bestimmten Punkt z fiihren, 
das Verhiiltniss x, : #, muss unbestimmt sein, die Coefficienten « , 6 
miissen verschwinden. In diesem Falle also sind B, und B, nicht 
mehr zugleich quadratisch in §, und quadratisch in §,, sondern sie 
erhalten den Factor §, und die iibrig bleibenden Factoren stellen, 
gleich Null gesetzt, Curven dritter Ordnung dar, welche durch die 
Punkte & = 0, & —0O und &, =0, & =O hindurchgehen. Die bei- 
den Curven (6), die Abbildungen der Doppelgeraden, sind jetzt durch 
Gleichungen von der Form 

E,-p9 = 0 ’ f,-¢9 = 0 

dargestellt, und gp =0 , ~ =O sind jetzt zwei Curven vierter Ord- 
nung, von denen die erste bei & = 0, & — 0 einen Doppelpunkt, bei 
—,=0, & =O einen einfachen Punkt hat, die andere umgekehrt, 
und zwar sind dieselben ganz allgemeine Curven solcher Art. Sie 
schneiden sich ausserdem noch in 12 Punkten, den Abbildungen der 
12 iibrigen Geraden, wihrend die 13 durch &, = 0 abgebildet ist. 

Indem nun aus allen Functionen (5) der Factor §, sich absondert, 
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sind es nur noch Functionen fiinfter Ordnung, durch welche die Ab- 
bildung vor sich geht, und zwar sind die Gleichungen der Fiche jetzt: 


or, = § 

or, = §.9 
(9) or, = §y 
ov, = &4, 


wobei p = 0 und w = 0 jetzt die Abbildungen der Doppelgeraden 
werden. 


g. 18. 


Gerade und Kegelschnitte der Fliche. Ebenen, welche durch 
sie gelegt werden. 


Die Abbildung des allgemeinsten ebenen Schnittes: 


(10) (a,&; + 4,6) — (a5& + 4,6) ¥ = 0 
ist zugleich die allgemeinste Curve fiinfter Ordnung, welche durch die 


Schnittpunkte von g = 0 und »y =O geht, und in den Doppelpunk- 
ten dieser Curven Doppelpunkte hat. Unter den zerfallenden Curven, 
welche in diesem Systeme enthalten sein kénnen, sind zuniichst die- 
jenigen zu bemerken, deren zugehérige Ebenen im Raume durch die 
Doppeleurven gehen. Es geschieht dies, wenn entweder a,—0 , a,=0 
oder a,—=0,a,=—0. In beiden Fallen zerlegt sich die Abbildung 
in die Abbildung einer Doppelgeraden und in den Biischel von Gera- 
den, welcher im Doppelpunkte der Abbildung der andern Doppelgera- 
den seinen Scheitel hat. Die beiden so entstehenden Biischei von 
Geraden sind Abbildungen von zwei Schaaren ebener Curven 
dritter Ordnung, welche auf der Fliiche liegen; ein solcher Biischel 
ist der Durchschnitt der Fliche mit den durch diejenige Doppelgerade 
gelegten 'Ebenen, in deren Abbildung der Scheitel des Biischels nur 
ein einfacher Punkt ist. Jede solche Ebene schneidet noch die andere 
Doppelgerade, und die Curven dritter Ordnung erhalten dadurch je 
einen Doppelpunkt. 

Unter diesen Curven sind insbesondere 2 . 13, welche in eine 
Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen, indem die erzeugende Ebene 
durch eine der 13 einfachen Geraden der Oberfliiche hindurchgehen. 
Es giebt also 26 Kegelschnitte auf der Fliche, welche den 13 
Geraden in der Art paarweise zugeordnet sind, dass jede Gerade der 
Schnitt der Ebenen eines solchen Paares ist. Von diesen 26 Kegel- 
schnitten bilden sich 24 als die Verbindungslinien der doppelten Fun- 
damentalpunkte mit den 12 iibriggebliebenen einfachen ab; die beiden 
letzten aber, welche der bevorzugten unter den 13 Geraden zugeord- 
net sind, werden durch die doppelten Fundamentalpunkte selbst dar- 
gestellt. : 
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Da jede Ebene, welche durch eine Doppelgerade geht, die andere 
nur in einem Punkte schneidet, so giebt in der Abbildung der Schnitt 
der Abbildung einer Curve dritter Ordnung mit der Abbildung der 
letztern Doppelgeraden ein Punktepaar an, welches einen Punkt die- 
ser Geraden abbildet. Indem man also von dem Doppelpunkte der 
Abbildung einer Doppelgeraden die Strahlen zieht, erhilt man auf 
jedem zwei Punkte, die Punktepaare der Abbildung. Unter diesen 
sind die sechs Tangenten, welche man von dem Doppelpunkte der 
Abbildung an diese ziehen kann; auf jeder Doppelgeraden lie- 
gen also sechs Riickkehrpunkte*). Dagegen wird von den 
Strahlen des genannten Biischels die Abbildung der andern Doppel- 
geraden in je 3 Punkten geschnitten; sie entsprechen den Schnitten 
dieser Doppelgeraden mit den Curven dritter Ordnung. Da unter den 
Strahlen, deren Scheitel fiir die Abbildung dieser Doppelgeraden nur 
ein einfacher Punkt ist, sich 8 Tangenten befinden, so beriihren 
unter den Curven dritter Ordnung eines Ebenenbiischels 
immer 8 die Doppelgerade, welche Axe des Biischels ist. 

Siimmtliche durch eine der Doppelgeraden gehende Ebenen sind 
als dreifach beriihrende zu betrachten; denn jede solche Ebene schnei- 
det noch in einer Curve dritter Ordnung, und diese wieder die Dop- 
pelgerade in drei Punkten; in diesen letztern muss also die Ebene 
einen Mantel der Oberfliiche beriihren. Es giebt also zuniichst zwei 
unendliche Schaaren dreifach beriihrender Ebenen, welche 
auf diese Weise erhalten werden. 

Unter diesen Ebenen sind diejenigen 26 besonders hervorzuheben, 
welche durch eine einfache Gerade der Oberfliiche gehen. Bei diesen 
treten die beiden Schnittpunkte der Geraden mit dem entsprechenden 
der oben erwihnten Kegelschnitte auf; von diesen Schnittpunkten 
aber liegt der eine (wie bei den Curven dritter Ordnung immer der 
Doppelpunkt) auf der Doppelgeraden, durch welche die Ebene nicht 
geht; es bleibt also nur ein weiterer Schnittpunkt iibrig. Diese 26 
Ebenen beriithren also jede in vier Punkten die Fliche, von 
welchen immer drei auf einer der Doppelgeraden liegen. 


*) Man erkennt dies auch leicht direct. Betrachten wir z. B. die Doppelge- 
rade 2, 0 , % = 0, und schreiben die Gleichung der Fliiche in der Form 
Ax? + 2Ba,2, + Ca? = 0, 
wo A, B, C von der dritten Ordnung sind. Das Paar von Tangentenebenen eines 
Punktes der Doppelgeraden ist dann 
Ay X;? + 2B, X,X, + C,X,? = 0, 

wo X, , X, laufende Coordinaten sind, und A), B,, C, aus A, B, C entstehen, 
indem man a, = 0, 2% = 0 setzt. Die Bedingung fiir den Riickkehrpunkt ist 


v3 


also A,Cy — B,2 = 0, eine Gleichung sechsten Grades fiir = 
4 






| 
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Nichst den Ebenenbiischeln, welche eine der Doppelgeraden zur 
Axe haben, verdienen nun insbesondere diejenigen Beachtung, 
Axe eine der einfachen Geraden der Oberfliiche ist, und deren jeder 
zwei der zuletzt genannten vierpunktigen Beriihrungsebenen enthilt. 
Betrachten wir insbesondere den Biischel, dessen Axe die in der Ab- 
bildung bevorzugte Gerade ist. Die Curven vierter Ordnung, in wel- 
chen die Ebenen des Biischels die Fliiche noch schneiden, bilden sich 
in diesem Falle als Curven vierter Orduung ab, welche durch die 12 
einfachen und die beiden doppelten Fundamentalpunkte hindurchgehen. 
Man erhialt die Gleichung der Abbildungen, indem in (10) a, und a, 
verschwinden liisst, wobei deun nach Auslassung des Factors & die 
Gleichung eines Biischels iibrig bleibt: 


(11) a,gta,y = 0. 


Ausser den oben genannten 14 Punkten miissen diese Curven also 
noch zwei Schnittpunkte gemein haben. Man sieht aber, dass man 
in einem der doppelten Fundamentalpunkte die Tangente des Biischels 
(11) bildet, einmal der von » und einmal der von vy herriihrende Theil 
identisch verschwindet, dass also der Parameter a, : a, in beiden Fil- 
len herausgeht, und also die Curven (11) sich in diesen Punkten be- 
riihren, wodurch denn die richtige Zahl von Schnittpunkten herge- 
stellt ist. Uebrigens bedeutet dies fiir die auf der Oberfliiche liegenden 
Curven nur, dass alle die beiden durch die doppelten Fundamental- 
punkte dargestellten Kegelschnitte in constanten Punkten schneiden, 
was selbstverstindlich ist. 

Jede dieser Curven vierter Ordnung in der Abbildung schneidet 
die Gerade &, = 0 ausser in den beiden doppelten Fundamentalpunk- 
ten in zwei beweglichen Punkten, und da diese aus dem Biischel 11 
erhalten werden, so bilden sie eine Involution. Es giebt also den 
Doppelpunkten derselben entsprechend zwei Beriihrungscurven. Fer- 
ner erhailt man zwei bemerkenswerthe Punktepaare, indem man die 
Curven op =0 , Y=O betrachtet, welche gleichfalls dem Biischel 
angehéren. In diesem Falle riickt der eine Punkt des Paares in einen 
der doppelten Fundamentalpunkte, und wird also die Abbildung des 
Punktes, indem einer der durch die Gerade gehenden Kegelschnitte 
dieselbe ausserhalb der Doppelgeraden trifft, wiihrend der andere Punkt 


deren 


des Paares den Schnittpunkt der Geraden mit derjenigen Doppelgera- 
den abbildet, mit welcher der Kegelschnitt in einer Ebene liegt. Man 
hat also folgenden Satz: 

Die durch eine einfache Gerade gelegten Ebenen 
schneiden die Fliche in Curven vierter Ordnung; von den 
Schnittpunkten derselben mit der Geraden fallen zwei 
in die Sechnittpunkte A,B der Geraden mit den Dop- 

















jedes solehen Biischels aber sind 25 dreifach beriihrende. | 
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pelgeraden a , B®. Die andern beiden Schnittpunkte sind | 
beweglich und bilden eine Involution. Es giebt daher | 
zwei beritihrende Curven. Die Involution bestimmt sich 
durch zwei Paare, nimlich A mit dem andern Schnitt- 
punkte des durch B in einer Ebene mit « gehenden Kegel- | 
schnittes, und durch B mit dem andern Schnittpunkte des 
durch A in einer Ebene mit 6 gehenden Kegelschnittes. 

Alle diese Ebenen sind doppelt beriihrend. Unter den Ebenen | 


Man findet ihre Abbildungen, indem man in dem betrachtenden Cur- 
venbiischel vierter Ordnung diejenigen Curven aufsucht, welche einen 
Doppelpunkt haben. Man hat also die Discriminante von (11) gleich 
Null zu setzen, was eine Gleichung 27. Grades fiir a, : a, giebt. Aber 
diese Gleichung hat zwei evidente Lésungen, niimlich a, =O und 
a, = 0, da die Diserminante von g und y selbst verschwindet. Diese 
Liésungen fiihren nur auf die Curven gp = 0, ~»=0, welche auszu- 
scheiden sind; es bleiben daher nur 25 Lésungen iibrig. Die ganze 
Zahl soleher dreipunktig beritihrenden Ebenen ist daher 
13. 25 = 325. 

Die noch iibrigen dreipunktig beriihrenden Ebenen werden in der 
Abbildung durch Curven fiinfter Ordnung mit fiinf Doppelpunkten 
dargestellt. Ihre Zahl scheint schwer direct zu bestimmen. 


§. 19. 


Beweis, dass keine andern Geraden und Kegelschnitte auf der 
Fliiche liegen. Hyperboloide, welche durch die Doppelgeraden 
gehen. 


ch werde jetzt zeigen, dass auf der Oberfliiche keine andern Ge- 
Tcl rde jetzt zeigen, dass auf der Oberfliiche keine andern Ge 
raden und Kegelschnitte existiren, als die oben angegebenen. Zu die- 
sem Zwecke benutze ich die Formel §. 6 (18) in der Form 


M+ Za+2568.... 


n 


n= 


Hier ist » = 5, ferner fiir Gerade J = 1. Sodann kann eine Gerade 
der Fliche keinen durch einen doppelten Fundamentalpunkt darge- 
stellten Kegelschnitt zweimal treffen, ohne in seiner Ebene zu liegen; 
was aber in einer solchen Ebene lag, ist oben bereits behandelt wor- 
den. Man kann also annehmen, dass die beiden Zahlen 6 héchstens 
gleich 1 seien. Sodann kann eine auf der Fliiche liegende neue Ge- 
rade héchstens 5 der 13 oben betrachteten Geraden der Fliche schnei- 
den; schnitte sie deren 6, so lige sie mit diesen und den Doppelge- 
raden auf einem Hyperboloid, und dieses schnitte seinerseits die Fliche 
fiinfter Ordnung in einer Curve 6'* Grades (2 Doppelgerade 4-7 ein- 
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fachen Geraden), wiirde also ganz der Fliiche angehéren. Demnach 
kann Ye héchstens 5 sein, und man hat also 


1+5+2-2 
m< + an 4 
v0 


d. h. m < 2. 


Nun giebt eine Gerade der Abbildung im Allgemeinen eine Curve 
fiinfter Orduung im Raume, und dieser Grad. kann sich um vier Kin- 
heiten nur dadurch reduciren, dass die Gerade durch beide doppelte 
Fundamentalpunkte geht; dann aber ist sie eine der friiheren Gera- 
den. Ein Kegelschnitt (m= 2) stellt im Allgemeinen eine Curve 
zehnter Ordnung im Raume dar, und deren Ordnung kann sich héch- 
stens um 7 Einheiten reduciren, wenn niimlich der Kegelschnitt durch 
die beiden doppelten und durch drei einfache Fundamenta!punkte geht. 
Ks giebt also in der That keme weitern Geraden auf der Fliiche. 

Bei der Aufsuchung von Kegelschnitten hat man M = 2 zu setzen. 
Weil etwa vorhandene Kegelschnitte nicht in der Ebene eines der 
friiheren legen kénnen, so ist jedes B héchstens 2, ferner kann jedes 
a hédchstens 1 sein, wenn man nicht auf Kegelschnitte in einer Ebene 
mit einer Geraden kommen will, welche schon behandelt sind. Ks ist 
also 


Nun kénnen Gerade nur Bilder von Kegelschnitten sein, wenn sie 
einen doppelten Fundamentalpunkt mit einem einfachen verbinden; 
diese Geraden, stellen aber die oben gefundenen Kegelschnitte dar. 
Dass Kegelschnitte in der Abbildung mindestens Curven dritter Ord- 
nung im Raume darstellen, ist vorhin schon gezeigt. Kine Curve drit- 
ter Ordnung in der Abbildung stellt im Allgemeinen eine Curve 15'" 
Ordnung dar; diese Ordnung erniedrigt sich héchstens um 10 Einhei- 
ten, wenn nimlich die Curve dritter Ordnung in einem doppelten 
Fundamentalpunkte einen Doppelpunkt hat, und durch den andern, 
so wie durch 5 einfache Fundamentalpunkte hindurchgeht. Endlich 
stellt eine Curve vierter Ordnung im Allgemeinen eine Curve 20*" 
Ordnung im Raume dar. Damit sie einen Kegelschnitt darstelle, 
muss sie drei Doppelpunkte oder einen dreifachen Punkt enthalten 
(p=0), und die Ordnung muss sich um 18 erniedrigen. Nun sind 
offenbar die giinstigsten Fille die, in welchen zwei Doppelpunkte in 
die doppelten Fundamentalpunkte fallen, einer in einen einfachen, 
und die Curve noch durch fiinf einfache hindurchgeht; oder in wel- 
chen ein doppelter Fundamentalpunkt dreifacher Punkt wird, und die 
Curve noch durch den andern und durch 7 einfache Fundamental- 
punkte geht. In beiden Fiillen aber betriigt die Erniedrigung nur 15 
Kinheiten. 

Es giebt also auch keine weitern Kegelschnitte, und demnach 
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auch keine andern ebenen Curven dritter Ordnung auf der Fliche, 
als diejenigen, deren Ebenen durch eine Doppelgerade gehen. Die 
Anzahl der zerfallenden ebenen Schnitte ist also erschépft. 

Niichst den ebenen Schnitten nehmen die Schnitte derjenigen 
Fliichen zweiter Ordnung die Aufmerksamkeit in Anspruch, welche 
durch die beiden Doppelgeraden gelegt werden. Die neben den Dop- 
pelgeraden selbst dabei auftretenden Schnittcurven sind von der 6'* 
Ordnung; und da die Fliichen zweiter Ordnung, von welcher hier die 
Rede ist, die Gleichungsform 

ax, + Bux, + pre, + Ox,4, = 0 
haben, so bilden dieselben sich als die Kegelschnittschaar: 
w&s? + BEE, + 76,6 + 06,6, = 0 

ab, d. h. als die Kegelschnitte, welche durch die doppelten Funda- 
mentalpunkte gehen. Diese Curvenschaar ist eine dreifach unendliche, 
wie die Schaar der Fliichen zweiter Ordnung selbst. In jedem Punkte 
der Fliche vierter Ordnung wird diese von einer Fliche zweiter Ord- 
nung beriihrt; dann zerfillt in der Abbildung der Kegelschnitt in zwei 
von den doppelten Fundamentalpunkten ausgehende Gerade, welche 
sich in der Abbildung des Beriihrungspunktes treffen; in diesem Falle 
zerlegt sich also die Curve sechster Ordnung in zwei Cur- 
ven dritter Ordnung. Eine andere Zerlegung tritt ein, wenn man 
die Fliche zweiter Ordnung durch eine der 13 Geraden gehen lisst. 
Dann bleibt eme Curve fiinfter Ordnung iibrig; und wihlt man zu 
jener Geraden die bei der Abbildung bevorzugte, so bildet die Curve 
fiinfter Ordnung sich als allgemeine Gerade ab. Die Geraden der 
Abbildung sind also Bilder solecher Curven fiinfter Ord- 
nung, welche mit den Doppelgeraden und der bevorzugten 
einfachen Geraden zusammen den vollstindigen Durch- 
schnitt der gegebenen Fliche mit einem Hyperboloid dar- 
stellen. 

Da die Durchschnitte der Hyperboloide, welche durch die Dop- 
pelgeraden gehen, mit der Fliche in der Abbildung Kegelschnitte 
geben, welche durch zwei feste Punkte gehen, so haben diese Raum- 
eurven sechster Ordnung fiir die Geometrie der Fliiche die Eigenschaf- 
ten von Kreisen, wihrend die bevorzugte Gerade die Linie im Unend- 
lichen vertritt, und die ersterwiihnten Raumeurven fiinfter Ordnung 
die Stelle der geraden Linien einnehmen. So giebt z. B. der Satz iiber 
den Mittelpunkt des gemeinsamen Orthogonalkreises dreier Kreise hier 
Folgendes: 

Man lege durch die Doppelgeraden drei Hyperboloide; 
je zwei der drei so entstehenden Sechnittcurven mit der 
Fliche treffen sich in zwei Punkten. Durch jedes dieser 
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Punktepaare und eine fest gewihlte einfache Gerade der 
Fliche, sowie durch die Doppelgeraden lege man drei wei- 
tere Hyperboloide; dieselben treffen sich dann in ein und 
demselben Punkte der Fliche. 


Indem ich hiermit diese Untersuchungen beschliesse, muss ich 
mich begniigen, einige Richtungen angedeutet zu haben, in denen fiir 
die betrachteten Flichen Quellen fruchtbarer Untersuchungen sich fin- 
den. Aber zugleich muss ich bemerken, dass die gefundenen Eigen- 
schaften eben nur fiir die allgemeinen F lichen der gedachten Arten 


gelten, wiihrend sie sich in besonderen Fiillen auf die mannigfaltigste 


Art iindern; wie z. B. wenn die Flichen Knotenpunkte erhalten, oder 
wenn die Doppeleurven zu Riickkehreurven werden, u. s. w.; eine Reihe 
von Méglichkeiten, welche so mannigfaltig ist, dass es schwer wird, 
auch nur eine Uebersicht iiber dieselben zu gewinnen. 


Gottingen, den 8'" October 1868. 








Notizen zu einer ktirzlich erschienenen Schrift 
tiber die Principien der Elektrodynamik. 


Von Cart Neumann in Lerezig. 


Meine zum Jubilium der Universitiit Bonn verfasste Schrift: Die 
Principien der Elektrodynamik (Tiibingen, 1868), iiber deren Inhalt 
eine vorliiufige Mittheilung schon enthalteu war in den Nachrichten 
der Gottinger Societit der Wissenschaften (Juni 1868), ist von Clau- 
sius im letzten Hefte von Poggendorff’s Annalen (Bd. 135. 8. 606) 
einer Beurtheilung unterworfen worden, mit welcher ich mich nicht 
einverstanden erkliren kann, und durch welche ich mich zu einigen 
kurzen Notizen iiber jene Schrift veranlasst sehe. 

Meine Schrift kann, wenn ich gegenwirtig auf diéselbe zuriick- 
blicke, als zusammengesetzt betrachtet werden aus zwei verschiede- 
nen Theilen, von denen der eine, sowohl mit Bezug auf die Natur 
seines Inhalts als auch mit Bezug auf die Festigkeit seiner Begriin- 
dung, dem andern voranzustellen ist. Demgemiiss erscheint es mir 
angemessen, zuerst den wichtigeren, sodann den mehr untergeordneten 
Theil zir Sprache zu bringen, und in solcher Weise eine Trennung 
eintreten zu lassen, welche in meimer Schrift nicht vorhanden ist. 


g. 1. 
Der in erste Linie zu stellende Theil der citirten Schrift. 


Als Ausgangspunkt dieses Theiles sind zweierlei Vorstellungen 
anzusehen, einerseits die Vorstellung, dass fiir die elektrischen Kriifte 
ein Potential existiren miisse, dass aber dieses Potential nicht allein 
von der relativen Lage der elektrischen Massen, sondern gleichzeitig 
auch noch von ihren Geschvindigkeiten abhiingig sei, andererseits die 
Vorstellung, dass das bekannte (die ganze Mechanik beherrschende) 
Hamilton’sche Princip auf Potentiale solcher Art ebenso gut an- 
wendbar sei, wie auf gewdhnliche nur von der relativen Lage abhiin- 
gende Potentiale. Meine Untersuchung geht demgemiiss aus von einer 
gewissen hypothetischen Forme] fiir das Potential elektrischer 


Massen: 
Mathematische Annalen I. 21 
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Hier bedeuten m und m, die beiden Massen, und r ihre gegenseitige 
Entfernung zur Zeit ¢; daneben ist unter c die im Weber’schen Ge- 
setz enthaltene Constante zu verstehen*). 

Meine Untersuchung zeigt nun, wie man von der Hypothese (1) 
aus, bei Anwendung des Hamilton’schen Princips, unmittelbar hin 
gefiihrt wird zu den bekannten Gesetzen der elektrischen Repulsion 
und Induction, gleichzeitig aber auch hingefiihrt wird zu einer die 
Elektrodynamik mitumfassenden Form des Princips der leben- 
digen Kraft. — An letzteres Resultat lehnt sich unmittelbar eine 
neuerdings von mir angestellte Untersuchung iiber die oscillirende Ent- 
ladung einer Franklin’schen Tafel (vergl. die Nachrichten der Got- 
tinger Gesellschaft der Wissenschaften. 13. Januar 1869), in welcher 
gezeigt wird, dass man zu der von Kirchhoff fiir dieses Phiinomen 
aufgestellten Differentialgleichung gelangen kann auf einem ganz an- 
dern (schon von W. Thomson angedeuteten) Wege, niimlich direct 
durch Anwendung jenes Princips der lebendigen Kraft. — Es diirfte 
bei dieser Gelegenheit darauf aufmerksam zu machen sein, dass in 
meiner Schrift bei Beurtheilung der Grosse einer gegebenen Masse 
zwischen der nach ihrer Wirkung und zwischen der nach ihrer 
Trigheit gemessenen Grosse keinerlei Unterscheidung gemacht ist. 
Kine solche Unterscheidung eintreten zu lassen, ist aber durchaus 
nothwendig, falls man Massen von verschiedener Materie (wie 
z. B. elektrische und ponderable Massen) gleichzeitig in Betracht 
zieht. Setzt man daher (wie es z. B. bei elektrischen Massen iiblich 
ist) die nach der Wirkung gemessene Grosse einer Masse gleich m, 
so ist die nach der Trigheit gemessene Grisse derselben keines- 
wegs gleich m, sondern gleich fm zu setzen, wo f einen constanten 
Factor repriisentirt, dessen Werth lediglich abhiingt von der Natur 
der betrachteten Materie. Dieser constante Factor ist an einigen Stellen 
meiner Schrift hinzuzufiigen, versiiumt worden. Das Versehen ist leicht 
zu corrigiren; die erhaltenen Resultate bleiben dabei vollig intact. 

In meiner Schrift wird iibrigens, was das Potential zweier Mas- 
sen aufeinander anbelangt, neben der Formel (1) gleichzeitig auch die 
allgemeinere Formel 


*) Diese Formel ist in meiner Schrift gleich zu Anfang (Seite 2) als der ei- 
gentliche Ausgangspunkt meiner Betrachtungen bezeichnet worden; die Con- 


stante : ist dort G genannt. Dabei mag mir gestattet sein zu bemerken, dass 
c 
dieselbe Formel an einer andern Stelle meiner Schrift (S. 24) behaftet ist mit 


einem stérenden Druckfehler; statt 1 ist niimlich dort zu lesen | 
cr . ce 
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(1°) w= mn, [» (r) — a $ £© (zi) | 


in Betracht gezogen, wo g (7) eine beliebige Function von + reprii- 
sentirt. Ebenso wie man bei Zugrundelegung der Hypothese (1) zu 
den Gesetzen der elektrischen Repulsion und Induction gelangt , genau 
ebenso gelangt man, wie meine Schrift zeigt, bei Zugrundelegung 
der Hypothese (1*) zu demjenigen Gesetze, welches ich (im Jahre 
1858) bei meiner Untersuchung iiber die magnetische Drehung der 
Polarisationsebene des Lichtes supponirt habe fiir die zwischen Elek- 
tricitiit und Aether vorhandenen Kriifte. 

Gegen den bisher besprochenen Theil meiner Schrift sind von 
Clausius keinerlei Bedenken vorgebracht. Seine Bedenken richten 
sich vielmehr nur gegen denjenigen Theil, welchen ich hier als den 
in zweite Linie zu stellenden bezeichnet habe. Auf diesen letztern 
werde ich daher ausfiihrlicher eingehen. 





Der in zweite Linie zu stellende Theil der citirten Schrift. 


Derselbe beschiiftigt sich mit der vorhin genannten, hypothetisch 
fiir das Potential angenommenen Formel (1). Er sucht dieser Formel 
einen weiteren Unterbau zu geben; er sucht die Formel zu ersetzen 
durch Vorstellungen. 

Das zwischen zwei Kérpern oder Massen m und m, vorhandene 
Newton’sche Potential (das Product der Massen dividirt durch die 
Entfernung) wird von mir aufgefasst als ein Bewegungsantrieb 
oder (besser ausgedriickt) als ein Befehl, der von dem einen Kérper 
gegeben und emittirt, von dem andern recipirt und befolgt wird. 
Gleichzeitig wird angenommen, dass der Befehl einer gewissen Zeit 
bediirfe, um vom Orte der Emission hinzugelangen zum Orte der Re- 
ception, dass er also (mit andern Worten) einer gewissen Zeit bediirfe, 
um den Raum zwischen beiden Kérpern zu durchlaufen. 

Die Entfernung der beiden Kérper von einander mag zur Zeit ¢, 
bezeichnet werden mit 7). Im Augenblick ¢, wird von dem einen 
Kérper ein gewisser Befehl gegeben, und zwar gegeben mit Riick- 
sicht auf die augenblicklichen Verhiiltnisse, d. i. mit Riick- 
sicht auf die augenblickliche Entfernung 7,; demgemiiss lautet 
der Befehl: —_ - Gegeben und emittirt zur Zeit ¢,, durchliuft dieser 
Befehl den Raum zwischen beiden Kérpern, ohne unterwegs irgend 
welche Aenderung zu erleiden; er wird daher, weil zur Durchlaufung 
jenes Zwischenraums eine gewisse Zeit erforderlich ist, von dem ge- 
horchenden Kérper recipirt und befolgt werden nicht zur Zeit ¢,, son- 


dern zu einer etwas spiteren Zeit ¢, also zu einer Zeit, wo die . 
21* 
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gegenseitige Entfernung der beiden Koérper nicht mehr die Grosse 1), 
sondern bereits eine etwas andere Grosse 7 besitzt. 


Der Befehl oder Potentialwerth a kann demgemiiss einerseits 


bezeichnet werden als das der Zeit ¢, entsprechende emissive Poten- 
tial, und andererseits auch enabilbiaia werden als das der Zeit ¢ ent- 
sprechende receptive Potential. Zur Zeit ¢, wird der Befehl gege- 
ben, zur Zeit ¢ tritt er in Kraft*). 

Die Zwischenzeit ¢ — ¢, ist diejenige, deren der Befehl bedarf, 
um den Raum zwischen beiden Kérpern zu durchlaufen. In Betreff 
dieser Durchlaufung ist in meiner Schrift diejenige Vorstellung zu 
Grunde gelegt, welche sich (wie mir scheint) als die einfachste dar- 
bietet, niimlich angenommen, dass der Befehl mit der constanten Ge- 
schwindigkeit ¢ vorwirts schreitet auf demjenigen Radiusvector, des- 
sen Anfangspunkt der befehlende und dessen Endpunkt der gehor- 
chende Korper ist. Die mit ¢ bezeichnete Geschwindigkeit bezieht 
sich also auf eine relative Bewegung; denn der Radiusvector, 
auf welchem der Befehl entlang geht, befindet sich selber in Bewe- 


*) Hiermit in voller Uebereinstimmung heisst es z. B. auf Seite 6 und 7 mei- 
ner Schrift wortlich: ,,Betrachtet man nur zwei Punkte m und m,, so sind aus- 
gehend von der Vorstellnng einer progressiven Fortpflanzung des Potentials fiir 
jeden Zeitaugenblick t zwei verschiedene Potentiale zu unterscheiden, das emissive 
und das receptive.“ 

»Das emissgve Potential ist dasjenige, welches von jedem der beiden 
Punkte ausgesandt wird zur Zeit t, wnd welches also erst ein wenig spiter 
den andern Punkt erreicht ........ 45 

»Das receptive Potential andererseits ist dasjenige, welches von jedem de” 
beiden Punkte empfangen wird zur Zeit t, und welches also schon ein wenig frii- 
her von dem andern Punkte abgesendet ist. Das der gegebenen Zeit zugehdrige 
receptive Potential ist demnach identisch mit dem einer friiheren Zeit entspre- 
chenden emissiven Potential ........ . 

Der letzte Satz hiitte, auf Grund der eben citirten Definitionen fiir das emis- 
sive und receptive Potential, auch so ausgesprochen werden kénnen: ,,Der zur 
gegebenen Zeit von dem einen Punkte recipirte Potentialwerth ist identisch mit 
dem, welcher zu einer etwas friiheren Zeit von dem andern Punkte emittirt wird.“ 
Denn unter den Potentialen sind auf den citirten Seiten meiner Schrift tiberall 
bestimmte, durch Formeln ausgedriickte Werthe verstanden. 

Hieraus aber geht deutlich hervor, wie wenig in meiner Schrift die Rede 
sein sollte von einer unmittelbaren Aehnlichkeit zwischen der Fortpflanzung 
des Potentiales und der des Lichtes. Wiirde es doch véllig ungereimt sein, wenn 
man sagen wollte, der in einem gegebenen Augenblicke von dem einen Punkte 
recipirte Lichtwerth (etwa Lichtmenge oder Lichtintensitit) sei identisch mit dem, 
welcher zu einer etwas friiheren Zeit von dem andern Punkte emittirt wird. 

Ueberhaupt besitzen, wie man sieht, die von mir tiber das Potential gemach- 
ten Suppositionen den Gesetzen des Lichtes gegeniiber eine so ausserordent- 
lich grelle Verschiedenheit, dass es mir kaum einfallen konnte, dieselbe beson- 
ders urgiren zu wollen. 
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gung, fortgetragen durch die auf irgend welchen Bahnen dahinlau- 
fenden Kérper*). 


Der zur Zeit ¢ vom gehorchenden Kérper recipirte Befehl 


hat nun offenbar diejenige Radiusvector - Linge zu durchlaufen ge- 
habt, welche vorhanden ist im Augenblick seiner Reception, 
also zu durchlaufen gehabt die zur Zeit ¢ vorhandene Radiusvector- 


Linge r. Die hierzu erforderliche Zeit ist aber ~ ; folglich +4, = — - 
c oe 


mm, 


Wird das der Zeit ¢ entsprechende receptive Potential ——! mit @ 
0 
bezeichnet, und wird ausserdem ¢, = t— Jt, r, =r — Jr gesetzt, 
so ergiebt sich: 
‘ mm mm 
2 o= ! => — L 
(4) fo r—dr’ 


und gleichzeitig ergiebt sich fiir das mit dr correspondirende Zeitinter- 
vall 4¢ die Formel: 


BY en Gant: oe 2 
(3) 4t=—t—t, = 


Dass nun aber diese Formeln (2) und (3), bei weiterer Behandlung 


und bei Vernachlissigung der dritten Potenz von < , fiir das recep- 


dw 


a» Wo w den Aus- 


tive Potential @ den Werth liefern: @ = w+ 


. : dr ; 
druck (1), andererseits wm einen aus log ry und di rational zusammen- 


gesetzten Ausdruck vorstellt; und dass ferner der eben genannte Werth 
bei Anwendung des Hamilton’schen Princips iiquivalent wird mit 
dem einfacheren Werthe: o —w;'— unterliegt keinem Bedenken, 
und ist auch in der That von Niemand in Zweifel gezogen. 

Somit ist gezeigt; dass die angegebenen Vorstellungen 
wirklich hinleiten zu der hypothetisch angenommenen Po- 
tentialformel (1). Ob allerdings diese Ersetzung einer fremdartigen 
Formel durch nicht minder fremdartige Vorstellungen, einen 
Fortschritt involvirt, diirfte vorliufig schwer zn beurtheilen sein. Auch 





*) Die Worte, deren ich mich hier bediene zur Explication dieser Vorstel- 
lung, haben sich mir erst gegenwiirtig dargeboten. Damals, bei Abfassung mei- 
ner Schrift, hatte ich die Vorstellung etwas anders, mehr bildlich, mir einge- 
kleidet. Ich dachte mir niimlich damals den befehlenden Kérper von einer ins 
Unendliche ausgedehnten Atmosphiire umgeben, die gewissermassen starr mit 
dem Kérper verbunden ist, und an allen seinen Bewegungen Theil nimmt; sodann 
dachte ich mir den vom Kérper emittirten Befehl, mit constanter Geschwindig- 
keit und ohne in seiner urspriinglichen Fassung irgend welche Aenderung zu er- 
leiden, fortlaufend in dieser rein ideellen Atmosphire. Demgemiiss brauchte 
ich damals das Wort ,,Wortpflanzung,“ welches besser hiitte ersetzt werden kén- 
nen durch ,,Transmission“. 











322 C. Neumann. 


habe ich bei Abfassung meiner Schrift diesem, in zweite Linie zu 
stellendem, Theile derselben kein zu grosses Gewicht beigelegt. Hier- 
aus erkliirt sich die auffaliende Kiirze, mit welcher derselbe behandelt 
ist; von den 38 Seiten meiner Schrift nimmt er nur etwa 3 Seiten in 
Anspruch. So kommt es, dass die diesem Theile zu Grunde liegen- 
den Vorstellungen in meiner Schrift keineswegs ausfiihrlich dargelegt, 
sondern nur kurz, nur im Voriibergehen angedeutet sind*). Dem 
Leser blieb es gewissermassen iiberlassen, diese Vorstellungen erst zu 
extrahiren aus den gegebenen Formeln; und das war (wie ich gern 
zugebe) keine leichte und gewiss auch keine dankbare Aufgabe. Denn 
jene Vorstellungen sind, wie man sieht, (wenigstens in ihrer gegen- 
wiirtigen Gestalt) sehr heterogen gegeniiber denjenigen Vorstellungen, 
aus welchen man die Erkliirungen physikalischer Processe herzuholen 
gewohnt ist. 

Immerhin erscheint es, mir**) wenigstens, merkwiirdig, dass 
dieselben Vorstellungen auch hinleiten zum Gesetze der gegensei- 
tigen Einwirkung zwischen Elektricitiit und Aether. Substituirt man 
nimlich im Newton’schen Potential statt der Function . eine be- 
liebige Function g (7), so ergeben sich durch Zugrundelegung jener 
Vorstellungen an Stelle der Formeln (2) und (3) die allgemeineren 
Formeln : 

(2) a= mm, 7 (r%)) = mm, g (7 
(3*) 4t=t-t=—- 





Mr), 


Diese aber fiihren bei weiterer Behandlung sofort zu der Potentialfor- 
mel (1*), folglich auch zu jenem Gesetze der gegenseitigen Kinwir- 
kung zwischen Elektricitiit und Aether. 


*) Ich glaubte mir solches um so eher erlauben zu diirfen, als ich jene Schrift 
nur als eine provisorische betrachtete, der eine ausfiihrlichere Publication des 
Gegenstandes folgen sollte, und nach meiner Absicht auch folgen wird. Mit die- 
sem provisorischen Charakter der Schrift steht in Einklang die sehr ungleich- 
miissige Behandlung ihrer einzelnen Abschnitte; denn einige derselben sind in 
grésster Ausfiihrlichkeit niedergeschrieben; von anderen nur die Resultate mitge- 
theilt. Demgemiiss ist auch meine Schrift bisher nicht allgemein publicirt, 
niimlich absichtlich von mir nicht in den Buchhandel gegeben worden. 

**) Ich kann nicht verlangen, dass das hier vorzubringende Argument allge- 
mein als giiltig anerkannt werde. Denn das Gesetz fiir die gegenseitige Einwir- 
kung zwischen Elektricitit und Aether, auf welches ich mich hier stiitzen werde, 
kénnte in Zweifel gezogen werden in Folge der Verdet’schen Experimentalun- 
tersuchungen iiber die bei der magnetischen Drehung der Polarisationsebene des 
Lichts auftretende Dispersion (Ann. d. chim. (3) T. 69. p. 415). Was mich aller- 
dings anbelangt, so glaube ich (gestiitzt auf nahe liegende Griinde), dass den 
Resultaten von Dispersions-Beobachtungen vorliiufig keine entscheidende Stimme 
iiber die Richtigkeit oder Unrichtigkeit jenes Gesetzes einguriiumen sei 





. 




















Principien der Elektrodynamik. 323 


Ueberhaupt méchte ich diesen in zweite Linie zu stellenden 
Theil meiner Schrift keineswegs fiir véllig iiberfliissig ansehen. Vielmehr 
bin ich geneigt, denselben als eine Vorarbeit zu betrachten, durch welche 
die einer tiefer gehenden Einsicht entgegenstehenden Hindernisse, wenn 
auch nicht beseitigt, so doch analysirt und beleuchtet werden. 

Gegen diesen in zweite Linie zu stellenden Theil meiner Schrift 
richten sich die Bedenken von Clausius. Ich werde im niichstfol- 
genden Paragraphen Gelegenheit haben, auf dieselben einzugehen. 

§. 3. 
Potential und Licht. 


Die von mir iiber das Potential gemachten Suppositionen zeigen 
den Gesetzen des Lichtes gegeniiber eine itiberaus grosse Ver- 
schiedenheit. So fallen z. B. was die Emission, Transmission und 
Reception anbelangt, unmittelbar folgende Differenzen ins Auge: Das 
von einem leuchtenden Kérper emittirte Licht ist unabhiingig von dem 
beleuchteten Kérper; hingegen ist das in irgend einem Augenblicke 
von einem anziehenden Korper emittirte Potential in strictester 
Weise abhingig von der augenblicklichen Lage des ange- 
zogenen Kérpers, (es ist dasselbe niimlich = ~— oder = mm, (7), 
wo r die augenblickliche Entfernung bedeutet). Ferner: Das von dem 
leuchtenden Kérper in einem gegebenen Zeitaugenblicke emittirte 
Licht verliert an Intensitit, je weiter es sich vom Korper entfernt; 
das emittirte Potential hingegen liuft ohne irgend welche Abin- 
derung seines urspriinglichen Werthes bis zum angezogenen 
Kérper.- Endlich: Das von dem beleuchteten Kérper recipirte (d. i. 
absorbirte) Licht ist im Allgemeinen ein Bruchtheil des auffallenden 
Lichtes; hingegen ist das von dem angezogenen Korper recipirte Poten- 
tial identisch (d.i. gleichwerthig) mit dem ankommenden Potential. 

Die Gesetze, nach denen das Potential von einem Kérper zum 
andern transmittirt wird, sind also (zufolge meiner Suppositionen) von 
den entsprechenden Gesetzen des Lichtes so ausserordentlich ver- 
schieden, dass von einer Aehnlichkeit kaum die Rede sein kann. 
Wenigstens wiire nur ein einziger Umstand geltend zu machen, in 
Bezug auf welchen eine Art Aehnlichkeit stattfindet. Dieser besteht 
darin, dass Licht wie Potential mit emer sehr grossen constanten 
Geschwindigkeit sich fortpflanzen; und auch diese Aehnlichkeit 
ist keine vollkommene; denn jene constante Geschwindigkeit besitzt 
fiir Licht und Potential verschiedene Werthe, und bezieht sich beim 
Licht auf eine absolute, beim Potential aber auf eine relative Bewegung. 

Zufiilliger Weise ist auf die eben genannte Aehnlichkeit hinge- 
wiesen worden durch einen gewissen Passus in der Kinleitung meiner 
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Schrift (Seite 3). Denn dort wird bemerkt, Riemaypn habe die Vor- 
aussetzung gemacht, dass das ,, Potential — dhnlich wie das Licht — 
mit einer gewissen constanten Geschwindigkeit durch den Raum sich 
fortpflanze“; zugleich wird hinzugefiigt, dass diese Annahme auch mei- 
ner Untersuchung zu Grunde liege. 

Dass dieser Vergleich mit dem Lichte ein ganz zufilliger und 
beilaufiger war, diirfte (abgesehen von dem eigentlichen Texte meiner 
Schrift) schon daraus hervorgehen, dass ein solcher Vergleich in mei- 
ner ganzen Schrift nur an dieser einen Stelle sich vorfindet, noch 
viel deutlicher aber daraus erkennbar sein, dass ein solcher Ver- 
gleich mit dem Lichte in meiner Mittheilung an die Git- 
tinger Societait nirgends vorkommt. (Das Wort ,,Licht“ ist in 
jener Mittheilung gar nicht enthalten.) 

Jedenfalls muss iibrigens von mir zugegeben werden, dass der 
genannte Passus der Kinleitung meiner Schrift, welcher nur eine ge- 
legentliche historische Notiz geben, nimlich Riemann als den eigent- 
lichen Urheber der Idee einer progressiven Bewegung des 
Potentiales bezeichnen sollte, wenig Genauigkeit besitzt. Bei Ab- 
fassung meiner Schrift erschien es mir kleinlich, in der Einleitung 
betonen zu wollen, dass meine Idee iiber diese progressive Bewegung 
von der Riemann’schen (soweit mir letztere verstiindlich geworden) 
sich noch wesentlich unterscheide. So unterliess ich dieses Unterschie- 
des zu erwihnen; was um so leichter zu Missverstiindnissen fiihren 
konnte, als die petreffenden Auseinandersetzungen im eigentlichen Texte 
meiner Schrift iusserst kurz gehalten sind. 

Demgemiiss ist es leicht erklirlich, dass Clausius bei Beurthei- 
lung meiner Schrift von der Meinung ausgeht, ich hiitte die Suppo- 
sition gemacht, dass das Potential von einem Kérper zum andern 
sich ihnlich wie das Licht fortpflanze; wahrend doch in Wirk- 
lichkeit meine Suppositionen iiber die progressive Bewegung des Poten- 
tiales den Gesetzen des Lichtes gegeniiber die grésste Verschie- 
denheit zeigen. — Es kann mir nur erwiinscht sein, dass ich auf 
die Gefahr eines solchen Missverstiindnisses aufmerksam gemacht, und 
dieselbe zu beseitigen veranlasst worden bin. 


Leipzig, 19. Januar 1869. 














Ueber die Aetherbewegung in Krystallen. 


Von Cart Neumann in Letpzic. 


Die vorliegende Untersuchung wird sich beschriinken auf die soge- 
nannten zwei und zweigliedrigen Krystalle, d. i. auf Krystalle, welche 
symmetrisch sind in Bezug auf drei zu einander senkrechte Ebenen. 
Es mégen zuniichst diejenigen Priimissen, von denen die Untersuchung 
ausgehen wird, kurz angegeben werden. 


2 


Die Priimissen der Untersuchung. 


I. Hypothese. Das Aethermedium besteht aus einem System dusserst 
feiner Theilchen, welche sowohl ihren gegenseitigen Einwirkungen, als 
auch den Einwirkungen der ponderablen Moleciile unterworfen sind. 
Diese Einwirkungen finden statt in der Richtung der Entfernung; héin- 
gen ferner, was ihre Intensitiét anbelangt, von der Grisse der Entfer- 
nung ab; und werden Null, sobald die Entfernung eine gewisse sehr 
kleine Linge tibersteigt. 

II. Hypothese. Awsserdem hat der Aether die Eigenschaft, denje- 
nigen Bewegungen, welche mit einer Aenderung seiner Dichtigkeit ver- 
kniipft sind, mit unverhiltnissmissig viel grisserer Energie zu wider- 
stehen, als andern Bewegungen, bei welchen solches nicht der Fall ist. 
Die Dichtigkeit des Aethers ist demnach sehr starken Kriften gegen- 
iiber allerdings verdnderlich, hingegen schwachen Kriften gegeniiber 
so gut wie unverdnderlich. 

Die Kriifte, unter welchen bei Entstehung eines Korpers die 
ponderablen Moleciile des Kérpers und die in ihm enthaltenen Aether- 
theilchen zum Gleichgewicht gelangten, und unter deren spannender 
Thitigkeit dieses Gleichgewicht fortdauert, betrachte ich als so stark, 
dass sie den Widerstand, welchen der Aether seiner Compression oder 
Dilatation entgegensetzt, in grésserem oder geringerem Grade iiber- 
wunden haben. Demgemiiss ist die Dichtigkeit des Aethers einerseits 
in verschiedenen Kérpern eine verschiedene, andererseits auch eine 
verschiedene an verschiedenen Stellen ein und desselben Korpers. So 
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werden z. B. die um irgend ein ponderables Molecii] herumgelagerten 
Aetherschichten verschiedene Dichtigkeiten besitzen; es wird niimlich 
die Dichtigkeit dieser Schichten, wenn man sich dem Moleciil niihert, 
zu- oder abnehmen, je nachdem die Einwirkung des Moleciils auf den 
Aether eine anziehende oder abstossende ist. Bei einem homoge- 
nen K®orper wird demnach die Dichtigkeit des in ihm enthaltenen 
Aethers eine periodische Function des Raumes sein. 

Anders verhilt es sich mit denjenigen Kriiften, welche wiihrend 
einer voriibergehenden oscillatorischen Bewegung des Aethers ins Spiel 
kommen. Diese Kriifte, welche von den ungemein geringen Ortsver- 
iinderungen herriihren, welche die Aethertheilchen bei ihren Oscilla- 
tionen erleiden, betrachte ich als so schwach, dass ihnen gegeniiber 
der Aether incompressibel ist. Die Dichtigkeit, welche der in dem 
Kérper enthaltene Aether zur Zeit seines Gleichgewichts besass, wird 
also, sobald solche Oscillationen eintreten, ungeiindert dieselbe blei- 
ben. Ist demnach in irgend einem Kérper die Dichtigkeit des Aethers 
zur Zeit seines Gleichgewichts durch irgend eine Function der Coor- 
dinaten gq =f (x,y, 2) dargestellt, so wird sie wiihrend eines etwa 
nachfolgenden oscillatorischen Zustandes ausgedriickt bleiben durch 
dieselbe Formel q = f (2, y, 2). 

Die genannten beiden Hypothesen fiihren nun (unter Anwendung 
des d’Alembert’schen Princips) fiir die oscillatorische Bewegung 
des in irgend einem Koérper enthaltenen Aethers zu folgendem Re- 
sultat : 

Bezeichnet man, was den Zustand der Ruhe anbelangt, die Coor- 
dinaten irgend eines Acthertheilchens m mit x, y, 2, ferner die Dich- 
tigkeit des Aethers mit q=f (x,y, 2); und sind andererseits x + u, 
y +v, 2+ w die Coordinaten von m fiir irgend einen Zeitaugenblicl 
t der Bewegung, ferner mX, mY, mZ dic in diesem Zeitaugenblicke 
auf m einwirkenden Krdfte; so gelten fiir u, v, w die Differentialglei- 
chungen: 


Ou cv Cw 
laa oa > ay + oz’ 


Ou , m Od 
mae = mX + = 
(18) 6 qd ox 
Cw , m Od 
ma, = mY + =? 
ot* q oy 
Do) y 
Cw r m Oh 
ma, =mZ+ —- =~: 
cl q @2 


Die in diesen Gleichungen neben u, v, w enthaltene vierte Unbekannte 
A reprisentirt einen gewissen Theil des in dem Aethermedium vorhan- 
denen Druckes, niimlich denjenigen Theil desselben, welcher entsteht aus 
der angenommenen Incompressibilitét des Aethers. +» 
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Sind X°, Y®, Z°, 24° die Werthe von X, Y, Z, 4 fiir den Zustand 
der Ruhe, so wird zufolge der eben hingestellten Gleichungen: 


70 
0 = mX* + m On : 


Q Ox 

- ry m od 
QO = my "7% dy” 
O=m7+4+" 


q Cz 
Demgemiiss kénnen jene Gleichungen (1*) fiir die Bewegung des 


Aethers auch so dargestellt werden: 


en Ou ov Ow 
' je T ay T oe’ 





fu . vy 0 (A—d") 
m © - as wm (X— X*) + = SS , 
(1) Cc q Cx 
i 7 yo m @ (4— 4°) 
mM ae = m (Y +7 —* 
Ow P 70 m o(4A—A?®) ; 
Mm ae = m (Z—Z*) + : oP 


Und in dieser Form sind sie fiir die Anwendung bequemer als in ihrer 
urspriinglichen Gestalt*). 


g. 2. 


Integration der Differentialgleichungen. 


Die in den Gleichungen (1°) enthaltenen Differenzen (X — X°), 
© 4 Y°), (4—Z") besitzen sowohl bei den verschiedenen von 
Cauchy_entwickelten Theorien als auch bei derjenigen, welche von 
meinem Vater aufgestellt wurde, die Werthe: 





’ oO a , Ou 
(X—X°) = (hy, + 1) oa + (hy, + hg) ay! + (ys + 4s) aR + 
729) Ow 
+ 2h, oa + 2h; Sone + hie, 


oxoy 
‘ 2p . ov , &v 
(2) (Y¥— Y°) = (ha + My) e + (hy. + hy) Dye + (hog + hs) oa + 


‘ Cw ‘ Cu ; 
+ 2hys a + 2h Lt hv, 


OYOz OYOx 
or r O2w ~ Aran 299 
(Z— 2") = (It, + Iy) bo H (le + hee) Soe + (less + Its) Se + 
Ae, ney 
+ 2hs, on + 2h, aby + b; w, 


*) Diese Hypothesen und Formeln sind von mir in Vorschlag gebracht in mei- 
ner Dissertation: ,,Explicare tentatur quomodo fiat, ut iucis planum polarisatio- 
nis per vires electricas vel magneticas declinetur (Halis Saxonum 1858)‘; in mehr 
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wo die h, § Constante sind, niimlich die constanten Mittelwerthe ge- 
wisser dem betrachteten Krystall eigenthiimlicher periodischer Functio- 
nen reprisentiren. Soweit sind jene Theorien in Uebereinstimmung. 
Divergenz zwischen ihnen tritt aber ein, sobald es sich um die 
Werthe jener Coefficienten h ,§ oder um die unter denselben anzu- ® 
nehmenden Relationen handelt. Zunichst nnn werde ich die 
aus meinen Primissen erhaltenen Differentialgleichun- 
gen (1*»>) unter Anwendung der Werthe (2) weiter behan- 
deln und integriren, ohne iiber jene Coefficienten irgend 
welche Voraussetzungen zu machen; beschrinken werde ich 
mich dabei allerdings auf den Fall, dass die zu untersuchende Aether- 
bewegung aus parallelen ebenen Wellen besteht. 


Ersetzt man in den Gleichungen (1°) die periodische Function ; 


durch ihren constanten Mittelwerth, er mag ¢ heissen, und setzt man 
gleichzeitig 
c(A— A) = 4, 


so werden jene Gleichungen mit Benutzung der Werthe (2) folgende 
Gestalt annehmen: 


cot ou Gv Ow 
Cx 7 oy ? az’ 


(3) S —_ (hu, + h,) e + (hy. + hy) cs + (iis + h;) Ae + 


oy C2 


s av ¢ Cw 0a 
+ 2h. cacy + 2h; Ande + hu + aa’ 
ew t 
= etc., ape = ete. 


ov 
oe 
Es bestehe nun die zu untersuchende Aetherbewegung aus Wellen, 
welche parallel sind zu einer durch den Anfangspunkt des Coordina- 
tensystems gelegten Ebene, deren Normale die Richtungscosinus «, B, y 
besitzt. Die Execursionen uw, v, w des am Orte x, y, 2 befindlichen 
Aethertheilchens werden alsdann ausser von der Zeit ¢ nur noch von 
demjenigen Abstande r abhiingen, den der Ort x, y, 2 von jener Ebene 
hat. Ebenso wird auch der am Orte x, y, z vorhandene Werth von 
A nur abhiangig sein von ¢ und yr. Ks ist aber: 


(4) r=ax+ py + ye. 
Demnach wird z. B. 


cu Cu oA oA 
= a = = & oy ? u. S. W. 


0x Or ° O02 
Die Gleichungen (3) gehen daher iiber in: 


ausfiihrlicher Weise sind dieselhen spiiter von mir entwickelt worden in meiner 
Schrift: ,,Die magnetische Drehung der Polarisationsebene*> Halle, 1863.“ 
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| ov Ow 
OmaM 4 p%4 , &, 


or 
Cu - Ou av aw oA 
of = 4 oe + Zhi. aB aa 2hys ay ae + hu + a Or? 


(5) 


et . av an ae aA 
Fi = 12 Gre t+ Phos BY Ge + 2hy Ba Se + hv + BS» 
2a .- Bw qe Ay AA 
5 = 3 Ga + 2hy ve SS + Phy 0B 5 + wt y Z> 
wo unter i,, %,, 4, die Ausdriicke zu verstehen sind: 
ty = (yy + hy) @ + (Dy, + he) B+ (hys + hs) 7’; 
(6) by = (hay + hy) @ + (haga + hy) B? + (hos + hs) Y?, 
is = (Igy + hy) @ + (Tagg + hy) B? + (lags + hs) y?- 
Es sei t die Schwingungsdauer der von uns betrachteten Bewe- 
gung, und zur Abkiirzung werde die Bezeichnung eingefiihrt 


en ex 
(7) cos( | 221) = Ot), 
so dass also 


(8) 0") = — (F) 2. 


t 


Um die Gleichungen (5) zu integriren, werde gesetzt: 


u= Aa(t mon ys 
m 


v= Balt — =) , 
m 


w=C o(¢— ) ’ 
m 
taz #t—S)- 
m m 
wo A, B, C, D, m disponible Constanten sein sollen. Durch Sub- 
stitution dieser Werthe in (5) ergiebt sich: 
(10) ta @2E eV, 


me 


(9) z 


Fae iA + 2hyp = + 2h ayC o” +} b, AG — “2 0”, 


e- Mm 
ete. etc. etc. , 
wo zur Abkiirzung ©, D’, @” 


fiir o(t— n)? @ (t— wn)? o*(t— w) 
m m m 


gesetzt sind, und wo also, nach (8), zwischen ® und ®” die Relation 
stattfindet: 
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Bian 2s & ) ©”. 
“2 


Somit zeigt sich, dass die zweite der Gleichungen (10) in allen ihren 
Gliedern mit dem Factor ®” behaftet ist, wiihrend die erste dersel- 
ben behaftet ist mit dem Factor ®’. Unterdriickt man diese Facto- 
ren, so ergiebt sich: 


t \2 i a 1,A + 2h, af B+ 2h. ay C aD 
[t+ (%)]4=" oe fe 
ete. etc. ete. 


Zur weitern Abkiirzung mégen nun die Bezeichnungen eingefiihrt 
werden: 


1 + 6, £: ) om %, Tie a 2 (has — h,, = hs.) « = Ji; 


(12) 1+ § (is) = i, ty + 2 (hs, — hgy — hyo) B = jz, 
1 + §; (c.) = i;, ty + 2 (hy, — hy, — hys) »”? = js, 


die ersteren mit Bezug auf augenblickliches, die letztern mit Riick- 
sicht auf spiiteres Bediirfniss. Die Gleichungen (11) gehen dann 
iiber in: 


0 =— a A + BB +y7C, 

0 = ti, —im’) A+ 2h, «8B B+ 2h, ay C—aD, 

O= 2h, Ba A+ (i,—i,m’)B+ 2h, By C— BD, 

O= 2h, yao A+ 2h. yb Bt (i,—i,m?)C — yD. 
Die fiir wu, v, w, 4 angenommenen Ausdriicke (9) werden also 
die zu untersuchende Aetherbewegung repriisentiren, sobald die in 
jenen Ausdriicken enthaltenen Constanten A, B, C, D, m den Glei- 
chungen (13) Geniige leisten. Aus diesen letztern aber ergiebt sich 
fiir m? die quadratische Gleichung 


(13) 


a B y 0 

(¢, —i, m*) 2 hy. «B 2 hy, ay a 
"sie C-ked Shale 6 
2 hs, ya 2 hs» YB (i; — i,m?) ? 


Sind mm? und m” die beiden Wurzeln dieser Gleichung, und sind 
ferner A, B, C, D und A’, B’, C’, D’ die bei Substitution jener 
Wurzeln aus den Gleichungen (13) sich ergebenden Werthe von A, B, 
C, D, so werden also in der gegebenen Richtung a, 6, y zwei 
Wellen sich fortpflanzen kénnen, und zwar die eine mit der Ge- 
schwindigkeit m und der Vibrationsrichtung A, 2B, C, die andere hin- 


——— 
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gegen mit der Geschwindigkeit m’ und der Vibrationsrichtung A’, 
B’, Cc. 

; Aus der ersten der Gleichungen (13) folgt, dass beide Vibrations- 
richtungen genau parallel sind mit der Wellenebene. Multiplicirt man 
ferner die drei iibrigen jener Gleichungen mit A’, B’, C’ und addirt, 
so ergiebt sich (mit Riicksicht auf jene erste): 

(i, AA’ + i, BB’ + i, CC’) mm? = i, AA’ + 1, BB’ + i, CC’ 
+ 2h, By (BC’ + BO) 
+ 2hy,ya (CA* + C'A) 
+ 2h,,.aB (AB + A’B). 


Kine analoge Gleichung muss gelten fiir die andere Wurzel m?; und 


- zwar muss sich diese Gleichung aus der schon hingeschriebenen offenbar 


la 


dadurch ableiten lassen, dass man m, A, B, C und m’, A’, B’, C’ mit 
einander vertauscht. Durch Subtraction dieser beiden Gleichungen wird 
man also erhalten: 

(i, AA’ + i, BB’ + i, CC’) (m? —m"*) = 0, 
d. i. 
(15) i, AA’ + i, BB’ + i,CC’ = 0. 
Die Vibrationsrichtungen A, B, C und A’, B’, C’ werden daher ge- 
nau aufeinander senkrecht sein, sobald die Gréssen i (12) den gemein- 
schaftlichen Werth 1 haben, d. i. sobald die in den Differentialglei- 
chungen enthaltenen Coefficienten § gleich Null sind. Also: 

In einer gegebenen Richtung kénnen sich immer nur 
zwei Wellenebenen fortpflanzen. In beiden sind die Vi- 
brationsrichtungen genau transversal, d. i. genau paral- 
lel mit den Wellenebenen selber. Ausserdem werden diese 
Vibrationsrichtungen genau senkrecht auf einander sein, 
sobald die (von einer directen Kinwirkung der ponderablen 
Moleciile herriihrenden) Coefficienten § gleich Null*) sind. 

Die quadratische Gleichung (14) fiir die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit liisst sich iibrigens in viel einfacherer Form darstellen. Zu- 
niichst mag bemerkt werden, dass die zweite der Gleichungen (13) 
sich so darstellen liisst: 


D = (i — i m*) = + 2h, BB + 2h, yC. 
Addirt man zu dieser Gleichung die identische Gleichung: 
0 = — 2(ny + ys) @ 4 4 2h, ad + Bhyad, 
und addirt man ferner hinzu die aus (13) entspringende Gleichung: 


*) Sie werden iibrigens auch dann auf einander senkrecht sein, wenn die } 
nicht Null, sondern nur einander gleich sind. 
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O= + 2h, a? 4 + 2 hy BB + 2hy7C, 
so ergiebt sich: 
D = [iy +2 (bag —har—yy) «2 —iym*] 4 


+ 2[hyy(GB+70) + hy (70 + @A) + yy(@A + BB], 


oder wenn man den symmetrischen Ausdruck 


D—2 [hos (BB + yC) + hy (yO + aA) + hy (aA + BB)| = 8 


setzt, und ausserdem Riicksicht nimmt auf die in (12) eingefiihrten 
Bezeichnungen : 
. A 
et 1k ee 
S — (ji i,m") = 
In genau derselben Weise, wie hier die zweite der Gleichungen (13) 


behandelt ist, liisst sich auch behandeln die dritte und die vierte 
dieser Gleichungen. Man gelangt so zu folgenden Formeln: 





Sa 
Au Jr — iy? : 
a ie SB 
(16*) B= i—imt? 
Y Sy 
ow Js —igm* : 
Fiigt man hinzu die erste der Gleichungen (13): 
g gen ( 
(16) 0 = «A+ BB + 76, 
so folgt augenblicklich: 
. oii ee B?  -. 
(16°) nina Ja — iy? . Je — igm? + Js — igm? 


Dies also ist die quadratische Gleichung, deren Wur- 
zeln die beiden Werthe von m? sind. Sind jene beiden 
Werthe gefunden, so werden sich dann ferner aus (16*) die 
zugehérigen Werthe der Verhiltnisse A: B: C in einfach- 
ster Weise ergeben. 

Wir steigen nun hinab zu specielleren Untersuchungen, indem 
wir der Reihe nach folgende Voraussetzungen eintreten lassen, die 
spiiter, theilweise wenigstens, ihre Rechtfertigung finden werden. 


I. Voraussetzung. Die ponderablen Moleciile haben auf die Bewe- 
gung des Aethers keine directe Einwirkung. Demgemiiss sind die Coef- 
ficienten 

hb = hh = hs = 9, 


und also nach (12): 


i =i, =i, = 1. 
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II. Voraussetzung. Zwischen den Coefficienten hy, hoo, hgg, hog, 
hay, hyy, finden die (schon von meinem Vater supponirten) Relationen 
statt: 

ling + sg = Shy , 
his, ++ hy, = 6hj,, 
li, A hyg = Bhyp. 
Demgemiiss kann gesetzt werden: 
hg = a, hy, =3(b+ce—a, 
hy, = b, hy = 38 (e +a—b), 
hie =, hs, = 3(a+b— ee). 
Zur Ablkiirzung mag dabei die Bezeichnung eingefiihrt werden: 
(6+¢ @+(ce+a P+(at+d)) v= 
=(a+b+c) — (ac®?+ bf + cy’) = p. 

Ill. Voraussetzung. Die Coefficienten h,, h,, hy, welche der bes- 

sern Symmetrie willen fortan bezeichnet werden migen mit 

h, =a, h, = 6, h, =, 
sind unter eimander gleichwerthig. Diese Il. Voraussetzung, deren 
Berechtigung gewihnlich durch Betrachtungen tiber den im Aetherme- 
dium vorhandenen Druck deducirt wird, erscheint schr misslich, wie aus 
dem weiteren Verlauf meiner Untersuchung hervorgehen wird. Ich 
werde daher diese Voraussetzung erst ganz zuletzt eintreten lassen. Setzt 
man also 
liye? $B? + hy? = ae? + OB + Gy =D, 

so wird p vorliiufig als variabel (niimlich als abhiingig von den Rich- 
tungscosinus «, B, y), und erst bei spiiterer Hinzuzichung der TI. Vor- 
aussetzung als constant (niimlich als gleichwerthig mit a, b, €) anzu- 
sehen sein. 


Nach (6) und (12) ist 
Jy = (yy Ig) @ + (gag) BPE gg ets) 9? 2 tags Igy hig) 


also mit Benutzung der Il. Voraussetzung und mit Benutzung der fiir 
h,, h,, h, eingefiihrten neuen Bezeichnungen: 


jy =p +3806 + €¢—a) a + cf + by? + 2(a—b—e) a’. 
Hieraus folgt durch Hinzuaddiren der identischen Gleichung 
0=—=—a-+ ace? + ap? + a 
augenblicklich: 


ji —P—atb4+oe+ (+a B+ (a+d) 7, 
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d. i. (vergl. die bei Gelegenheit der II. Voraussetzung eingefiihrte Be- 
zeichnung): 

jy =ptp—a. Ebenso wird offenbar werden: 
(1) fp=—pt+p—d, 

A=Pte—- 

In Folge der I. und II. Voraussetzung gehen daher die Formeln 

(16*>>>°) tiber in: 








4 a Se — 
‘ p+p—a—m’ 
a -_ SB 
(18*) B= ptp—b—m : 
C= Sy 


p+ p—c—m’ 
aA + BB+ yC, 


a2 p2 y? 
p+p—a—m? + p+ p—b—m? + p+p—c—m ; 


(18°) 0 


(18)  O= 


Diese Formeln mégen bezogen gedacht werden auf die eine der beiden 
Wellen, auf die Welle W mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit m. 
Analoge Formeln kénnen dann hingeschrieben werden fiir die andere 
Welle W’ mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit m’. 


Die Gleichung (18°) kann, wenn fiir den Augenbliek 
19 pt+p—_mm= MM, 
(19) p+p—mn = M 
gesetzt wird, so dargestellt werden: 
— a2 B2 y? 
Om M—a + M—b + M—ce 


0= M—M[b+o e+ (+a) p+ (4+Dy] + 
+ [bea +- cap? + aby’}. 

Hieraus folgt: 
(20) M+ M =(b+ 06) e¢+ (e+ a) P+ (a+ dD)’, 
also zufolge der von uns eingefiihrten Bezeichnung (vergl. die II. Vor- 
aussetzung) : 
(21) M+ M =p», 
oder, wenn man fiir M/ , M’ deren eigentliche Bedeutungen (19) sub- 
stituirt : 
(22) 2p + 2p — mm — min’ =p, 
d. i. 


(23) p+ 2p = mms mn’. 














Aetherbewegung. 


Hieraus folgt (durch Subtraction von a, b, ¢): 


ptp—a— mm = wn — p — a, 
(24) ptp—b — mm = mm — p — Dd, 
pt+p—e— mm = mm — p —e. 


Hierdurch aber gewinnen die Formeln (18% °) folgende Gestalt: 


A hes Sa : 
a mm —(p+a)’ 
- SB 
Oa ro ‘ - 
(25*) B mm’ — (p + b) P 
C sik Sy 


— am’ —(p +e)’ 
(255) O=—=aA+ BB+ 77, 


(De ats a? a 4 ee ere: 
(25°) 0 mm —(p +a) + mm’ —(p + b) + mm —(p +e) 


2 


Die Formeln (25*) driicken A, B, C durch m’ aus; d. h. sie 
driicken die Vibrationsrichtung der einen Welle W aus durch die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der andern Welle W’. — Zu diesen 
Formeln mag noch hinzugefiigt werden diejenige, welche aus (25) 
folgt, wenn man daselbst fiir a, B, y die aus (25°) entspringenden 
Werthe substituirt; sie lautet: 


(25°) m’'m’ (A? + B? + C?) = (p+ a) A? + (p+b) P+ (p+0C; 
ihre linke Seite reducirt sich auf mm’, sobald man unter A, B, C ge- 
radezu die Cosinus der Vibrationsrichtung versteht. Endlich mag 
noch hinzugefiigt werden die Formel: 


(25°) 0 = AA’ + BB’ + CC, 


welche sich auf Grund unserer J. Voraussetzung unmittelbar ergiebt 
aus friiheren Betrachtungen (pag. 331). 

Bis hierher haben wir nur von der I. und II. Voraus- 
setzung Gebrauch gemacht. Ziehen wir nun endlich auch noch 
die III. Voraussetzung hinzu, so verwandelt sich die Grésse p in eine 
Constante, d. i. in eine dem betrachteten Krystall eigenthiimliche 
Zahl. Die Formeln (25%"©>°) enthalten alsdann im Ganzen nur 
noch drei dem Krystall zugehérige Constante, niimlich: 


p+ a, p+b, pte, 


und repriisentiren, wie man leicht tibersieht, die Fresnel’- 
schen Gesetze mit voller Genauigkeit, nur mit dem einen 
Unterschiede, dass die Polarisationsebene (in Ueberein- 
stimmung mit der Theorie meines Vaters) identisch ist mit 
der Vibrationsebene. 


22* 
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g. 3. 


Bildung der Differential -Gleichungen. 


Das Aethermedium, mit dem wir uns beschiiftigen, mag vorliufig 
: enthalten gedacht werden in einem vollig beliebigen Kérper, und 
versetzt sein in irgend eine oscillatorische Bewegung. Wir be- 
' trachten neben einander zwei verschiedene Positionen des Mediums, 
: einerseits die dem Gleichgewicht entsprechende Position J7°, und 
andererseits diejenige Position JJ, welche vorhanden ist in irgend 
einem Zeitaugenblick ¢ jener oscillatorischen Bewegung. Besitzt eine 
von der riiumlichen Anordnung des Mediums abhiingende Grosse bei 
der erstern Position den Werth 4, so mag ihr Werth bei der letztern 
bezeichnet werden mit 4 -+ Da. 
: Wiihrend der Position 77° habe das Aethertheilchen m von einem 
} andern Aethertheilchen m, und von irgend einem ponderablen Mole- 
ciil m die Entfernungen + und y. Die zwischen diesen Massen m, mm, 
und m,m vorhandenen Potentiale mégen bezeichnet werden 
mit: und mit: 


(1) mm, f(r?) = mm, f, mmf (vr?) = mmf. 

Versteht man also unter a, b, ¢ und a, b, ¢ die relativen Coor- 
dinaten von m, und m in Bezug auf m (eine Bezeichnung, der zufolge 
“ ‘ ¢ ‘ ‘ ‘ ‘ 9 ° of 
e+tbh+e—r* und a+ b?+ ¢? —1 ist), so werden — mm, ct ; 
f 


. 
€ . . . 
— mm, = die rechtwinkligen Componenten der von m 


of 
cb? 





of 
— ’ 
mm, ip» 
° os rs . : of 
auf m, ausgeiibten Wirkung, und folglich + mm, 3 + mm, 
ce 
-+- mm, a die Componenten derjenigen Wirkung sein, welche umge- 
kehrt m, ausiibt auf m. Aehnliches gilt mit Bezug auf das Potential 
mmf. Setzt man also: 


. of ¢ 
mX° = mS§m, a +mSm ; 


5 r ’ € ; ¥ oT 
(2) mY° = mSm, a + aSm m6’ 
' 
; . . 

r C Y oy 

| mZ° = mm, / +mSm => 
; ee oe 
und versteht man dabei unter § eine iiber alle zar Umgebung von m 
gehérigen Massen m, und m sich ausdehnende Summation, so werden 
| mX°, mY, mZ® die Componenten siimmtlicher Kriifte darstellen, 
welche auf m einwirken bei der Position J1°, d. i. zur Zeit des Gleich- 
| gewichtes. 


Fiir die bei der Position 77 vorhandenen Componenten m X, m Y, 
mZ gelten offenbar analoge Formeln, welche dus den schon hinge- 
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stellten Formeln (2) einfach dadurch abgeleitet werden kénnen, dass 
man die in jenen Formeln enthaltenen relativen Coordinaten a, bd, ¢, 
a, 6, ¢ tibergehen lasst in 
a+ Da,b+ Db,e+ De,a+ Da, b + Db, ce + De. 
Somit wird z. B. 
mX = m Sm, (aa o Dé r) + mSm (55 + D mn)? 
folglich: 


“a ’ ef ; a; 
m(X—X°") = mS§m, D Al +mSm D aq? und ebenso wird: 
\ 


2 as ’ of ’ of 
(3) m(Y—Y°*)=—mSm, D ap + mSm D a6? 
, 70) . of ’ oF 
m(Z— Z°) =m Sm, D al +mSm D oe 
Nuun ist, was die erste dieser oO ae 


a7. So ms 2s 2 


re Ca Ca® rats Gade 
(4) “ 
D oy — € T D 7 Ds a468 
1 ou 6a 0b b+ oacc 
Da f = f(r?) a eine Function des Quadrates der Entfernung 
aufgefasst werden soll, so sind unter f’ = f’(r?), f” = f” (r?) die 


nach diesem Quadrat genommenen Ableitungen zu verstehen. Ebenso 
verhiilt es sich bei der Function — = jf (r®). Somit ergiebt sich aus (4): 


pt = (2f + 4aaf’) Da + 4abf’. Db + Aacf”’. De, 


(9) 
Di! = ‘+ 4aaf’) Da + 4ab6f”. Dod + 4acf”. De. 


Bei Ausfiihrung der Summationen § sind zu unterscheiden das 
centrale Theilchen m, und andererseits die benachbarten Aether- 
theilchen m,. Es mégen 

x,y, ¢, und 

rtu(r,y,2), ytu(e,y,2), z+w (a, y, 2) 
die Coordinaten sein, welche das centrale Theilchen m bei den Posi- 
tionen J7° und JI besitzt. Alsdann werden 

eta, yt-b, te C, und 

ttatu(a--a,. éte), ytb+v(¢+a,y+b),2+0¢), ete. 
dilaton nt Aig sein, welche das Nach aie heilchen m, bei 
der einen und bei der andern Position besitzt; und gleichzeitig werden 
ulsdann 
wta,ytb,e+e, und 
Epa,ytbh,ere 


die Coordinaten des ponderablen Moleciiles m fiir jene Positionen sein. 
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Denn wir nehmen an, dass die ponderablen Moleciile wiihrend der 
oscillatorischen Bewegung des Aethers keinerlei Verriickungen oder 
Bewegungen erleiden. 

Die relativen Coordinaten von m, und m in Bezug auf m, welche 
wihrend der Position J/° die Werthe hatten 


| a ? | a, 
b, und ib, 
| od, | c, 


nehmen daher bei der Position IJ die Werthe an: 
a+u(e+a,yt+b,2+ce)—u(z,y,2), | a—u(rx,y,2), 
b+v(a+a,y+b,2+¢)—v(a,y,2), und b—v(«,y,2), 
e+w(r+a,y+b,2+c)—w(x,y,2), C— WwW ,Y>,%)- 
Bezeichnet man daher (in voller Uebereinstimmung mit der der Charak- 
teristik D zuertheilten Bedeutung) diese letztern Werthe der relativen 
Coordinaten mit a+ Da, b+ Db, e+ De wid a+ Da, 6+ Db, 
c-+ Dc, so wird: 
Da = u(x+a,y+b,2+e)—u(«,y,2), Da = — u(a,y,2), 
ete. ete. etc. ete. etc., 
oder, wenn man nach dem Taylor’ schen Satze entwickelt, und gleich- 
zeitig u,v, w fiir w(7,y,2), v(v,y,2), w(x,y,2) setat: 


Cu ou ou aa Ou 

Da = a= b— cx = vee = — | 
= + ay tests iat » Da U , 
ete. ete. etc. ete. _ ete. 


Fiihrt man zur Abkiirzung (mit Bezug auf eine beliebige Function ) 
die Bezeichnung ein: 


r Oa 0@ _ 0a at Ca bb 2a ce Mea 
_ [*set os teats et 2 ay + 2 a2 | 
6) : : ‘ aeons, 


Oy Oz Ox OY 


wo alsdann unter p die neun Grdéssen: 
aa bb ce 
a, b, Cy =e ae. aay be, ca, ab, 


» 
~ 


und unter @ die zugehérigen Ableitungen von @ zu verstehen sind, 
so wird schliesslich: 


Da=ZJZ, pu, Dai = — 4, 
(7) Db = J pi, Db = — 0, ' 
De= JZ pw, Dc = — w. 


Somit folgt aus (5): 
D&E =» {u(2pf'+4aap/”) +0 (4abp f”) + w(4acpf’)} , 
Of , "” ” ” 
Doi = — u(2f + 4a0f”) —v(4abf") —w(Aacf’). 


(8) 
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Summirt man diese Ausdriicke iiber alle zur Umgebung von m gehdrigen 
Massen m, und m, und beachtet man, dass (wihrend einer solchen 
Summation S) die dem centralen Theilchen m zugehérigen Groéssen uw, v, w, 
u,v, W bestiindig ein und dieselben bleiben, so folgt: 


9 ym, D of wx 
(9) Sm, 1 a 
') bow ad dd ~ f — rr) - =r" 
= 2, {u Sm, (2pf’+4aapf”)+0 Sm, (dab pf”) + Sm, (Aacpf )}, 
€ 
S,mD oe ini 
ou 
= —uSm(2f+4a0af")—vSm (4abf’)—wSm(4acf”). 
Die Differentialgleichungen fiir eine oscillatorische Bewegung sind 
ihrer allgemeinen Form nach bereits friiher (pag. 327) aufgestellt. 
Substituiren wir dort die fiir mX — mX°, etc. die gefundenen Werthe 
(3), so gewinnen jene Gleichungen folgendes Aussehen: 


- Ou Ov Ow 
(10) 0 = as + ay ot aa? 
Cu of i of m o(A—A?°) 
= 2 Y ‘ ’y) Y eA 
Mm a8 n Sm, D = +ms nD 4 a ae 
ete. ete. ete. 


also bei Sulstitution der Werthe (9): 


(11) Om My os +, 
ie = J, {tl Sm, (2pf'+4aapf")+vSm, (4abpf’)+wSm,(Aacpf’)\ 
—uSm (2f’ +400 f”) —vSm (406 f”) —wSm 4acf’) 
; 41 a(A—2") | 


q Ox 
; = etc. etc. ete. 
ot “ 


Fiihrt man in diesen Gleichungen die Summationen » wirklich aus, 
indem man fiir p, w, v, W der Reihe nach die ihnen zukommenden 
Werthe [vgl. (6), (7)| substituirt, so ergeben sich Formeln von fol- 
gender Gestalt: 


a 


to +7, ¥ SG’ 
Ou , 1 o(A—i° 
- raw te oe 
a ee 
D2 an a — 
a w+ w+ Lie, 


wo unter U, V, W diejenigen Glieder verstanden werden sollen, 
welche nur gerade Potenzen von a, b,c, a,b,c enthalten, unter 
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U’, V’, W’ hingegen die nach Absonderung dieser noch iibrig bleiben 
den Glieder. Was die Glieder erster Art anbelangt, so ergiebt sicn 
aus den Formeln (11) mit grosser Leichtigkeit z. B. fiir U folgender 
Werth: 

Cu a rome. ¢ -" oe in ietcatanie 

52 Sm (af +2a'f") +3—- Sm, (4e0?/") 


orev 


(13) U= 9+ O% sm (742007) + 6". Sm (4a%ef’) 


zu fr ¢ 9 97" y 5 Qc" 
+ : be Sm, (ef'+2¢ee/") — u Sm(2f+40°f”) 


Es mégen die Bezeichnungen eingefiihrt werden: 


mSm, af’ = mH, 
(14*) mSm, 0? f’ = mH,, 
m Sm, ef = m H,, 


mSm,2a'f" = mH, , m Sm, 2b? c? ff” = m H,, , 


(14) m Sm, 2 b'f"” = m H,, , mSm, 2a? f" = m H,,, 
mSm,2c'f” = m H,,, mSm, 2a?” = mH,,, 
—m Sm (2 f' +40? f") = mh,, 


(14°) m Sm (2 +402 f") = moe, 
-m Sm (2 7’ +477") =mb,. 


Schreiben wir mit Anwendung dieser Bezeichnungen den Werth von 
U (13) von Neuem hin, und fiigen wir gleichzeitig die aus der Sym- 
metrie leicht erkennbaren Werthe von V und W hinzu, so haben wir 
die Formeln: 


U = (HM, + A) cs + (Ay, + A,) ae + (A; + Hs) ae 


+e 2S +98, 2% + we, 


CxXOY OX 
(15) V = (Hy + Hy) O82 + (Hay + Hy) Oo + Hy + Hy) 
+ 2 A, bye + 2 Ay, ayaa + 2.0, 


> 
- t 


W = (Hy, + Hy) ae + (Hae + Ha) S++ (Hag + Hy) Oo 


9 Cu 9 Fe sb ~ . 
+ 2H, 2°. + 2H, 2° 49,0. 


x 


Aehnliche Formeln werden aus den Gleichungen (11) deducirt werden 
kénnen fiir die Werthe von U’, V’, W’. Wihrend aber die in U, 
V, W enthaltenen Coefficienten H, §) durch Summen dargestellt sind, 
in welchen nur gerade Potenzen von a, b, c; a, 6, ¢ vorkommen 
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[verg]l. (14""-°)], werden die in U’, V’, W’ enthaltenen Coefticien- 


ten — sie mégen H’, §>’ heissen — die Form besitzen: 
(16) mH’ = m § m, a® 0b eo I(r?) , 
) lag -" 
m §' = m Sm at bF & F(t"), 


wo unter den drei Exponenten @, 6B, y immer mindestens einer 
ungerade ist. 

Sollen die Werthe der Coefficienten H, §, H’, ’ wirklich berech- 
net werden, so wird zuriickzugehen sein auf die Position 11°. Denn 
die Grissen 7, a, b,c, r, a, 6,¢, von denen die Werthe jener Coeffi- 
cienten abhiingen, beziehen sich auf diejenige relative Gruppirung, 
welche zwischen den Aethertheilchen, sowie zwischen diesen und den 
ponderablen Moleciilen stattfindet zur Zeit des Gleichgewichts, d. i. 
zur Zeit der Position [7°. 


§. 4. 
Die in den Differentialgleichungen enthaltenen Coefficienten H. 


Fortan mag vorausgesetzt werden, dass der Kérper, mit dem wir 
es zu thun haben, ein zweiundzweigliedriger Krystal] ist, 
dessen Achsen parallel sind mit denen des Coordinatensystems. 

Die Dichtigkeit g des in dem Krystall enthaltenen Aethers wird 
jedenfalls anzusehen sein als eine periodische Function der Coor- 
dinaten «, y, 2; die drei Indices dieser Function (d. i. die drei Gréssen, 
um deren Multipla man #, y, z anwachsen lassen kann, ohne dass 
der Werth von g dadurch eine Aenderung erleidet) mégen bezeichnet 
werden mit ¢,, €, &, Demgemiiss wird der Krystall durch drei auf 
einander ~senkrechte Systeme von Parallelebenen in einzelne Paralle- 
lepipeda von den Dimensionen ¢,, €, &, zerlegbar sein, welche wiih- 
rend der Ruhelage des Aethers unter einander congruent sind, so 
dass es z. B. nur einer parallelen Verschiebung eines solchen Paral- 
lelepipedums bediirfen wiirde, um dasselbe hinsichtiich seiner Aether- 
und ponderablen Massen mit irgend einem andern Parallelepipedum 
zur Deckung zu bringen. Auch wird, was ein solches Parallelepipedum 
fiir sich allein anbelangt, die darin vorhandene Massenvertheilung 
symmetrisch zu denken sein in Bezug auf die drei Halbirungsebenen, 
d. i. in Bezug auf drei durch den Mittelpunkt des Parallelepipedums 
parallel zu seinen Seitenfliichen gelegte Ebenen. 

Hieraus folgt, dass die im Vorhergehenden mit H, §, H’, ’ 
bezeichneten Coefficienten (14, 16) ebenfalls periodische Functionen 
des Raumes sind, dass sie niimlich fiir homologe Punkte jener Paral- 
lelepipeda gleiche Werthe haben, und dass sie ferner auch innerhalb 
ein und desselben Parallelepipedums gleiche Werthe besitzen miissen 
in je acht zu den Halbirungsebenen symmetrisch gelegenen Punkten, 
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An Stelle der periodischen Functionen H, §, H’, ’ wird es ge- 
stattet sein, ihre constanten Mittelwerthe h, §, h’, h in unsere 
Differentialgleichungen zu substituiren, und um so mehr gestattet sein, 
je miichtiger die Incompressibilitiit des Aethers ist gegeniiber den 
attractiven oder repulsiven Kriften der ponderablen Moleciile. 

Um jene Mittelwerthe zu finden, betrachten wir irgend eines der 
zuvor genannten Parallelepipeda, und construiren seine den Ebenen 
yZz, 2x, xy parallel laufenden Halbirungsebenen A, B, C. Sind m 
und m zwei Aethertheilchen innerhalb des Parallelepipedums und sym- 
metrisch gelegen zur Ebene A, so werden die zur Umgebung von m 
gehérigen Aether- und ponderablen Massen m,, m eine Gruppe bilden, 
welche in Bezug auf die Ebene A das genaue Spiegelbild ist von der- 
jenigen, die gebildet wird von den um 7 herumgelagerten Massen m,, m.- 
Bildet man daher die Summen 

mH = m §m, at ev F(r), 

m S° = m Sm at OF cr F (x?) 
einmal fiir m, das andere Mal fiir m, so werden in beiden Fiillen 
dieselben Werthe von r, b, ¢, r, 6, c, aber entgegengesetzte 
Werthe von a,a sich darbieten. Demgemiiss werden, falls der Ex- 
ponent « ungerade ist, die Werthe von H’, §)’ fiir m und m ent- 
gegengesetzt, die mit Bezug auf das Parallelepipedum gebildeten 
Mittelwerthe von H’, §’ also Null sein. — In analoger Weise liisst 
sich mit Benutzung der Halbirungsebenen B, C nachweisen, dass die 
genannten Mittelwerthe auch dann Null sind, wenn einer der beiden 
andern Exponenten 6, y ungerade ist. 

In denjenigen Summen aber, durch welche H’, Sy definirt sind 
(16), besitzt unter den Exponenten «, 8, y immer wenigstens einer 
einen ungeraden Werth. Daraus folgt, dass simmtliche Coeffi- 
cienten H’, § den Mittelwerth Null haben. Demnach wird 
allgemein: 


(17) h'=0 , § =O. 


Und es werden also in den Differentialgleichungen (12) 
die Glieder U’, V’, W’ verschwinden, sobald man die perio- 
dischen Coefficienten in jenen Gleichungen ersetzt durch 
ihre constanten Mittelwerthe. 

Wir gehen iiber zur Untersuchung der Coefficienten H (14*>») 
und ihrer Mittelwerthe h, indem wir in voller Uebereinstimmung mit 
unserer Hypothese der Incompressibilitiit (pag. 323) annehmen, dass 
die Vertheilung des Aethers im Innern des Krystalles uur wenig ver- 
schieden ist von einer absolut gleichformigen Vertheilung. 


Es sei m irgend ein Aethertheilchen innerhalb unseres Krystalles, 
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und O diejenige um m beschriebene kleine Kugel, welche alle auf m 
iiberhaupt noch einwirkenden Aethertheilchen beherbergt. Bei der 
Werthbestimmung der Coefficienten H, §, H’, kommt, wie schon 
bemerkt wurde (pag. 341), immer nur der Zustand des Gleichge- 
wichts in Betracht; doch auch in diesem Zustande wird die Kugel 0, 
weil sie einem Krystalle angehdrt, in ihrem Innern eine Anordnung 
darbieten, welche an verschiedenen Orten von verschiedener Dichtig- 
tigkeit und in verschiedenen Richtungen von verschiedenem Intervall 
ist. Jedenfalls aber werden die innerhalb O befindlichen Aethertheil- 
chen durch geeignete kleine Verschiebungen in Gedanken immer in 
eine Gruppirung versetzt werden kénnen, bei der jene Unterschiede 
des Ortes und der Richtung vollig verschwinden; dieser absolut 
gleichférmige Zustand des Inhaltes von O mag dem wirklichen 
Zustande gegeniiber kurzweg bezeichnet werden als der fingirte Zu- 
stand. Daneben werden drei Functionen §(#,y,2) , y(,y,2), 
€(«,y, 2) denkbar sein, welche massgebend sind fiir jene kleinen Ver- 
schiebungen, deren es bedarf, um die in O enthaltenen Aethertheilchen 
aus dem erstern Zustande in den letztern zu versetzen, d. i. drei Fune- 
tionen von solecher Beschaffenheit, dass ein bei der wirklichen An- 
ordnung mit den Coordinaten « , y , z versehenes Aethertheilchen bei 
Kintritt jener fingirten Anordnung die Coordinaten x + § (x, y, 2), 
yty(@,y,2),2@+§(x2,y, 2) erhilt. 
Sind also 
“2,Y,8 und 


rta,ytb, ste 


die Coordinaten des centralen Theilchens m und irgend eines andern 
innerhalb O befindlichen Theilchens m, zur Zeit des wirklichen Zu- 
standes, so werden diese Coordinaten bei EKintritt des fingirten Zu- 
standes iibergehen in 
2+E(w,y,2) , ytn(e,y,2) , 4+8(%,y,2), 
und in 
e+até(ata,y+b,z2+0), ete. ete. ete. 
Die relativen Coordinaten von m, in Bezug auf m, welche wihrend 
des ersten Zustandes gleich 
a,6,¢ 
waren, werden also bei Hintritt des zweiten Zustandes die Werthe 
haben: 


a+té(a@+ta,ytbdb,z+c) — &(x,y,2), ete. ete. ete. 


Bezeichnet man diese letztern Werthe mit « ,B,y, so ergiebt sich, 
wenn man nach Potenzen von a, b , ¢ entwickelt, in erster Anniherung ; 











344 C, Neumann. 


ae =a+ ae 


0g oé ag. 
aa ® + Dy ° + aC; 
wi Bm b+ at Hot je, 
of 
72 


oy 


it Feb + She, 


oy 02 


Y == ¢ + 

wo &, 7, € zur Abkiirzung stehen fiir §(@,y, 2) , n(v,y,2), €(v,y, 2), 
e . . ° oé oé 
und wo also &, 9 ,€, ebenso wie ihre Ableitungen - ’ : » ete. ete., 
Cx € 

Werthe besitzen, die unabhiingig sind von a , b,c, folglich constant 
sind fiir siimmtliche mit m in Beziehung gebrachte Nachbartheilchen 
m,. Fiihrt man, was diese Constanten anbelangt, die Bezeichnungen 
ein: 


Og oo og. a ak 
ax uH; dy ? 22° ae Vv, + m= 2’, 
‘ i oe 2. ; . oe a 
(19) 4a, May, , Mow, , mtu, = 2, 
ag at at ee 
ee. eee ef Wy +wy,=20, 


so gehen die Relationen (18) iiber in: 


a= (1 - t) a— u,b — Unc, 
(20) B = (l—v) b— v,¢— vy, 4, 
y = (l—2)ce—2z,a—a,b. 


Nach unserer Vorstellung unterscheidet sich der fin girte absolut gleich- 
férmige Zustand des Inhaltes von O nur wenig von seinem wirklich 
vorhandenen Zustand. Demnach sind die neun Constanten u,v, z 
kleine Gréssen, deren Quadrate und Producte (in erster Anniiherung) 
vernachliissigt werden kénnen. Nun folgt aus (20): 
a=a+ua+pub+uc, 
b= B+ vb+v,e+%n,a, 
e=y+ae+a2,a+z,b, 
also, wenn man diese Werthe von a,b,c in denjenigen Ausdruck 
substituirt, welcher in der ersten dieser Gleichungen auf der rechten 
Seite sich befindet: 
a=a-+ p(a+pat+u,b+ ue) 
+ u,(B + vb + v,¢+ v,a) 
+ ty (y + e+ m,a-+ mb), 
also, wenn die Quadrate und Producte der u,v, vernachliissigt 
werden: 


S 


a= (l+p)e+u,68+ 4,y; und ebenso wird: 
(21) b= (1+”68+ 77+ %,e, 

e= (l+)y+7,e+ 2,6. 
Hieraus folgt weiter (wiederum mit Vernachlissigung der héheren Poten- 
zen der ,v,2): , 










| 


—— 
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OD) at Uf ct me (e+ B+ pt) + Bua? + vp + x74 
+ 2 |(% +2) By + (41+ He) 7 @ + (H+) eB), 

also mit Riickblick auf (19): 

(22) 12 = 9? + 2(wa? + vB + xy? + Qu’ By + 2v'pa-+ 2 2'aB), 

wo r und @ den Abstand zwischen m und m, bezeichnen zur Zeit des 

wirklichen und zur Zeit des fingirten Zustandes. Zur Abkiirzung 

mag die vorstehende Formel so geschrieben werden: 

(22°) = oF 42 (ua? + vf? +27? +8), 

wo alsdann ¢ nur ungerade Potenzen von «a, B, y enthiilt. 

Ist F'(r*) eine beliebige Function von 7*, so ergiebt sich aus (22°), 
wiederum mit V ernachlissigung der zweiten Dimensionen von w,v,7, 
pe’, vw’, 2’: 
(23*) F(r?) = F(9*) + 2 (ue? + vB? + ay? + 8) F'(0’), 
eine Formel, welche bei Einfiihrung der Bezeichnungen: 

Fr)=F, F@)=@, 
) 


(23°) ah at ages F’, F’ (¢? ) — ®’, 
Pe) =F, Fe) =o", 


die Gestalt rae 


(23°) = @+ 2(ue?+ v4 ay’? + 8) OD’. 
Es handelt fn um die Untersuchung der Coefficienten H (pag. 340), 
d. i. um die Untersuchung der Summen: 


mH, =m Sm,a fp’, 


(24) mH, =m Sm,2a'f’, 

mH, =mSm,20 ef", 
wo {’, f” stehen fiir f’(7?), f”(7*). Fiir diese Functionen /’, f” er- 
geben sich aus (23%) die Formeln: 


f = 9 +2 (we? + vB? + 27? + 8) 9”, 
f” =o" +2 (wo? + vp? + my? + 8) 9”, 
wo diem zu den f in analoger Beziehung stehen, wie in (23") die ® zu den I’. 
Ferner ergeben sich fiir die in (24) vorhandenen Gréssen a’, a! 
b?c? auf Grund von (21) folgende Ausdriicke: 
a? == (1+ 2u) a? + &, 
(26) at = (1+ 4u) «t+ &, 
Pe = (1+ 2v+ 22) Py? + &”, 


é’” (ebenso wie das schon vorhin eingefiihrte «) mit unge- 


(25) 


? 


WO &,é, 


raden Potenzen von @, 6, y behaftet, und (ebenfalls wie jenes 
é) aus Gliedern zusammengesetzt sind, deren jedes eine der kleinen 
lly » Vy, Hy, Wy Vv’, w zum Factor hat. — 


Gréssen w@,v, 2%, M,, 15% 4 | 
Substituirt man die Werthe (25), (26) in (24), so ergiebt sich: 
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mH, = m Sm, |((1+2y) eg’ + 2 (ue?4+- vp ?+ ry’) a? gy], 
(27) mH,, = mS§m,2[(1+ 4p) a g’+ 2 (ua?+vp?+ zy") a’, 
m H,, = m §m,2|(1+ 2+ 2a) By’? gp” + 
+ 2 (wat of +p") yg”). 
Denn bei der hier auszufiihrenden (auf die fingirte, also auf eine ab- 
solut gleichférmige Vertheilung sich beziehenden) Summation § 
fallen die Gréssen ¢, &, <”, &”, wo sie lineiir vorkommen, deswegen 
fort, weil sie mit ungeraden Potenzen von «, B, y behaftet sind; 
wihrend sie andererseits, wo sie mit einander multiplicirt vor- 
kommen, ebenfalls fortfallen, weil ein solches Product in Bezug auf 
die Gréssen u,v, 2, m,, etc. von der zweiten Dimension ist. 
Wir fiihren nun, was die Umgebung von m wiihrend ihres fingir- 
ten Zustandes anbelangt, die Bezeichnungen ein: 
Smeg —3K, 


3.5 


(28) Sm, og” = 5%» 


EPEAT 





Sm, o° pg” = => «x. 


tw 
D 


Mit Riicksicht auf die absolute Gleichférmigkeit, welche wihrend 
jenes fingirten Zustandes in der Umgebung von m herrsecht, ergeben 
sich alsdann [wie spiiter (pag. 356) erliiutert werden soll] die Formeln: 


Smeg =K, 

- a Se 2p2," 1 
(29)Smatpi = 5x, SmePp’—— x, 

Y 6 m 3.5 , Y 4R2 wm 3 , ’ 2 A2n,2 ye Cg , 

Smeg =x, Sma Bb’ = 7%, Sma By? —— fs. 
Und zwar repriisentirt die erste dieser Zeilen im Ganzen drei For- 
meln, die aus der wirklich aufgefiihrten durch Vertauschung von a 
mit 6 und y entstehen. In ihnlicher Weise repriisentirt die zweite 
Zeile im Ganzen sechs, und die dritte zehn Formeln*). — Durch 


*) Aus den Formeln (28) folgt, wie hier beiliiufig bemerkt werden mag, dass 
K + x =0 wird, sobald die Function » der Bedingung entspricht: 


9° 
ep tzep =, 
d. i. der Bedingung: 
—\ » 
(a.) +> 19 =0, , 


wo zur Abkiirzung 9? = 7 gesetzt ist. — Ebenso ergiebt sich aus den Formeln (28) 
andererseits, dass x + «'— 0 wird, sobald g der Bedingung entspricht: 


2 -" 
(B.) 9 rany =o. 


Beachtet man nun, dass g’, m”, »” die Ableitungen von @ nach 9”, d.i. die Ab- 
. . . - . . ° . . 
leitungen von g nach 7 sind, so zeigt sich angenblicklich, dass die Bedingung () 
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Anwendung von (29) gewinnen die fiir die Coefficienten H erhaltenen 
Werthe (27) folgende Gestalt: 


HH, =(1+2u)K + Gu+v+2)x, 
Hy = (3-+12u)x + (15m + 3v + 3x), 
H,.,, = (1 + 2v+ 2x) x + (w+ 3v + 3z)x’, 


oder (besser geschrieben) folgende: 


H, = K+ 2u(K-+x)+ 6x, 
(30) H,, = 3% + 12u (x + x’) + 36x, 


Hy = «+ 2(v+m)(e+x) + ox, 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 
(31) 6=pwp+v+a. 
Mit Riicksicht auf die in unseren Bezeichnungen beobachtete Symme- 
trie ergeben sich nun aus (30) unmittelbar folgende Formelsysteme: 


H, = K + xo + 2(K+ «)p, 
(32*) H, = K + xo + 2(K+x)», 
H, = K + x0 + (K+4)q, 


H,, = 3x + 3x6 + 12(x+ x )u, 

(32°) H,, = 3x + 3x6 + 12(x + «’)v, 
Hy, = 3%+3x6+12(%+x)a, ! 

H,, = x+ «6 + 2(x+%)(v+2), 

(32) Hy, = x40 4+ 2(u+4+x) (x +x), 

Hi, = «+ «6 + 2(x+x)(U+7). 


Aus diesen Formeln*) ergeben sich augenblicklich die iiberraschend 
einfachen Relationen: 


_ 


eine unmittelbare Consequenz der Bedingung (a) ist, dass also beide Bedingungen 
gleichzeitig erfiillt sein wiirden, falls etwa m den Werth haben sollte: 
‘ 1 —¥ 1 —3 
\y:) g=C.n *=Cg ”, 
wo C eine willkiirliche Constante. 


*) Wenden wir unsere Betrachtungen fiir einen Augenblick an auf den freien 
Aether, d. i. auf denjenigen Aether, welcher sich befindet innerhalb eines von 
ponderabler Materie leeren Raumes, und dessen Vertheilung also eine absolut 
gleichfirmige ist. Bei Betrachtung eines solchen Aethermediums wird fiir die 
von uns herbeigezogene fingirte Anordnung am besten die wiikliche Anord- 
nung selber zu wiihlen sein, weil sie den Anforderungen der absoluten Gleichfér- 
migkeit véllig entspricht. Ist aber die fingirte Anordnung identisch mit der 
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H,, + H;, = 6 H,, , . 
(33) H,, + H,, = 6 H;,, 
H,, + H, = 6 H,. 
Die hier berechneten Coefficienten HT beziehen sich individuell,auf 
das von uns betrachtete Aethertheilchen m; sie sind nimlich, zufolge 
ihrer urspriinglichen Definition (24), Summen, die sich ausdehnen 


iiber die Umgebung von m; sie sind daher abhingig von derjenigen 
Anordnung, welche der Aether zur Zeit seines Gleichgewichtes dar- 
bietet innerhalb jener Umgebung. Diese Abhingigkeit giebt sich 
leicht zu erkennen in den fiir diese Coefficienten gefundenen Formeln 
(32%), Denn uw, v, x, 6 leiten sich ab aus denjenigen kleinen 
ag von m aus ihrem 
wirklichen Zustande iiberzufiihren in einen fingirten absolut gleich- 


Verschiebungen, deren es bedarf, um die Umgebu1 


formigen Zustand; und K, x, x’ sind bestimmt durch die Natur 
dieses letztern Zustandes, d. i. durch die bei demselben vorhandene 
Dichtigkeit. Bezeichnet man letztere mit #, so sind K, x, x’ lediglich 
Functionen von @. 

Um auf die Bedeutung von uw, v, x, 6, K, x, x’ niher einzu- 
gehen, denken wir uns innerhalb der Umgebung von m eine kleine, 
in sich geschlossene Fliche abgegrenzt, welche wiihrend des wirk- 
lichen und wiihrend des fingirten Zustandes von verschiedener Gestalt 


wirklichen, go sind p= »=—a2=—6=0, In diesem Falle verwandeln sich also 
die Formeln (32) in: 

H, = H, = H, = Kk, 
(«) H,, = Hy = Hy = 8x, 

H,, = Hy, Hy, = %. 


Offenbar sind nun die Coefficienten JJ des freien Aethers identisch mit ihren 
Mittelwerthen h; die Gleichungen («) kénnen also auch so geschrieben werden: 
h=-h, =h, = K,; 
(B) hun = hey = by = Sx, 
Nes = hy, = hy x. 
Diese Werthe der h entsprechen der Il. und III. Voraussetzung (pag. 333). Die 
1. Voraussetzung ist ebenfalls erfiillt, weil ponderable Materie gar nicht vorhan 
den ist. Bedient man sich nun der bei Gelegenheit jener Voraussetzungen einge- 
fiihrten Bezeichnungen, so verwandeln sich die Formeln (8) in: 
amb=ec=p= K, 
(y) 
Bildet man daher mit Bezug auf den freien Aether die Gleichung fiir die Hort- 
pflanzungsgeschwindigkeit m (pag. 335), so ergiebt sich: 


a=z:bomec=x. 


‘ * Re y? 
a " os 4 ; 
(8) , m?—(K + 2) 4 m?—(K -+ 2) F m?— (K + x) 


(e) m? = K+ x 
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sein wird, und welche im erstern Zustande mit S, im letztern mit Y 
bezeichnet werden mag. Die innerhalb dieser Fliiche enthaltene Aether- 
masse M ist ausdriickbar durch das iiber S ausgedehnte Integral: 
(34) M = [f[fqdadbde, 
andererseits aber auch ausdriickbar durch das tiber 2 ausgedehnte 
Integral : 
(35) M = {ff # da dp dy, 
vorausgesetzt, dass man unter q und @ die Dichtigkeiten des Aethers 
zur Zeit des wirklichen und zur Zeit des fingirten Zustandes versteht. 
Durch Transformation verwandelt sich das letztere Integral in 
(35*) M = fff #V dadbde, 
wo \/ die Functionaldeterminante von a, 6, y nach a, b, ¢ ist, und 
wo nunmehr die Integration nicht mehr iiber 2, sondern |ebenso wie 
in (34)| tiber S ausgedehnt ist. Beachtet man, dass die Fliiche S, 2 
beliebig klein sein kann, so folgt aus (34) und (35") augenblicklich : 
q = OV, 

oder, wenn man den Werth der Determinante \V aus (20) berechnet, 
und die héheren Dimensionen von uw, v, 7, u,,..-.- wiederum ver- 
nachliissigt : 

q= o(l—w—v—n), 
d. i. nach (31): 

q = O(1 — 6), oder: 


a=! = q (1+). 


on @ 


(36) 


Da o (ebenso wie uw, v, x) eine der Umgebung von m zugehirige 
Constante ist (vergl. pag. 344), und da @ die Dichtigkeit dieser 
Umgebung nach Eintritt des fingirten absolut gleichférmigen 
Zustandes reprisentirt, also ebenfalls constant ist, so folgt aus (36), 
dass auch q constant ist. Der in unseren Rechnungen eingehaltene 
niedrige Grad der Anniiherung bringt also mit sich, dass die Dichtig- 
keit des Aethers wiihrend seines wirklichen Zustandes in der Umge- 
bung von m (d. i. innerhalb der Wirkungssphiire von m) abs con- 
stant betrachtet wird. 

Aus den Formeln (22*>") ergiebt sich, dass diejenigen Aether- 
theilchen, welche zur Zeit des wirklichen Zustandes auf einer um m 
beschriebenen Kugelfliiche 
(37*) a + b? + c? = Const. 
liegen , nach Herbeifiihrung des fingirten Zustandes auf einer Ellipsoid- 
fliiche sich befinden werden, die dargestellt ist durch die Gleichung: 


(am (E+ 2m) a? + (1 + 20) B+ (Lt 2x) + 
; + 4u' By + 4x ya + 4n’aB = Const. 
Mathematische Annalen I, : 


oe 
23 
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Daraus folgt, dass die Umgebung des Theilchens m aus ihrem 
wirklichen Zustande in jenen fingirten Zustand iibergehen wird durch 
drei auf einander senkrechte Dilatationen (resp. Contractionen), die 
ihrer Grosse und Richtung nach charakterisirt sind durch die dieser 


Umgebung zugehérigen Constanten u,v, 2, uw’, v’, 2’. 

Was also die fiir die Coefficienten H gefundenen Wer- 
the (32*>-°) anbelangt, so sind wu, v, x, 6 abhiingig von 
denjenigen Dilatationen, deren es bedarf, um die Umge- 
bung von m aus ihrem wirklichen Zustande iiberzufiihren 
in jenen fingirten absolut gleichférmigen Zustand; wih- 
rend andererseits K,x,z Funectionen derjenigen Dichtig- 
keit @ sind, welche nach Kintritt letzteren Zustandes statt- 
findet. 

Der fingirte Zustand, in welchen die Umgebung von m versetzt 
werden sollte, ist bisher nicht vollstindig bestimmt worden. Er 
sollte ein absolut gleichférmiger sein. Zu seiner vollstiindigen 
Bestimmung ist noch erforderlich die Angabe der Dichtigkeit, welche 
dieser absolut gleichférmige Zustand besitzen soll, d. i. die Angabe 
der Dichtigkeit #. Offenbar darf sich diese Dichtigkeit nicht gar zu 
weit entfernen von derjenigen Dichtigkeit g, welche im wirklichen 
Zustande vorhanden ist; innerhalb des so bestimmten Spielraumes aber 
darf # willkiirlich gewihlt werden. Vorzugsweise sind es zwei 
Methoden, welche in diesem Gebiete der Willkiir als besonders zweck- 
miissig hervoftreten. 


I. Die Methode der normalen Dichtigkeit. — Man nimmt fiir die 
Dichtigkeit # des fingirten Zustandes, an welcher Stelle des Krystalls 
das betrachtete Aethertheilchen m sich auch befinden mag, immer 
ein und denselben Werth, einen gewissen Normalwerth, wel- 
cher etwa gleich ist dem Mittelwerthe der Aectherdichtigkeit q inner- 
halb des ganzen Krystalles. Alsdann werden K, x, x (als nur abhingig 
von #) Constante sein, niimlich fiir alle Stellen des Krystalles ein 
und dieselben Werthe besitzen. 


II. Die Methode der localen Dichtigkeit. Man nimmt an jeder 
Stelle des Krystalls fiir # denjenigen Werth, welchen die Aetherdich- 
tigkeit an dieser Stelle bereits besitzt wiihrend des wirklichen 4Zu- 
standes, d. i. den an dieser Stelle vorhandenen Werth von g. Als- 
dann werden K,x, x von einer Stelle des Krystalls zur andern ver- 
schiedene Werthe besitzen, niimlich Funetionen von q ‘sein. Und 
gleichzeitig wird alsdann die Summe 6 = w+ »v-+ a Null werden, 
wie solches mit Riickblick auf (36) aus der Identificirm 
q unmittelbar folgt. 

Die erste Methode erscheint weniger gut ats die zweite. Denn 


ig von # und 
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unsere Rechnungen sind um so genauer, je weniger der wirkliche Zu- 
stand der Umgebung irgend eines Theilchens von dem fingirten Zu- 
stande derselben differirt; und diese Differenz ist offenbar bei der 
Methode der normalen Dichtigkeit grésser als bei der Methode der 
localen Dichtigkeit. 


§. 5. 
Die Mittelwerthe / der Coefficienten H. 


299) 


Wir haben friiher (pag. 332) drei Voraussetzungen eintreten las- 
sen, deren Berechtigung jetzt niiher untersucht werden soll. 

Die I. Voraussetzung hestand darin, dass die directe Kinwir- 
kung der ponderabeln Moleciile auf die Aethertheilchen Null ist. Dass 
diese Voraussetzung unseren Grundvorstellungen durchaus entspricht, 
iibersieht man sofort; denn jene Wirkung wird als Null zu betrachten 
sein, sobald die Exeursionen w, v, w der einzelnen Aethertheilchen 
so klein gedacht werden, dass jene Kriifte im Gebiete einer solchen 
Excursion als constant angesehen werden kénnen. 

Die Il. Voraussetzung driickte sich aus durch die Gleichungen: 

Iyy + hyg = hy, 
(1) he, + hy = Ghs;; 
Nyy + hyyg = Chyy. 
Nun haben wir aber gefunden (pag. 348), dass zwischen den Coeffi- 
cienten H an jeder beliebigen Stelle des Krystalles die Relationen 
obwalten : 
: H,, + 1. Si 6H,,, 
(2) H,, + H,, = 64;,, 


oo 


H,, + Hy = 6H,,. 


Und hieraus ergeben sich jene die Mittelwerthe der H_ betreffende 
Gleichungen (1) als eine ebenso unmittelbare wie nothwendige Con- 
sequenz, 
Es bleibt also nur noch iibrig die III. Voraussetzung, welche 
sich ausdriickte durch die Gleichungen: 
(3) h, = h, = hg. 
Nun haben wir gefunden (pag. 347): 
H, = K + xo + 2(K + x)p, 
(4) H, K + xo + 2(K + x), 
H, = K + xo + 2(K + x). 
Hieraus ergeben sich, wenn man die Methode der normalen Dichtig- 
keit (pag. 350) in Anwendung bringt, die Grissen K, x, #’ also als 
23* 
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Constante betrachtet, fiir die Mittelwerthe h,, h,, h, folgende 
Werthe: 
h, = K+ xo+ 2(K+<)u, 
(5) h, = K+ xo + 2(K +x)», 
h, = K+ xo+ 2(K+)2, 


wo 6, uw, v,a die Mittelwerthe von 6, uw, v, a vorstellen sollen. 


‘ 


Jene III. Voraussetzung h, = h, = h, wiirde also verlangen, dass 
(6) u=-v=—a 
ist. Alsdann aber wiirde, wie aus den fiir die H gefundenen Wer- 
then (pag. 347) sofort erhellt, nicht nur h, = h, =h,, sondern auch 
hi = Igy = hy, und hy, = hy, = hy, werden. Soll also die III. Vor- 
aussetzung aufrecht erhalten werden, so wird die hier benutzte Me- 
thode der normalen Dichtigkeit anzusehen sein als ein zu grobes, den 
krystallinischen Charakter véllig ausléschendes Verfahren, folglich zu 
verwerfen sein. 

Demgemiiss gehen wir iiber zur Methode der localen Dichtigkeit. 
Vermittelst dieser ergiebt sich aus (4): 


hi, = K+ x6 + 2(K+x)u, 
(7) h, K -f “xO ot 2(K + x)v, 
h, = K + xo + 2(K+ «)q, 


wo wiederum -die Mittelwerthe durch horizontale Striche angedeutet 


| 


sind, wo also z. B. x6 den Mittelwerth des Productes xo, ebenso 
(K+ )u den Mittelwerth des Productes (K + x)u vorstellt. Soll 


daher die III. Voraussetzung h, = h, = h, mit unseren Formeln in 
Einklang sein, so muss 

(8) (K+ «)p = (K+x)v =(K4+4)a 

sein. 


Allerdings scheint ein Widerspruch zwischen diesen 
Relationen (8) und unseren Grundvorstellungen nicht statt- 
zufinden. Aber das ist nicht genug. Die hier entwickelte 
Theorie wiirde vielmehr erst dann eine vdllig befriedi- 
gende sein, wenn sich nachweisen liesse, dass die Rela- 
tionen (8), die Reprisentanten der III. Voraussetzung, eine 
unmittelbare Consequenz jener Grundvorstellungen sind. 
Ob ein solcher Nachweis méglich ist, dariiber habe ich bis jetzt kein 
bestimmtes Urtheil. Jedenfalls ist es mir bisher, trotz mancher Be- 
miihung, nicht gelungen, denselben zu fiihren. Und die mehrfach 
verbreitete Ansicht, dass ein solcher Nachweis sich fiihren liesse durch 
Betrachtung der im Innern des Aethers vorhafidenen Druckkriifte, 
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scheint mir einer strengen Kritik gegeniiber nicht Stand halten zu 
kénnen. 

Die in (8) enthaltene Grésse K + x ist, da wir die Methode der 
localen Dichtigkeit eingeschlagen haben, eine Function der localen 
Dichtigkeit q, nimlich angehérig eimem fingirten Aethermedium, wel- 
ches in absolut gleichférmiger Weise mit jener Dichtigkeit qg im 
Raume vertheilt ist. Man kénnte zur Erklirung der Relationen (8) 
die Conjectur machen, dass diese Function K + x Null wire fiir jeden 
beliebigen Werth von g. Eine solche Conjectur ist aber unstatthaft. 
Denn wiire K + x fiir jedes q gleich Null, so wiirde die Kunction 
x + x’ ebenfalls fiir jedes q Null sein (wie solches im niichsten Para- 
graph dargelegt werden soll); und demgemiiss wiirde alsdann (wie 
aus den Werthen der H (pag. 347) augenblicklich folgt) nicht nur 
h, = h, = h,, sondern auch hy; = h.. = hy, und hy, = hy, = hy, 
werden. 

Noch in anderer Art lisst sich nachweisen, dass die von q ab- 
hingende Function K + x nicht fiir jedes gq Null sein kann. Es ist 
nimlich unméglich, dass sie verschwindet fiir diejenige Dichtigkeit 
q, welche im freien Aether vorhanden ist, weil sonst (vergl. die 
Note auf pag. 347) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im 
freien Aether den Werth Null erhalten wiirde. 


8. 6. 


Betrachtung eines absolut gleichformig vertheilten 
Aethermediums. 


Der Zweck dieses Paragraphen besteht lediglich darin, den nach- 
triglichen Beweis zu liefern fiir einige friiher gemachte Behaup- 
tungen. 

In einem absolut gleichfoérmig vertheilten Aethermedium seien m 
und m, irgend zwei Theilchen mit der Entfernung @ und mit den 
relativen Coordinaten «, 6, y. Ferner sei ® eine beliebige Function 
von g?, welche verschwindet, sobald ihr Argument 9* eine gewisse 
Grrésse_ iiberschreitet. 

Wir denken uns durch m eine gerade Linie gelegt, und zwar in 
solecher Richtung, dass ihre Richtungscosinus proportional sind mit 
drei gegebenen Constanten A, B, C. Auf diese Linie denken 
wir uns die Entfernung @ senkrecht projicirt. Fiir die so erhaltene 
Projection 0 ergiebt sich dann die Formel: 


— Aa + BB+ Cy | 


1 = 
4) VA + B+ C? 


Aus dieser folgt: 
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(2) (A? + BP + C2" ™ = (Aa + BB+ Cy), 
wo » eine beliebig gewihlte ganze Zahl sein mag. Aus (2) ergiebt 
sich durch Multiplication mit m,® und durch Summation iiber alle é 
zur Umgebung von m gehorige Theilchen m,: 
(3) (A?+ BP + C2)" Gm,d"S = Sm, (Aa + BB + Cy). ¥ 


Entwickelt man linker Hand die Potenz (A? + B? + C*)", und ebenso 
rechter Hand den Ausdruck (Aa + BB + Cy)""nach dem polynomi- 
schen Satz, und beachtet man dabei, dass auf der rechten Seite die- 
jenigen Glieder verschwinden, welche mit ungeraden Potenzen von 
a, B, y behaftet sind, so erhilt man: 

f 29 07 2p p2q (er 
(O(2 LEI) Sy gro— 2 MABE Sy arpa), 
wo IIo = 1 und In=1.2.3... ist, und wo die Summation » ays- 
gedehnt zu denken ist iiber alle diejenigen Systeme positiver ganzer 
Zahlen p, q, 7, fiir welche 
(5) p+tqa+tr=n , 
ist. Da A, B, C beliebig gegebene, d.i. beliebig gewihlte Con- 
stante sind, so miissen in der Formel (4) die links und rechts mit 


ll itt ead 


2p 


dem Product A 
folgt: 


2, 2r ~, rh he . . . - 

“C™ behafteten Glieder einander gleich sein; somit 
(6) IIn TI2n 

Ip . Iq . Tr IT2p. T12q. fl2r 

Noch mag bemerkt werden, dass zufolge der vorausgesetzten abso- 

luten Gleichférmigkeit des Aethermediums die Gleichungen stattfinden 


Sm, 0" D = Sm, oc? py” @. 


} 
werden: 
(7) Sm, 0"b = Sm, a" & = Sm, p" > = Sm, 7" @. 
Nun ist, um eine Betrachtung von anderer Seite her einzuschla- 

gen: 
- eae +R +7, 
F m, QD = m, (ce + B+ 7?)"®, 
mithin auch: 
(9) Sm," ® = Sm, (a? + B + y?)"@, 
oder, wenn nach dem polynomischen Satz entwickelt wird: 

ym, o22@ = » lin S 2p R2q ay2r 
(10) Sm,o2"® = = ( ip—Hie sie m, oP By?" D ) , t 


wo die Summation >» [ebenso wie in (4)] iiber alle diejenigen Systeme 
positiver ganzer Zahlen p, q, r ausgedehnt ist, welche der Bedingung 


(5) entsprechen. — Substituirt man in (10) fiir § m, a? B’7y* ® den 
durch (6) dargebotenen Werth, so ergiebt sich mit Riicksicht auf (7): 


; : IT?n II2p. T12q.T2r\ ) ; : 
(11°) Sm, oo = {2 (nepsteg Tr ae )} - Smo, 





Siem cneechnesaih. ait 
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(11°) Sm, 0" & = N. Sm, a" ® 

wo N die aus (11*) ersichtliche Bedeutung besitzt, mithin eine allein 
von » abhingende Zahl repriisentirt. — Um den Werth dieser 


Zahl N zu ermitteln, braucht man nur zu beachten, dass die hier 
angestellten Betrachtungen. Schritt fiir Schritt auch dann giiltig sein 
miissen, wenn man statt der Summationen iiber discrete Punkte Integra- 
tionen nimmt, die sich ausdehnen iiber eine um m beschriebene Kugel 
von beliebig gegebenem Radius. Der Einfachheit willen mag dieser 
Radius 1, und die Function ® ebenfalls = 1 gewiihlt werden. Setzt 
man also: 

a = @ cos o = OW, 

B=osin Pcosp = ef l—u' cosg, 

y=osn?sng = o/1—z sing, 
und nimmt man an Stelle von m, das Raumelement: 

0’ de du dg, 

so wird man in ganz derselben Weise, wie man zur Formel (11*-») 
gelangte, auch gelangen zu folgender Formel: 
(12) Sif er ededudp = N. STS ( ou)" 0? do du dg, 
wo die Zahl N identisch ist mit der in (11*.>) enthaltenen Zahl N, 
und wo die Integrationen nach @, w, gm die Grenzen besitzen: 


Grenzen fiir 9: eres i, 
Grenzen fiir uw: —1.....+1, 
Grenzen fiir p: ere 22. 


Fiihrt man zuniichst die Integrationen nach g und @ aus, so ergiebt 
sich: 


+ 

7 ao 22.N 
xe Zs ‘ti ans | 

1 - 


4a 4n. N 


2n+3 (2n+3)(Qn+1)° 
Somit folgt: 


(13) N = 2n-+ 1. 
Die Formel (11*>") geht also iiber in: 
(i) Sm, QD = (2n + 1) Sm, a @, 


Setzt man also zur augenblicklichen Abkiirzung: 


(15°) Sno" = TL, 


So folgt aus (14) und (7) 


(15>) Sm, 02" ® = Sm, a2? ® = Sm, pO = Smy*"O = 


z 
2n+1 








| 
i 
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Sodann folgt weiter mit Riicksicht auf (6) . 
¥ Yon. o2P Ry" D> — ITn IT2p. II2q. T2r r 
(15°) Sm, a Py @ Ip. Iq. Ir N2n 2n+1° 
Diese letztere Formel kann, weil nach (5) p+ q+r—n, mithin 
IIn fate © 2" Tin ee 2.4..2n 
Tip. Tq. Tr 9” Tp.2%TIq.2" Tir. (2-4. 2p) (2-4..2¢) (2.4..2r) 


ist, auch so geschrieben werden: 


ma) S 2p R2q42r  — (1.3... 2p—1) (1.3... 2q—1) (1.3... 2r—1) a. 
(15*) we, cr Py ® 1.3...2n—1 2n+1 





Aus diesen Formeln (15*>"-*") ergiebt sich aber unmit- 
telbar die Richtigkeit der friiher (pag. 346) in Bezug auf 
die Gréssen K, x, x gemachten Behauptungen. 

Wir denken uns, um zu einer ganz andern Betrachtung iiberzu- 
gehen, ein und dasselbe Aethermedium successive in zwei verschiede- 
nen Zustinden. Bei beiden mag die Anordnung eine absolut gleich- 
férmige sein; wihrend aber bei der einen die Dichtigkeit — @ ist, 
mag sie bei der andern einen von # unendlich wenig verschiede- 
nen Werth besitzen, nimlich = # + d@ sein. 

Mit Bezug auf die Anordnung (#) mégen die Summen K, x, x 
(pag. 346) gebildet gedacht werden: 


Y ” , 
Sm,ag’ = 
. 


(16) Sm, ato” = 


wo by 
4 


x, Sm,e Bg” = = x, 


9 


y — 15 , Y 200 8 . Y iia ie aap hs 
Sma =>, Sm, bpp” = TZ *> Sm, 02 By” = ;*: 
Die analogen Summen mit Riicksicht auf die Anordnung (# + d*) 
mégen bezeichnet werden mit K+ dK, x+ dz, «x + dx. 

Denken wir uns fiir diese zweite Anordnung die Coefficienten H 
berechnet, so ergiebt sich aus der Definition dieser Coefficienten 
(pag. 340) augenblicklich: 

= H, 


i wt ware A 
(17) H,, = A, = H,., = 3(% + dx), 
a ee 





An Stelle der friiheren Anordnungen (q) und (#) werden niimlich hier 
in Betracht gezogen die Anordnungen (# + d#) und (#). Substituirt 
man die Werthe (17) in die zwischen den H und K, x, x immer statt- 
findenden Relationen (pag. 347), so ergiebt sich, dass im vorliegen- 
6 


den Falle w= v = 27, folglich p= v =a = zy ist. Gleichzeitig ver- 


wandeln sich jene Relationen in 


















ay ee ~~ 
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K+dK= K+x0+ —(K+x)o, 

(18) 3(x + dx) = 3x4 3x64 4(x +x'Jo, 
extdx = x+xo+ ; (x + x')o. 


Die dritte dieser Formeln ist identisch mit der zweiten. Die beiden 
ersten aber lassen sich einfacher so schreiben: 








9 5 
dK = xt = 6, 
(19) de + tx’ 
” 


Nun ist (vergl. pag. 349) im Allgemeinen ¢ = # (1 — 6), folglich im 
hier betrachteten Falle: 
a+ de = o(1— 0), 


mithin 
dt = — eo, 
a. 2. 
(20) lie ia: ~ : 
Aus (19) und (20) folgt sofort: 
a a... Se qe 
(21) : bf 
pe oe 4% Tn dt 
i. 3 a’ 
und hieraus durch Addition: 
oO 2(K+) + 7(x+x') dé 
(22) d(K + x) =— “7 = 


Aus dieser Formel aber folgt sofort, dass wenn K-+ x fiir jeden 
Werth von # Null ist, Gleiches auch von x + x’ gelten muss*). 

Hiermit ist die Richtigkeit einer friiher gemachten 
Behauptung (pag. 353) erwiesen. 


§. 7. 
Zusammenfassung des Resultates der Untersuchung. 


Geht man von den zu Aufang dieses Aufsatzes (pag. 325) genann- 
ten Hypothesen aus, und nimmt man ausserdem an, dass die ponde- 
rablen Moleciile eines Kérpers keine directe Kinwirkung haben auf 
die Aethervibrationen in seinem Innern, so gelangt man fiir die Be- 
wegung ebener Aetherwellen in einem zwei und zweigliedrigen Kry- 


*) Mit dem hier erhaltenen Resultat steht védllig in Einklang eine friiher ge- 
machte Bemerkung (Note auf pag. 346), niimlich die Bemerkung, dass K + x 
sowohl, als auch x -+ x’ fiir jeden Werth von @ verschwinden wiirden, sobald 
das Potential zweier Aethertheilchen auf einander umgekehrt proportional wiire 
mit der dritten Potenz ihrer Entfernung. 
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stall, ohne Zuziehung irgend einer weiteren Voraussetzung, 
zu folgenden Ergebnissen: 

I. Sind a, B, y die Cosinus derjenigen Winkel, unter welchen 
die Normale der Welle gegen die Krystallachsen geneigt ist, so bestimmt 
sich die Vortpflanzungsgeschwindigkeit m der Welle durch die fiir m? 
quadratische Gleichung: 

Yn  _ bs cust a 

mm — (p+ a) mm — (p+ b) mm — (p+ e) 
wo p die Bedeutung hat: 
p= ae? + b8+ ey, 

und wo a, b, ¢ und a,b, € sechs dem Krystall eigenthiimliche Con- 
stante sind. — Demgemiiss existiren fiir jede gegebene Richtung a, B, y 
nur zwet Wellen, deren Fortpflanzungsgeschwindigkeiten die beiden 
Wurzeln jener quadratischen Gleichung sind. 

Il. Bezeichnet man die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der beiden 
Wellen mit m und m’, ferner die Cosinus ihrer Vibrationsrichtungen 
mit A, B, C und A’, B’, C’, so gelten die Formeln: 

A: B: C = = or. bile canes 
mm —(p+a) ~ mm —(p+b) © mm —(p+e 
A: B: C = ~ : B : y , 
mm — (p+ ae) mm — (p+ b) mm— (pte 
und ferner die Formeln: 
0O=—ea«A + BB+ 7C, 
= «aA + BB+ yV~, 
0= AA + BB+ CC, 


welche zeigen, dass die beiden Wellen genau transversal, und dass 


~ 


thre Vibrationsrichtungen genau senkrecht auf ecinander sind. 

Diese Resultate wiirden identisch sein mit den Fresnel’schen 
Gesetzen (die Vibrationsrichtung im Sinne meines Vaters 
genommen), sobald sich nachweisen liesse, dass die Constanten 
a, b, ¢ einander gleich sind; denn alsdann wiirde der Ausdruck 

p= aet+top+tey 
gleich sein dem gemeinschaftlichen Werthe jener drei Constanten, 
also ebenfalls eine Constante sein. 

Dass aber die Constanten a, b, ¢ einander gleich sind, scheint, 
wenn auch nicht im Widerspruch mit den genannten Hypothesen, so 
doch wenigstens keine nothwendige Consequenz derselben zu sein. 

Es diirfte noch zu bemerken sein, dass die erhaltenen Resultate 
Aehnlichkeit besitzen mit den Resultaten einer Untersuchung von de 
Saint-Venant (C. R. LVII. pag. 387; Ber. d. Berliner Pysikal. Ges. 
XIX. pag. 145). September 1868. 
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Ueber biterniire Formen mit contragredienten Variabeln. 


Von A. Cresscu und P. Gorpan. 


3 
Charakter der Aufgabe. Symbolische Darstellungen. 


Fe) 


Die Formen, von welchen hier die Rede sein soll, driicken, 
gleich Null gesetzt, eine in der Ebene stattfindende Beziehung zwi- 
schen den Coordinaten eines Punktes und einer Geraden aus. Solche 
Formen, wo sie in der Theorie der Curven secundir auftreten, fiihren 
den Namen von Zwischenformen oder Concom itanten, Aber ein genaue- 
rer Einblick in die Theorie der terniren algebraischen Formen lehrt, 
dass gewisse allgemeine Eigenschaften erst dann vollstiindig erkannt 
werden kénnen, wenn man eine Form von der Gestalt einer Zwischen- 
form zur Grundform wihlt. Die gegenwirtige Untersuchung soll 
fiir das von solehen Formen entspringende Formensystem gewisse Ge- 
sichtspunkte allgemeiner Natur aufstellen, welche sodann auf Formen, 
deren Grad in beiden Arten von Variabeln der erste ist, angewendet 
und geometrisch gedeutet werden, was denn unter anderm auf die 
bekannten Eigenschaften collinearer ebener Systeme fiihrt. 

Bezeichnet man durch x,, #,, “, Punktcoordinaten, durch w,, u., wt, 
Liniencoordinaten, ferner durch @,, «,, «, symbolische Coefticienten, 
welche den ersten, durch a,, a,, a, solche, welche den zweiten cogre- 
dient sind; setzen wir ferner, wie im Folgenden ihnlich immer ge- 
schehen soll: 

Ue = UG, Un, + Us hy 
On = UX, + Ay, + A3%s, 


so kann man die allgemeinste Grundform der angegebenen Art durch 


darstellen; wobei also der Coefficient eines Products von uw und # sym- 
bolisch durch das entsprechende Product der a und @ ersetzt ist, mul- 
tiplicirt mit einem Polynomialcoefficienten. Statt der symbolischen 
Coefficienten a wird es erlaubt sein, auch gelegentlich b, ¢ u. s. w., 
statt der « auch B, y u.s. w. zu benutzen, 
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Aus der Function / entsteht ein System algebraischer Formen, unter 
denen sich Invarianten , Covarianten, zugehérige Formen befinden , wel- 
che aber im Allgemeinen den Charakter von Zwischenformen besitzen. 
Auf dem Wege, welcher im 59'" Bd. des Crelleschen Journ., p. 1 folg. 
eingeschlagen ist, zeigt sich, dass alle Formen des Systems auf sym- 
bolische Producte von Determinanten und von linearen Ausdriicken 
zuriickfiihrbar sind. Die erstern miissen je drei Reihen cogredienter 
Groéssen enthalten; also entweder Gréssen u mit symbolischen Coefficien- 
ten a,b,..., oder Gréssen x mit symbolischen Coefficienten a, B,... . 
Die andern enthalten zwei Reihen von contragredienten Variabeln; 
also eine Reihe von u, a, b, ... und eine Reihe von 7,a,B,.... 
Die symbolischen Producte also, in welche jede dem Formenkreise von 
f angehérige Gestalt sich zerlegen liisst, haben in ihren Factoren fol- 
gende Typen, in welchen der Kiirze wegen (a, b, c) fiir die Deter- 
minante 2 +- a, b, c, gesetzt ist u. s. w.: 


1) (abu) , 2) (abe) , 3) (@Bx) , 4) (aBy) 
> =>,» Pes FP a, BP we. 


Unter diesen ist der 5'° eine selbststindige Form, die bei contra- 
gredienten Variabeln auftretende evidente Zwischenform u,. Die iibri- 
gen sind rein symbolische Factoren. 

Eine in dem Formenkreise von f enthaltene Gestalt sei in den 
Coefficienten von f von der h'*" Ordnung, in den « vom u'" Grade, 
in den « vop der v' Classe. Die Summe uw + vy von Grad und 
Classe soll als Rang bezeichnet werden. 


Operationen zur Formenbildung. Gruppen des Formensystems. 


Denken wir uns das ganze aus / entspringende Formensystem 
nach der Ordnung eingetheilt, so entsteht zuniichst folgende Frage: 
Wie kann man die verschiedenen Formen (h + 1)'** Ord- 
nung aus den Formen h'*' Ordnung sich abgeleitet denken? 

Um die Sache véllig zu fixiren, denken wir uns jede Form nicht 
nur in ihrem Ausdruck in Coefficienten und Variabeln gegeben, son- 
dern auch unter ihren symbolischen Darstellungen, welche in mannig- 
fachster Weise méglich sind, eine bestimmte festgehalten. Betrachten 
wir also zuniichst eine Form (hk -+ 1)'* Ordnung als ein solches véllig 
gegebenes symbolisches Product von Determinanten und linearen Fac- 
toren. Unter den verschiedenen symbolischen Buchstabenpaaren grei- 
fen wir ein beliebiges, etwa a, a, heraus. Soweit die Buchstaben 
dieses Paares in unserer Form in den Typen te, az, dq auftreten, las- 
sen wir diese Factoren aus. Soweit sie in Verbindungen wie 
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(1) (abu), (abe), (a@Bx), (aBy) 
auftreten, setzen wir fiir sie die entsprechenden Ausdriicke 
(2) be , (ube), up, (xBy). 


Durch diese Operationen geht die Form (hk + 1)'* Ordnung in 
eine Form h'* Ordnung iiber. Aus dieser Form h' Ordnung kann 
man umgekehrt die Form (i + 1)'* Ordnung entstehen lassen, indem 
man in der erstern an Stelle der Factoren (2) wieder die Factoren (1) 
eintreten lisst, auf diese Weise die neuen symbolischen Buchstaben 
a, @ einfiihrt, und die Factoren uw, az, d¢ in entsprechenden Poten- 
zen ergiinzt. 

Man bemerkt, dass sowohl die eine als die andere dieser Opera- 
tionen, indem man andere Buchstabenpaare a, a ; b, B u. s. w. benutazt, 
auf die mannigfaltigste Weise ausgefiihrt werden kann. Aber das 
Wesentlichste ist, dass man erkennt, wie aus den Formen h'' Ord- 
nung, diese als gegeben betrachtet, alle Formen (h + 1)’ Ordnung 
durch eine gewisse Anzahl symbolischer Operationen abgeleitet werden 
kénnen. Diese Operationen sind folgende: 

1) Es werden einige von den Factoren b,, ¢, u. s. w., welche in 
dem symbolischen Ausdruck der Form h'* Ordnung vorkommen, in 
(abu), (aew) u.s.w. verwandelt, wo a, « Buchstaben sind, welche in 
dem gegebenen symbolischen Ausdrucke nicht vorkommen. Die An- 
zahl dieser Factoren sei m,. 

2) Es werden einige Factoren (whe) , (wde) u.s. w. in (abe), (ade) 
u.s. Ww. verwandelt. Die Anzahl dieser Factoren sei m,, 

3) Es werden einige Factoren ug, uy ... in (@Bx) , (aya) us. w. 
verwandelt. Die Anzahl dieser Factoren sei mz. 

4) Es werden einige Factoren (xBy), (wd) u.s. w. in (apy), 
(ade) ... verwandelt, Die Anzahl dieser Factoren sei m,. 

Wenn wir, von einer Form kh‘ Ordnung ausgehend, die Zahlen 
m,, M,, M,, m, auf eine bestimmte Weise gewihlt haben, so ist es 
zwar noch mdglich, auf sehr mannigfache Weise Formen (h + 1)!" 
Ordnung abzuleiten, indem man die vier genannten Operationen auf 
andere und andere symbolische Factoren der Form h' Ordnung an- 
wendet; aber die hinzuzufiigenden Potenzen der symbolischen Facto- 
ren Gy, Ua , 4g sind soweit bestimmt, dass wenn man die Potenz von 
(_ annimmt (= m,), die iibrigen voéllig gegeben sind. In der That 
muss die Anzahl aller vorkommenden a gleich m, die aller « gleich sein. 
Daher ist die hinzuzufiigende Potenz von a, die (m—m,— m, —m,)", 
die hinzuzufiigende Potenz von wg die (m—m,—m,— my)". 

Aber wegen der folgenden Betrachtungen ist es zweckmiissig, 
die Anwendung dieser vier Operationen, und damit zugleich die Be- 
deutung der Zahlen m,, m,, i, m, passend zu erweitern. Die erste 
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Operation kann man so ausdriicken, dass in einigen Factoren b,,¢,,... 
die «; durch die Unterdeterminanten 

Uy Ay — Us Ay Uy Ay — Uy Ay » UA, — UG, 
ersetzt werden. Aber diese Ersetzung kann ebenso gut bei einem der 
Factoren (By) stattfinden, wodurch derselbe in 

Ugly — Uys 

iibergeht. Auch dieses soll erlaubt sein, und wie oft es geschieht, 
soll in der Zahl m, mit einbegriffen werden. 

Ebenso kann man die dritte Operation so ausdriicken, dass in 
einigen Factoren u;,u,,... die « durch die Gréssen 
Ly, — Uylly , LO, — X,O, , XH, — Lye, 
ersetzt werden. Es soll nun erlaubt sein, dieses auch in den Facto- 

ren (beu) vorzunehmen, wodurch ein solcher Factor in 
b. Ce — CeVe 

tibergeht; die Zahl m, soll zugleich die Anzahl dieser Veriindernn- 
gen umfassen. 

Es bedeutet also jetzt : 
1) 
ersetzt sind; 

2) m,: wie oft die « durch @ ersetzt sind; 

3) m,: wie oft die « durch die Unterdeterminanten der v und « 


m,: wie oft die # durch die Unterdeterminanten der w und a 


— 


ersetzt sind;, 

4) m,: wie oft die # durch « ersetzt sind. 

Nachdem wir so die aus einer Form h'* Ordnung entspringenden 
Bildungen nach den Zahlen m,, m,, m,, m3, m, in gewisse Gruppen 
gebracht haben, soll fiir die Resultate der Anwendung der Operationen, 
von denen die Rede ist, eine gewisse Reihenfolge festgesetzt werden. 
Und zwar sollen die vermittelst derselben entstandenen Formen so 
geordnet werden, dass die Formen einer gewissen Ordnung zuerst 
nach ihrem Range geordnet werden; die Formen desselben Ranges 
dann nach der Héhe der ersten charakteristischen Zahl m,, 
so dass die Formen mit gréssern m, denjenigen vorangelhen, welche 
ein kleineres m, haben; diese Formen wieder sollen gecrdnet werden 
nach der Grisse der zweiten charakteristischen Zahl! (Gesammt- 
zahl aller geiinderten symbolischen Factoren) 


M, = m + m, + m, + m, 
von dem kleinsten Werthe von M, beginnend; in gleicher Weise sol- 
len die Formen mit gleichem M, weiter nach der Hihe der drit- 
ten charakteristischen Zahl 
M, = m, + m, 


geordnet werden, welche zusammengenommen angiebt, wie oft die « 















































Ueber biterniire Formen. 





363 


in a und die « in @ verwandelt sind; die Formen mit gleichem M, 
nach der Héhe der vierten charakteristischen Zahl 

M, = m, 
(Anzahl der Factoren, in welchen die « in a verwandelt sind), und 
die Formen mit gleichem M/, nach der Hohe der fiinften charak- 
teristischen Zahl 


welche die Anzahl der Factoren, in denen die # in Unterdeterminan- 
ten der w und der a verwandelt sind, anzeigt. Endlich sollen die 
Formen (i + 1)" Ordnung, welche alle diese Zahlen gemeinsam ha- 
ben, nach den Functionen h'*' Ordnung geordnet werden, aus welchen 
sie entstanden sind. Diese selbst ordnen sich wieder nach denen der 
(h—1) u.s. w., so dass nur die Anordnung der Formen erster Ord- 
nung gegeben sein muss. 


| 
| 
| 
| 
M, = ™m,, | 





Mit Hiilfe dieser Festsetzungen kann man es unternehmen, eine 
i Tafel aller zu { gehérigen algebraischen Formen in ihrer symbolischen 
Darstellung zu entwerfen und anzuordnen. Dabei wird zuniichst an 
Stelle der gegebenen Function /, und zwar in der beistehenden Auf- 


| einanderfolge die Formenreihe zu setzen sein (mit abnehmendem m,): 
3 m—3 n—3 2  m—2  xn—2 m—1lo n—t mon 
eee a a u a a uw aa u a u 
ee ee @ ae 2 @ Pa es ae ? ra 


Indem man von dieser Reihe ausgeht, der, wenn man will, die 
evidente Zwischenform #, noch vorausgehen kann, und die oben fest- 
gesetzten Anordnungen festhiilt, gelangt man zu einer Anordnung 
aller Formen in eine vollig bestimmte Reihe von Gruppen. Man wen- 


i det auf jede Form h'* Ordnung die Operationen so an, dass man auf 
| Operationen mit kleinen MM, solche mit gréssern, unter diesen auf 
) Operationen mit kleineren JM, solche mit grésseren ete. folgen lisst, 

' unter den erhaltenen Bildungen aber die mit niederem Kange voran- 
: stellt. In jeder der erhaltenen Gruppen kommen nur noch solche For- 


men vor, fiir welche die 5 Zahlen m; oder M; iibereinstimmen und 
welche aus derselben Form h'*' Ordnung entstanden sind. Aber frei- 
lich entsteht dabei jede héhere Form auf verschiedene Weise, da wir 
oben gesehen haben, dass man von einer Form (hk + 1)" Ordnung 
auf mannigfache Weise zu Formen h'*" Ordnung zuriickgehen kénne. 
Jede héhere Form kommt also in mehreren dieser Gruppen vor; es 
kommen ausserdem Formen vor, welche nicht einfache symbolische 
i Producte, sondern Summen von solehen sind, die dann zum Theil 
. neu, zum Theil schon friiher dagewesen sein kénnen. 
- | Da nun die Anordnung der Gruppen eine vollig bestimmte ist, 
so kénnen wir die Festsetzung machen, dass jede Form nur in 
derjenigen Gruppe beibehalten werden soll, welche bei der 
angenommenen Anordnung der Gruppen zuerst vorkommt. 
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Es wird sich zeigen, dass dann auch die weitern Formen ausgelassen 
werden kénnen, welche aus solchen auszulassenden Formen durch die 
angefiihrten Operationen hervorgehen. Aber ehe wir hierauf einge- 
hen kénnen, miissen andere Punkte der Betrachtung ihre Erledigung 
finden. 


§. 3. 


Zusammenhang der Formen einer Gruppe. 


Die verschiedenen Formen einer Gruppe unterscheiden sich nur 
dadureh von einander, dass dieselben Operationen auf verschiedene 
symbolische Factoren der Ausgangsform h'* Ordnung angewandt sind. 
Bezeichnen wir fiir den Augenblick in dieser Factoren der Form b, 
und der Form (Byx) gleichmissig durch 7, , 7,..., Factoren der Form 
uz und der Form (bex) gleichmiissig durch uw,, uy ete., so kann man 
der Form h' Ordnung die Gestalt geben 

Fax Zl ryt, ... te te ... P, 

in welcher P das Product derjenigen symbolischen Factoren bezeich- 
net, welche weder die # noch die « enthalten, und wo die Summe 2 
sich auf die verschiedenen symbolischen Producte bezieht, aus denen F' 
zusammengesetzt sein kann. Verschiedene Formen derselben Gruppe 
entstehen dadurch, dass entweder die Operationen (1), (4) auf ver- 
schiedene der Factoren r,, 7”,..., oder dadurch, dass. die Operatio- 
nen (2), (3) anf verschiedene der Factoren w,, ug angewandt wer- 
den. Wie verschieden indess auch zwei so entstehende Formen (h + 1)! 
Ordnung sein mégen, so kann man doch immer eine Reihe von For- 
men derselben Gruppe zwischen ihnen so einschalten, dass je zwei 
benachbarte Formen der ganzen Reihe sich nur durch die Benutzung 
zweier Factoren unterscheiden, sei es zweier Factoren r,, 7’,, oder 
zweier Factoren wo, tg. Wenn wir also zeigen, dass die Differenz 
zweier solcher benachbarten Formen der Gruppe immer aus Formen 
sich zusammensetzen, die friihern Gruppen angehéren, so folgt, dass 
allgemein die Differenz zweier Formen derselben Gruppe 
durch Formen friiherer Gruppen zusammensetzbar ist. 

Um diesen Satz fiir benachbarte Formen zu beweisen, ist es nur 
néthig, ihn fiir solche Formen zu beweisen, welche sich durch Be- 
nutzung von 7, und *, unterscheiden, da dann fiir die aus verschie- 
dener Benutzung von u,, uy entstandenen, wie man leicht sieht, das- 
selbe gelten muss; auch geniigt es natiirlich, in F’ ein Glied der 
Summe zu betrachten. Die bei der. Benutzung von r,, 7’, eintretende 
Verschiedenheit kann aber eine dreifache sein. Entweder bleibt einer 
der Factoren ungeindert, der andere wird durch die Operation (1) 
geiindert; oder einer bleibt ungeiindert, der andere wird durch die 
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Operation (4) geiindert; oder endlich, einer wird durch die Operation 
(1), der andere durch die Operation (4) geiindert. Bezeichnet man 
immer durch M denjenigen Theil des Resultats, welcher nicht aus den 
Factoren r,, 7, hervorgegangen ist, und also in beiden benachbarten 
Kormen der niimliche ist, so sind die drei zu betrachtenden Differen- 
zen folgende, welche mit Hiilfe der bekannten Identitiit in die bei- 
stehenden Formen verwandelt werden: 


M |r, (wa) — 2, (rua)| = al {tz (9 ra) — az (r'ru)\ 





| 7, % BG, — Ae ty | 

/ rai 

M (rire — 21a) = M. Vo ry Ls, Gy — a a. 
, 

| % % %G% —— % &% | 


M |ra (rua) — x. (rua)) = M {ta (ra) — dg (v’ru)\. 


Ks ist leicht zu zeigen, dass in der That alle Glieder rechts in 
friihern Gruppen vorkommen. In dem ersten Ausdrucke scheidet sich im 
ersten Gliede der Factor w, aus; der Rest hat also niedern Rang und 
kommt also friiher vor. Das zweite Glied entsteht aus einer Function 
h' Ordnung, welche sich nur dadurch von F' unterscheidet, dass an 
Stelle der Factoren r, 7; der Factor (rr) gesetzt wird; und zwar ent- 
steht es durch Operationen, welche iibrigens die bei Entstehung der 
linken Seite auf #' angewandten sind, nur dass einmal weniger 2 in 
Unterdeterminanten der « und a verwandelt sind. Daher ist M, um 
1 kleiner als bei Aufstellung der Terme der linken Seite, und das 
fragliche Glied gehért also einer friihern Gruppe an. 

Die rechte Seite der zweiten Gleichung entsteht aus derselben 
Function }# Ordnung, welche eben an Stelle von F’ trat, indem man 
iibrigens dieselben Operationen ausfiihrt, wie sie zur Bildung der lin- 
ken Seite benutzt wurden, nur dass einmal statt dass die x sich in 
die « verwandeln, die w in die Unterdeterminanten der « und der 
« tibergehen. Daher hat zwar M, denselben Werth wie bei den links 
angewandten Operationen; aber M, ist um 1 kleiner; die Form rechts 
gehért also einer friihern Gruppe an wie die Formen links. 


Die rechte Seite der dritten Gleichung besteht aus 2 Theilen. 
Beide entstehen wieder aus derselben Function h'* Ordnung, welche 
schon benutzt wurde. Aber bei dem ersten Theile werden, statt ein- 
mal die x in die a, einmal die x in Unterdeterminanten der w und a 
zu verwandeln, nur die « in a verwandelt; daher ist M, um 1 klei- 
ner. Im zweiten hat man zwei Veriinderungen weniger, also M, um 
2 kleiner, und ausserdem tritt a, vor, so dass m, um 1 grésser wird. 
Aus beiden Griinden gehdrt das Glied einer friihern Gruppe an. 

Hierdurch ist in der That der zu beweisende Satz erwiesen. 
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§. 4. = 
Uebereinanderschiebungen. 


Wenn man die Form F selbst wie eine Grundform betrachtet, 
und sie symbolisch durch 
(1) Fou ww 
darstellt, so entsteht durch Anwendung der oben geschilderten Ope- 
rationen ein Ausdruck, welcher ein gewisses Aggregat der Formen 
der entsprechenden Gruppe (hk + 1)' Ordnung ist, und welcher die 
besondere Eigenschaft hat, dass seine Coefficienten sich aus denen 
von f und fF’ direct zusammensetzen, linear fiir jede beider Arten von 
Coefficienten. Dieser Ausdruck, welcher die symbolische Form hat: 


i — my — Ms V¥—iiig—My Mo 
® =s ; oe . 


a “# oO a, 
m) ee ee ee LC mC mL 
kann in der That aus F’ dadurch abgeleitet werden, dass man J’ nach 
den « und den w wiederholt differenzirt, und die Differentialquotien- 
ten mit passenden Gréssen multiplicirt und addirt, welche ausser den 
« und den « nur Coefficienten von f enthalten. Wir wollen diese 
Art, F zu behandeln, als Uebereinanderschiebung von F mit 
{*), und @® als das Resultat der Uebereinanderschiebung bezeichnen. 
Man erkennt dann leicht, dass die Differenz des einer Gruppe 
entsprechenden ® und einer Form der Gruppe durch For- 
men friiherer Gruppen ausdriickbar ist. Dieser Satz ist eine 
directe Folge des im vorigen §. bewiesenen. Wenden wir nimlich 
die Differentialoperationen, von denen oben die Rede war, auf die 
andere Form von F' an: 


9 7 sai SVs a¥ 4 gs) 
(2) Fe = Lrzrz... Ugtty .... P, 
so erhalten wir offenbar eine Summe von Gliedern, welche durch Ver- 
tauschung der 7,7’ ... oder der s,s’ ... unter sich in einander iiber- 


gehen, d.h. wir erhalten, bis auf einen allen gemeinschaftlichen Zah- 
lenfactor, die Summe aller Formen der betreffenden Gruppe, diese so 
gezihlt, als wiiren alle x und alle s von einander verschieden, 

(3) ®—k2&q, 

wo unter m die verschiedenen Formen der Gruppe verstanden sind, 
und & eine Zahl bedeutet. Nun entsteht aber die symbolische Form 


*) Der Process des Uebereinanderschiebens ist hiernach nur eine Erweiterung 
des Processes, welchen Herr Aronhold als Bildung von Functionalinvarianten 
bezeichnet, wobei freilich hier immer eine der dabei benutzten Functionen als 
die urspriingliche angenommen ist. Aber das letztere, welches nur wegen des 
Ganges der obigen Untersuchung geschieht, ist fiir den Bégriff unwesentlich. 








a ee. a | 


— 
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(1) aus (2), indem man alle r einander gleich setzt, alle s einander 
gleich setzt und das Summenzeichen ausliisst. Hierdurch geht jedes 
gy in @ iiber; ist also / die Anzahl der gm in dem oben festgestellten 
Sinne, so hat man auch 
1 
® = ki® k= — 
? l 
und die Gleichung (3) geht ‘also iiber in 
ld = Jy. 
Ist also gm, irgend eine der Formen g, so ist auch 


L(D— q) = = (9 — y), 
wo nun rechts das von g, herriihrende Glied identisch verschwindet. 
Aber nach dem vorigen §. sind die Differenzen g — g, durch Formen 
friiherer Gruppen ausdriickbar, also auch © — g,, was zu_bewei- 
sen war. 

Der ‘hierdurch nachgewiesene Satz lisst sich noch anders aus- 
sprechen. Denn da die Differenz zwischen der Uebereinanderschie- 
bung und einer Form der Gruppen sich durch Formen friiherer Grup- 
pen ausdriickt, so kann man jede Form ersetzen durch die entspre- 
chende Uebereinanderschiebung , vermehrt um Glieder friiherer Gruppen. 
Fiihrt man bei diesen nun wieder dasselbe aus, und fihrt so fort, so 
erhiilt man endlich den Satz: 

Jede Form einer Gruppe ist gleich der entsprechenden 
Uebereinanderschiebung, vermehrt um Uebereinander- 
schiebungen, welchen friihere Gruppen entsprechen. 

Man darf also jetzt die Gruppen ganz aufgeben, und 
erhalt das vollstindige System der zu f gehérigen Formen, 
wenn man in den friiheren Entwicklungen statt jeder 
Gruppe die entsprechende Uebereinanderschiebung setzt. 

Hieraus ergiebt sich nun sofort der am Ende von §. 2. angedeu- 
tete Satz. Denn wenn eine durch Uebereinanderschiebung entstandene 
Form J’, eine lineare Combination von friiher auftretenden Formen 
F, derselben Art ist, so sind auch alle durch Uebereinanderschiebung 
mit f aus J’, abgeleitete Formen dieselben linearen Combinationen 
der aus den F, abgeleiteten, und kénnen also ebenfalls ausgelassen 
werden. Und so sieht man also, dass bei der Bildung der Tafel 
der Uebereinanderschiebungen jede lineare Combination 
friiherer Formen,-selbst nebst allen ihren abgeleiteten For- 
men ausgelassen werden kann. 

Auch ein anderer Punkt, welcher friiher zweifelhaft scheinen 
konnte, wird hiermit erledigt. Man durfte friiher keineswegs solche 
Formen ohne Weiteres auslassen, welche, wie auch ihre symbolische 
Form beschaffen war, den wahren Werth 0 hatten. Aber nunmehr 


24" 
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sieht man, dass diese Formen in der Tafel der Uebereinanderschie- 
bungen nie etwas geben kénnen, da die Uebereinanderschiebung von 
f mit einer identisch verschwindenden Function nothwendig selbst 
identisch verschwindet. 

Aber zugleich sieht man, dass, wenn eine Uebereinanderschiebung 
nicht durch friihere linear ausdriickbar ist, auch keine der in der ent- 
sprechenden Gruppe enthaltenen Formen identisch verschwinden kann, 
da sie der Uebereinanderschiebung selbst, vermehrt um lineare Com- 
binationen friiherer, gleich ist. 

Da zu jeder der friihern Gruppen nur eine Uebereinanderschie- 
bung gehért, so bilden die Uebereinanderschiebungen ein vollig fest- 
geordnetes System; und liisst man jede Form dabei aus, welche durch 
friihere linear ausdriickbar ist, so kommt auch jede Form nur einmal 
vor; wobei natiirlich nicht ausgeschlossen ist, dass viele dieser For- 
men sich noch auf hdhere als lineare Weise durch andere ausdriicken. 


~ 


' 
ev. 


Se 


Volle Systeme /' Ordnung. 


Unter einem vollen System von Formen h'*' Ordnung sei 
ein solehes verstanden, durch welches alle Formen kh‘ Ordnung in 
dem aus { entspringenden Formensystem sich linear ausdriicken las- 
sen, wenn man noch Potenzen von wu, als ergiinzende Factoren hinzu- 
fiigt. Aus diéser Definition folgt von selbst, dass, wenn in der Tafel 
der Uebereinanderschiebungen ein volles System h'*' Ordnung gegeben 
ist, die Uebereinanderschiebungen aller Formen h'* Ordnung mit /, 
also alle Formen (h + 1)’ Ordnung sich ebenfalls durch die Ueber- 
einanderschiebungen jenes vollen Systems multiplicirt mit Potenzen 
von #, linear ausdriicken lassen. Um dieses einzusehen, braucht man 
nur zu beweisen, dass durch Uebereinanderschiebung von f mit w?. I 
Glieder entstehen, welche aus Potenzen von w, und aus Uebereinan- 
derschiebungen von J’ mit f zusammengese.st sind. Aber der Aus- 
druck #.' kommt als Entwicklungscoefficient von « in dem Aus- 
drucke 


(Sx Ett, H+? wr 


vor. Setzt man daher in ®(1* §.4) u+p, s+ eu statt w,s und 
nimmt den Coefficienten von é?, so erscheint in der That der neue 
Ausdruck als Aggregat von Termen, welche die niimliche Gestalt wie 
® haben, und mit Potenzen von uw, multiplicirt sind. 

Die Uebereinanderschiebungen eines vollen Systems h'** Ordnung 
geben also ein volles System (4 -+ 1)" Ordnung. Dasselbe kann noch 
b 


oe 


iierfliissige Kormen enthalten, d. h. soleche, welche durch andere un- 
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ter ihnen linear ausdriickbar sind; aber es kénnen niemals Formen 
fehlen, welche zur Herstellung eines vollstiindigen Systems nothwen- 
dig wiiren. 

Denken wir uns alle vollstiindigen Systeme zuniichst durch die 
Bildung der Tafel der Uebereinanderschiebungen so gegeben, dass 
alle vollen Systeme aus Uebereinanderschiebungen bestehen. Der Cha- 
rakter des vollen Systems’ wird nun offenbar keinesweges geiindert, 
wenn man etwa eine Form des Systems mit einem numerischen Factor 
multiplicirt, und ausserdem lineare Combinationen friiherer Ueberein- 
anderschiebungen (von passender Ordnung, Grad und Classe) hinzu- 
fiigt. Das vollstiindige System bleibt also z. B. ein solches, - wenn 
man statt jeder Uebereinanderschiebung eine beliebige Form der ent- 
sprechenden Gruppe setzt, multiplicirt mit einer beliebigen numerischen 
Constante. Man wird sehen, von welcher Wichtigkeit dies fiir die 
Anwendungen ist. 

Auf ein ganz beliebig gegebenes volles System der h' Ordnung 
kann man immer den Process der Uebereinanderschiebung anwenden, 
um ein volles System (/ + 1)" Orduung zu erhalten. Denn die das 
volle System h'** Ordnung ersetzenden Uebereinanderschiebungen kann 
man durch die Formen des beliebigen vollen Systems h'*" Ordnung 
linear ausdriicken; also auch die Uebereinanderschiebungen jener, d. h. 
ein volles System (+ 1)'*" Ordnung, durch die Uebereinanderschie- 
bungen dieser, was zu beweisen ist. 

Indem man nun dieses mit dem Vorigen combinirt, kann man 
von einem beliebig gegebenen vollen System von Formen J, h'°' Ord- 
nung ausgehen. Wenn jede Form dieses vollen Systems in einer ge- 
wissen symbolischen Gestalt gegeben ist, so gehért sie auch in eine 
gewisse Gruppe, und die gegebenen Formen werden daher in einer 
ganz bestimmten Weise geordnet, welche der oben festgesetzten Ord- 
nung der Gruppen entspricht. Man bildet nun die Gruppen, in welche 
die aus diesem vollen System abgeleiteten Formen zerfallen. Nimmt 
man aus jeder dieser Gruppen eine Form, und liisst alle diejenigen 
dabei aus, welche durch vorangegangene linear ausdriickbar sind, so 
bleiben jeder Form F, eine gewisse Zahl dieser Formen (h + 1)! 
Ordnung zugeSrdnet, insofern sie bei dieser Bildungsweise gerade 
aus J’, hervorgegangen sind. Dabei sind also z. B. solche Formen 
auszulassen, welche zwar aus J’ entstehen kénnen, aber welche bei 
Benutzung anderer Buchstabenpaare aus einer friiheren Function, oder 
auch aus F, selbst, aber mit Hiilfe von Zahlen m, die friihern Grup- 
pen zugehoéren, ableitbar sind. 

Die zu den Formen des vollen Systems h'*' Ordnung zu- 
gehérigen Formen bilden also ein volles System (h+ 1)'*! 
Ordnung. Und man kann also, indem man sich dieses Begriffs 
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bedient, von den Formen 1'* Ordnung ausgehend,, ein System zuge- 
hériger Formen 2'* Ordnung entwickeln, zu diesen zugehirige Formen 
dritter Ordnung u.s.w. Man gelangt so zu der Bildung eines For- 
mensystems, durch welches alle Formen sich linear ausdriicken lassen, 
welche sich in dem Formensysteme von f iiberhaupt finden, und wel- 
ches noch willkiirlich genug ist, um der Anwendung besonderer Kunst- 
griffe hinlinglichen Spielraum zu lassen. 


§. 6. 
Vollstiindige Formensysteme. Criterien derselben. 


Das Ziel der vorliegenden Uutersuchung ist nun die Untersuchung 
eines vollstindigen Formensystems, d. h. eines solchen, durch 
welches alle aus f entspringenden Formen sich als ganze und ratio- 
nale Functionen darstellen lassen. Es sollen jetzt als Vorberei- 
tung zu der folgenden Anwendung die Criterien eines solchen Systems 
gegeben werden. 

Zu einem vollstiindigen Systeme gehéren immer uw, und die in 
§. 2 aufgefiihrten Formen erster Ordnung. Bezeichnen wir im Ganzen 
die Formen eines vollstiindigen Systems durch V, so enthiilt die im 
Vorigen entwickelte Tafel als Formen h' Ordnung lauter rationale 
Functionen der V. Aber auch die Formen (/ + 1)'*" Ordnung sollen 
ganze Functionen der V werden. Die Formen erster Ordnung sind 
es wirklich; beweisen wir also, dass, die Formen h'*' Ordnung als 
ganze Functionen der V angenommen, die Formen (i + 1)" Ordnung 
bei der oben dargestellten Bildungsweise von selbst ganze Functionen 
der V werden, so ist damit dargethan, dass iiberhaupt alle aus f ent- 
springenden Formen ganze Functionen der V sind, d. h. dass die V 
wirklich ein vollstiindiges Formensystem bilden. 

Es ist also nichts weiter zu beweisen, als dass aus den V und 
aus Producten der V durch Uebereinanderschiebung oder Processe, 
welche derselben iiquivalent sind (Bildung eines Gliedes der entspre- 
chenden Gruppe), wieder ganze rationale Functionen der V entstehen. 

Der erste Theil des zu fiihrenden Nachweises besteht also darin, 
dass'man aus den V selbst die Uebereinanderschiebungen oder deren 
Aequivalente bildet, und zeigt, dass sie wieder durch die V ausdriick- 
bar seien. Dabei kann man, indem man den Beweis fiir irgend eine 
Form fihrt, immer voraussetzen, dass fiir alle friihere Formen der 
Beweis bereits geliefert sei. Der zweite Theil leistet dasselbe fiir Pro- 
ducte der V. Dieser zweite Theil kann durch folgende Betrachtun- 
gen vereinfacht werden, deren Nutzen freilich zum Theil erst durch 
die Anwendung vollig evident wird. 
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Kin Product von Functionen V sei V.M, wo M das Product 
der iibrigen V ist, welche darin noch vorkommen. Indem wir nun 
mit diesem Product die verschiedenen Uebereinanderschiebungen vor- 
nehmen, kénnen wir jede Uebereinanderschiebung durch eine Form 
der entsprechenden Gruppe ersetzen. Und zwar kénnen wir diese Form 
so wihlen, dass méglichst viel von den der Gruppe entsprechenden 
Operationen auf die symbolischen Factoren von V selbst angewandt 
werden. Kann man alle Operationen, welche der Gruppe entsprechen, 
auf V selbst anwenden, so zerfillt die zu bildende Form in ein Pro- 
duct von Formen V mit einer aus dem einen V selbst abgeleiteten 
Form. Ist also der erste Theil der Untersuchung bereits erledigt, so 
hat man bereits ein Aggregat von V vor sich, und man kann in dem 
hier zu behandelnden zweiten Theile solche Producte auslassen. Aber 
auch in vielen andern Fiillen findet man, ohne selbst besondere Vor- 
aussetzungen itiber das Product M zu machen, dass das untersuchte 
Product nichts liefern kann. Es bleiben also nur gewisseSysteme 
der Zahlen m, m,... m, oder M,, M, ... M, itibrig, deren 
Operationen bei Producten, welche ein bestimmtes V ent- 
halten, zu beriicksichtigen sind. Auf diese Weise gehéren 
zu jedem N gewisse Systeme charakteristischer Zahlen. 
Denken wir uns zu jeder Form V die Systeme charakteristischer 
Zahlen gebildet. Nur Producte solcher V sind dann in Be- 
trachtung zu ziehen, welche gemeinsame Systeme cha- 
rakteristischer Zahlen besitzen. Und auch bei diesen Producten 
sind alle solche auszuschliessen, bei welchen man die dem charakte- 
ristischen Zahlensysteme entsprechenden ©perationen bereits auf ein 
Product aus einer geringern Anzahl ihrer Factoren anwenden kann. 
Und somit ist denn der Gang der Untersuchung festgelegt. Man 
untersucht zuerst die Uebereinanderschiebungen der einzelnen V mit /, 
oder Glieder der entsprechenden Gruppen; bildet ferner die den ein- 
zelnen V entsprechenden Systeme charakteristischer Zahlen, sucht die 
Producte auf, deren Factoren gemeinsame charakteristische Zahlen be- 
sitzen, und indem man diese auf Producte von nicht zu viel Factoren 
beschrinkt, hat man nachzuweisen, dass die aus diesen Producten ent- 
stehenden Bildungen als rationale Functionen der V darstellbar sind. 


& ¥. 


Betrachtung des Falles m=1, »=1. Vollstiindiges System 
fiir diesen Fall. 





Wenden wir uns jetzt beispielsweise zur Betrachtung einer Form, 
welche fiir die « und fiir die x linear ist (m—=1, »n=1). Jhre sym- 
bolische Form ist 
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f = Gz te. : 
Die Formen erster Ordnung bestehen daher ausser f nur noch aus der 
Invariante a,, und diese ist die einzige Form, fiir welche m,—1 ist; 
bei allen iibrigen Biidungen kénnen wir m, = annehmen. 

Da in f nur eine symbolische Reihe a und nur eine symbolische 
Reihe « vorkommt, so kénnen die Zahlen m,, m,, m,, m, nur die 
Werthe 0 oder 1 haben. Aber m, und m, kénnen nicht zugleich 1 
sein, da sonst bei der anzuwendenden Operation die Reihe a zweimal 
eingefiihrt wiirde; ebenso kénnen m, und m, nicht zugleich 1 sein. 
Sonach lassen m,, m, im Ganzen 3 Combinationen, m,, m, ebenfalls 3 
zu, und die Anzahl von Combinationen aller m; wiire 9. Aber von diesen 
fallen noch zwei aus; erstlich die Combination, wo alle m; verschwin- 
den, welche keine eigentliche Operation, sondern nur Multiplication 
mit f giebt, zweitens der Fall, wo m, und m, gleichzeitig 1, m, und 
m, also Null sind. Denken wir uns niimlich die durch diese Zahlen 
charakterisirte Operation auf eine Form h'*' Ordnung angewandt, welche 
die symbolischen Factoren r, . % enthiilt, so dass diese in 

1% Ve Ve 
(rua) (Q@xa) = |e Ur Ue 


|g dr Ue 


iibergeht. Wenn wir nun durch M das Product der iibrigen symbo- 
lischen Factoren der Form bezeichnen, sodass M.r, . ug die gegebene 
Form war, so*zerfallt die neugebildete Form in die 6 Theile 
M .¥9 tz Ga — M . 9 Gz te + M.7e Ug dy + M. re te a; 
— M.Uzag%2 — Maar, Up 

Der letzte Theil ist bis auf den Factor a, die urspriingliche Form selbst, 
der erste bis auf die Factoren u,.aq die der urspriinglichen, des nie- 
derern Ranges wegen noch vorangehende Form M.r,, beide h'" Ord- 
nung, also schon bekannt, der zweite Theil ist das Product der letz- 
tern Form mit /. Der dritte Theil entsteht aus M.r,u. durch Ver- 
wandlung von w in a, also durch eine Operation mit kleinerm M,, 
welche daher friiher vorzunehmen ist, als die hier behandelte. Ebenso 
verhiilt es sich mit dem vierten Theil,-welcher aus M . 7, u% durch Ver- 
wandlung von « in « entsteht. Der fiinfte Theil endlich entsteht aus 
M.7,%g durch Verwandlung von x in @ und u in @, wobei zwar MV, 
denselben, M, aber einen héhern Werth hat. Das einzige neue Glied 
also, welches die gegenwirtig betrachtete Operation, und zwar mul- 
tiplicirt mit «,, uns liefern wiirde, entsteht ohne diesen Factor durch 
die spiter ohnedies anzuwendende Operation, bei welcher wu in a, x in 
« verwandelt wird. Man kann daher die erst betrachtete Operation 
ganz auslassen. a 
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Hiernach erhalt man fiir die anzuwendenden Operationen folgende 


langt: 

| mM, 
1) 0 
2) 0 
3) 0 
1) | 1 
5) | 0 
6) 1 
7) | 1 





| 
m, 


0 


my 


0 
1 
0 
0 
0 
1 
0 


! 


Mz 


- 


M, 


i 


« 


to bo b 


0 


o-_ = = 


Um nun das vollstindige 
den Formen erster Ordnung ausgehen, diese Operationen anwenden, 
die Resultate modglichst reduciren , 


| 0 
| 0 
0 
1 
( 


| 
| 
lo 
| 1 
| 

| i 


M, | M, | M, | 


0 
1 





wu in 
n 
wv in 


& 
an id 


«x in 
wv in 
x in 
x in 


Tafel, welche so angeordnet ist, dass die charakteristischen Zahlen MV; 
von jeder Operation zur andern gerade so wachsen, wie es die fiir die 
successive Anwendung der Operationen in §. 2. festgesetzte Regel ver- 


Es gehen iiber*) 
Unterdet. von « und « 
Unterdet. von w und a 
a 
oe 
a, wv in Unterdet. von x und « 
a, « in Unterdet. von w und a 
a, win a. 


Formensystem zu erhalten, kann man von 


auf die iibrig bleibenden die Ope- 
rationen wieder anwenden u.s. w. Man findet dann, dass, abgesehen 
von der identischen Zwischenform u,, das vollstindige Formen- 
system aus 7 Formen besteht, welche, nach den oben gegebenen 
Regeln geordnet, diese sind: 
A, , f= Are , ty = Agha , fy = Aeitgha , ty = Aghycg , 
P = Arlrba(Byx) , V = Upttybe (acu) . 

Die Anordnung der ersten 5 Formen bestimmt sich durch Ordnung 
und Rang. 


Unter den letzten beiden Formen, welche gleiche Ord- 


Q 


nung und Rang haben, ist die 6'° voranzustellen, weil sie aus der 
4'e» durch die Operation 1) der Tafel entsteht, die 
Operation 2). 


~~ 


7’ aber durch die 


Nachweis, dass das System I. ein vollstindiges ist. 


Um nun die Formen I. als vollstindiges Formensystem nachzu- 


weisen , 


ist erstlich es néthig 


3? 


1. 


zu zeigen, dass die Anwendung der in 
der ‘Tafel aufgefiihrten Operationen auf dieselben nichts neues giebt. 
Wir kénnen dabei von den Invarianten abstrahiren, auf welche iiber- 
haupt die Operationen nicht anwendbar sind. Es bleibt also die Wir- 
kung der Operationen auf 4 Formen zu untersuchen. 


f = Gz tle. 


Die Anwendung der Operationen der Tafel giebt die Formen: 


dyb, (xa B) 


Ua og (wad) 


? 


Ax De Up 


Agabs , Age - 


*) Bei den Anwendungen werden natiirlich die in dieser Columne erwiihnten 


a,e oft durch b, 8B, durch c,y ete. je nach Bedarf zu ersetzen sein. 
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Die Operationen 5), 6) sind nicht anwendbar. Die.ersten beiden der 
obigen Formeln verschwinden identisch, da sie durch die nichtsbedeu- 
tende Vertauschung von a,« mit b, 6 das Zeichen indern. Die 3' 
und 4 Form fillt mit der 4" der Tafel I., die letzte mit der 3' 
von Tafel I. zusammen. 
2. fi = Grtphe. 

Die Operationen 5), 6) sind wieder nicht anwendbar. Die iibrigen 
geben: 
AzCrba(Bxy) , Upttyda(auc) , Axegbatty , Ayttghate , dytpbe, 
Die erste, zweite und letzte dieser Formen sind die 6", 7 und 5' 
der Tafel I. Die 4 Form geht in die 3’ iiber, wenn man a, «@ in 
b, B; b,B in c, y; €, y in a, @ verwandelt. Die 3' ist daher allein 
zu untersuchen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke die identische Gleichung 


a, a, a, O & & @& Vv | a ts Se Me 
io b, b, b, 0 B, B, B, 9| | ag dp Ca Up | 
CC, ¢; O %1 2 Ys O ay by ty Uy 
U, Uy, U, O| LZ, L_ tt 0} a. & & &! 


Ordnet man diese Gleichung nach der letzten Verticalreihe, so werden 
die u., 3, uy enthaltenden Glieder einander gleich, weil sie durch Ver- 
tauschung der Buchstabenpaare in einander iibergehen; man erhiilt also 


| 
: — oe. lag bs op | 
| ; 2 ag 
O = uw, | dg bg cg) — 3ue\ dy by ey} 
ay by ty — &. <4 


al zr 
— 3 > a 249 4 > 4 — oc¢ 
= Uz(P421,—31i,)—3 {2ugagbye,+? f—i,f—2if\, 
wodurch die gesuchte Form auf Formen der Tafel I. zuriickgefiihrt ist. 


2 


3. D = Az Cz ba (Byx). 

Die Operationen 1), 3), 5), 7) sind nicht anwendbar; die iibrigen 
geben, indem man die Operationen auf passend gewiihlte Factoren von 
gp anwendet: 

2) Arlxba (ugdy — Uy dg) us = fF)? —f. drbadgus , 
was auf die soeben reducirte Form fiihrt. 

4) dz6,dzbe (Byd) = 0, weil durch Vertauschung von d, 0 mit 
e,y sich nur das Zeichen iindert. 

6) arb, (cud) (By9d). Vertauscht man d, 0 mit b, B und mit c, y 
und addirt die Resultate, so hat man: 

3 dzba (cud) (Byd) = az (By9) {ba (cud) — ca (bud) — da (cub)} 


| 


|cp Cy 
= Azle, . (Byd)(cbd) = f.\ be b, bs| = — f.(®+ 2%, — 3u,). 
dg dy dg} ? 


| 
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4, bP = Ugttybe (acu). 

Diese Form verhiilt sich genau wie , der sie dualistisch entgegen- 
gesetzt ist; man braucht sie also nicht zu untersuchen. 

So sieht man also, dass die Operationen der Tafel, auf die For- 
men I. angewandt, nichts neues geben. Es bleibt nun iibrig, die 
Wirkung der Operationen auf Producte der Formen zu betrachten. 
Zu diesem Zwecke suchen wir die zu den verschiedenen Formen I. 
gehorigen Systeme charakteristischer Zahlen, oder die ihnen entspre- 
chenden Operationen auf. 

Indem man aber die Producte f.M,f,.M,9.M,w. WM bildet, 
sieht man, dass in den ersten beiden alle Operationen bis auf 5) und 
6) in fund f, erschépft werden kénnen; dass hingegen fiir die letzten 
beiden nur die Operation 7) existirt, an welcher beide Factoren der 
Producte theilnehmen kénnen. Den Functionen f, /, sind also die 
Operationen 5), 6), den Functionen g, y ist die Operation 7) zuge- 
ordnet. Es kénnen also nur neue Formen entstehen, indem man 5), 
6) auf f*, ff,, 2, und 7) auf m.w anwendet. Aber das letztere kann 
man iibergehen. Denn es ist 
(1) PY = Azlabda . Up Uy be . (Byx) (acu) 

las ce Us| 
= Az Cxby . Up Uy be | a, G |, 


, , 


Oy Cx Ux 


ein Ausdruck, dessen Terme in solche Factoren zerfallen, dass sie sich 
wus fund /; durch die wiederholte Anwendung der Operationen 3), 4) 
erzeugen lassen, und also nach dem Vorigen immer wieder auf f und /, 
zuriickfiihren. Da nun (7) auf Producte und Quadrate von f,, f an- 
gewandt, nichts Neues giebt, so kann es auch auf pm . w angewandt 
nichts Neues geben. 

Uebergeht man auch noch die Untersuchung solcher Bildungen, 
welche nur andern zu untersuchenden dualistisch Entgegengesetztes 
liefern, so sieht man, dass nur iibrig bleibt, die Wirkung der Ope- 
ration 5) auf f*, ff,, /;? zu untersuchen. Zu den 3 so entstehenden 
Formen kénnen wir wiihlen: 

aus [?: ¢, dy by (xaB), ist gp; 

aus {/,: cy d, a, by (wep), aus dem Vorigen durch Operation 4. 
(ein « in O verwandelt) ableithar, also bei der Betrachtung von 
zuriickgefiihrt ; 

aus f\?: cj dy dy be ee (va B), aus dem letzten durch Verwandlung 
eines 2 in é entstanden, also Resultat der Anwendung einer Opera- 
tion auf bekannte einfache Formen. 

Somit ist nachgewiesen, dass die Formen I. in der That ein voll- 
stiindiges System bilden. 
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§. 9. ° 


Formensystem der zusammengesetzten Function 
F = xu, + Af + ug. 


Unter den Formen des Systems I. sind 3 Invarianten, zwei Zwi- 
schenformen ersten Grades und erster Classe, zu welchen noch die 
evidente Zwischenform wu, tritt, ferner eine Covariante dritten Grades, 
und eine zugehérige Form dritter Classe. An Stelle der Zwischenform 
f, und der Invarianten 7,, 7, kann man auch Verbindungen einfiihren, 
welche passend gewiihlt sind; und zwar ist es fiir die weitere Behand- 
lung des Formensystems zweckmissig, an Stelle dieser drei Formen 
folgende zu Grunde zu legen, welche weniger einfache symbolische 
Ausdriicke, aber wichtige Kigenschaften haben: 


* ve — ia, 0 B—3 ti, + 2% 
i = , t= . , 
} 2 6 
\ I) e i 
“oe 
pane 
Aus den Formen g, f, vu, kanu man nun die Zwischenform 
(2) P= nu, + 4f+ ug 


zusammensetzen und das Formensystem dieser zusammengesetzten Func- 
tion studiren. Zunichst erhilt man die Invariante 7 dieser Form, 
indem man fiir i die Definition 


‘ . Co 
(3) ° ‘i= a / 
Coal OX; U; 
anwendet, Aus uw, entsteht durch Anwendung dieser Differentialope- 
ration 3, aus f entsteht i; aus /, dagegen der Ausdruck : 
0) hi 
ys Oa, du, = 6b. Sap; = badp = $-. 


Daher wird 


a rs 
EY eg ‘ as o &—y “? 
> = 4 — @ o =4. 

J OX; C U; I + 2 


Man hat also, wenn man die Formen der zusammengesetzten Function 
F’ immer durch die eutsprechenden grossen Buchstaben bezeichnet, die 
Formel: 
(4) J=3xe+i1+i'u. 

Gehen wir nun zur Aufsuchung der Function G (g fiir die’ zusam- 
mengesetzte Function F’) iiber. Man kann zu diesem Zwecke zuniichst 
bemerken, dass f, durch die Gleichung 


. of a 
6) h= Di im, a2, 


definirt werden kann, sowie, was durch die symbolischen Ausdriicke 
augenblicklich klar wird, dass . 
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6) 10h Of _ Qreh of _, 
(6) > OU; OX; Ta > 02, Ou, = Ua lip by Cx , 


oder nach §. 8 
= i" ue —i' f+ if,. 


Hieraus folet gir g die Gleichung 


5? 
schaften dieser Function liefert: 


= Og of og of oo” 
(7) ee 
Cc u; Ox; Cx; Cc U; 


Og og 
a a - 
OU; C2 


welche eine der wichtigsten Kigen- 


Um nun auch zu bestimmen, bemerken wir zuniichst, 


i 


dass aus der symbolischen Form sofort folgt: 


On oh __ y et c ; 
Z Ou; Ox, 2 = Cares OU, O« ee) 


Benutzt man also zur Bildung dieses Gliedes den oben gegebenen 
Werth des Ausdrucks (6), so hat man 


¥ Of Oh 7 Of @ pen re 
5 , = 4 Uy —? a 
( ) OU; Cx; OU, OX; ( " + hi) 
* 
= wits + 0-1) f+ (P—7)f. 
Nun geht aber, wenn man fiir /, iiberall g + if —7’u, setzt, die 
linke Seite iiber in: 
C1 Og Og 9; 7 0g, of 9," 2 ¢ 954° “19 

— 21 a — 2UG ef, — 2% aru 

OU; 0%; > | OU; Ox; v9 + “Ff, .? wis 
und man erhilt also, indem man dies der rechten Seite von (8) gleich- 
setzt und (7) benutzt: 


ag ag = ASA A lgh 
(9) - > aes mt == — 10° Uy +e f +g. 


4 CO; 


Die Function G ist nothwendig von der Form 


(10) G= Ku,+ Lf+ My, 
da jede Form dieser Art sich aus u,, /, f,, also auch aus u,, f, g zu- 
, 0G aF 
sammensetzen muss. Bildet man nun den Ausdruck — ja.? 8° 
tints. | 


erhilt man links nach (7) J” #,, und indem-man nach rechts die Ope- 
ration ausfiihrt, findet man: 


(11) J”. a, = K (xe +Aft ug) + L(ef+A(g+if—rue)+u Ur) 
+ M (x9 Ai" Uru (— 60" Uz +t" f+0'9)), 
und indem man also auf beiden Seiten die Coefficienten von w,, /, 9 
vergleicht, erhilt man die drei Gleichungen: 
| J” = Knx+ L(ui”—Ar’) + M(A—pi)t” 
0 = Ki+ L(x+Ai) + Mui” 


(12) 
| 0 = Ku+ LA+ M(Qe+ui). 
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Die letzten Gleichungen geben die Verhiiltnisse von K, L, M; aber 
man sieht, dass K, L, M den Unterdeterminanten dieser Gleichungen 
selbst gleich werden, weil fiir x —0,2—0, uw=0 G in g, iiber- 
gehen, also M —1 werden muss. Es ist also: 


K = (+A) (x+pi’)—Aui” * 
(13) C= wi” —A(xt+ur’) 
| w= wets), 


und daher 
A utdai we” 
(14) G=|/\u A wtpi’ |. 
| Ur f g | 
Bildet man nun ferner fiir die zusammengesetzte Function F' den Aus- 
druck 


2 at f 
ag ef * — 7 a er . 
_—— = A — +t 3H =i, —P 437 = 7, 

c U;¢ x; c U; Ox; 


so erhilt man aus (14): 
A uta wi” 


(15) J’ = |g A we ad 
13 7 . 
und aus der ersten Gleichung (12) folgt: 
A u+ahi ui” 
(16) 4 J” == | w A etpi’ |, 


x wi’ —Ai’ i” (A—pi) 
Diese Darstellungen vereinfachen sich noch, wenn man die quadra- 
tischen Formen in x, 4, w einfiihrt, deren Differentialquotienten die 
Coefficienten der Gleichungen (12) sind, niimlich: 
2p = 2eHd4 4+ i+ wi” 
(17) 2q¢ = 2uut+ 2+ wi’ 
2r = x — Ai’ + Quad” — wii”. 
Mit Hiilfe derselben werden die Gleichungen (14), (15), (16) folgende: 
a dp dq OF 
7 = > + be aa Ou 
. re y , Op eq od 
(18) vis Pe + 9s da Ou 
Op oq or. 
= > 55 Fa da 
Die letzte Gleichung ist noch in mannichfacher Weise umgestaltbar, 


da zwischen den quadratischen Functionen p, q, 7, J’ und dem Qua- 
drate der linearen Function J die Relation besteht: 


(19) Gr + 2ip+2i'q+2J’— J? = 0. 
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Um die Formen g und y fiir die zusammengesetzte Function F’ 
m bilden, geniigt es, dieselben in der Gestalt zu nehmen, welche aus 
der symbolischen Form sofort hervorgeht: 


a Of, Of Ms 
y P = OU, OUy OUs 


1 Of Of OM, 
allie 4 = OX, CX, OX, 


In diesen Formeln kann man ohne Weiteres /; auch durch g ersetzen. 
Wenn man aber diese Formeln fiir / bildet, also an Stelle der Fune- 
tionaldeterminanten von g, f, uz diejenigen von G, I’, u, setzt, so zer- 
fallen die neuen Formen ®, & sogleich in die Producte von g, ~ mit 
der Functionaldeterminante von G, fF’, uz gegen g, f, uz, und es ist 
also 


(20) 


(21) bd = 4.9 
w= A.y, 

wo 4 jene Functionaldeterminante bedeutet: 
MLK 

(22) 4=\|uw & «|= Mi—tTLp 
So @ 4 


= B—iRut+iAw—i'p. 


Man sieht, dass der Werth von x auf ®, & gar keinen Kinfluss hat. 


§. 10. 
Die Formen 9, v. 

Zwischen den 8 Grundformen i, 7’, 7’, uz, f; 9, 9, W besteht 
eine einzige héhere Relation. Dieselbe entsteht, wie in §. 8. bereits 
angedeutet, durch Bildung des Products m.w. Man kann die For- 
mel (1) jenes §. durch geschickte Vertheilung der vor der Determinante 
stehenden Factoren in folgende Form bringen: 

3D @ Ae Dee Up’ Cp Dade Uy Up bax | 
P-V = | Aylrby ug Cy Cx Uy Uy Cx ' 
A, Die Ug Cz Uy Ux 


oder, wenn man durch /, f,, f,, f; die Formenreihe 


f = Getta 


af af 
h Az Ve Us Oa, Ou, 


, i aoe Of of; __ On, of 
lo == Gy Og Cay = ; — a oe 
: , OX; OU; Ox; OU; 


‘ y of a Of, af 
fy = Gebatpdyus = yy oF tan | Is 
: . s Ox; OU; Ox; OU; 
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bezeichnet, in die Gestalt: 


| 
fs th 
9-y= ite i ff 
lf, f te 
Nun ist nach den Formeln (1), (2) des vorigen §. und durch An- 
wendung der die /; definirenden Differentialoperation : 
i—tf+ie.=—g 
h—-it+if.— iu, 
fy—th +if, =f. 


Wenn man also in dem Ausdrucke von @ . w die zweite Reihe mit —7, 


ah fh | 
- 


die dritte mit ¢° multiplicirt zu der ersten addirt, so hat man: 
j sr Medd | 
i f its 9 | 
g.v= fy fi fl, 
fh / Ue 
und wenn man jetzt mit den Vertikalreihen verfihrt, wie vorher mit 
den horizontalen : 


|i" f — it", + i'9 6” the g 
(23) g.y= a” Ux if—u+g 
g f My 


Die linke Seite dieser Gleichung ist nichts anderes, als die 
Determinante, in Bezug auf x, 4, w gebildet, der quadra- 
tischen Form 

,eF oFf 


(24) F, = 2(pft+ag+ru) = . 


Cf u; Cx; 
Aus dem Producte m . ~ werden wir jetzt die folgenden drei fiir 
die Theorie der Formen g, ~ wesentlichen Functionen entwickeln: 
2—-N Op OM 72. gp. 


oe, CM he) OX, OU), 


(om .Y % Cg Cw Q 
— = 0, O2,, OU, OU, = es 
Gmgeey Cayery a hd 
al ae Po ra Te ai za 3 
- — 7 a9 . F 7) a4 — ar. a ' 
OX, OL OL,» CU, OU, OC Uy» OX , OU), 


Die Bildung der Functionen 2 geschieht auf die jedesmal znletzt an 
gegebene Weise. Um den Process 
cy oe 
and. C x), ¢ Uy, 
auf das Product m . ~ anzuwenden, nehmen wir letzteres in der oben 
zuerst angegebenen Form: 


@. 
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Indem wir auf diesen Ausdruck jenen Process anwenden, erhalten wir 
zwei Arten von Gliedern; die einen entstehen durch Anwendung des 
Processes auf ein einzelnes f,; und wenn man dabei #, als f_, betrach- 


tet, und zugleich 
: 4 Of, 
7 ed ge ea 
: ee Cx, OM, 


setzt, so wird das Aggregat dieser Theile: 


=F. ¢ -@:9 . 
2% * 


Die andern Glieder entstehen, indem man den Process auf Producte 
{:f, so anwendet, dass man den Ausdruck 
af, ah, y Of; af; 
2 Ox, OU, = _ OU, OX), 
bildet, welcher nach der Entstehungsweise der f; den Werth fi4:41 hat. 
Aber jedem Product /f; f, in der Determinante ».w entspricht ein 
anderes Product, welches mit jenem in derselben Unterdeterminante 
vorkommt, aber mit entgegengesetzten Zeichen; bei einem solchen 
Gliede ist die Summe der Indices dieselbe wie bei /;/;,, und das Resul- 
tat der Operation ist also das nimliche, nur mit entgegengesetzten 


Zeichen. Je zwei solcher Terme heben also einander auf, und es 
bleibt iibrig 


OF,  — » St 
(25) a a h, Un . 


Denkt man sich nun die f, simmtlich durch u,, f, g ausgedriickt, so 
hat man ttwa 


fe = Ue + Pil +9, 


Oo 
und also auch, durch Anwendung des Processes a eo 3 
vey h 
y= 3a,+¢tP+tin, 
also 


ror 0.9 « : “ 
(26) 2 = > af (3a, +¢B, +7 2) 
h 
o O-gy -0.9y ~ O.py 
—-, 7 ; d ; ‘ 

‘ Ou, + of - og 
Um nun 2’ zu bilden, wendet man den Process auf (25) an. Die 
Coefficienten der 7, sind wieder Unterdeterminanten, welche nach dem 
oben Auseinandergesetzten nichts geben, als diejenigen Terme, welche 
durch Anwendung des Processes auf einzelne f, entstehen. Mithin 
hat man 


. , 0.9% - » 
9 2g = 47, 47" 
al = ar h 
\ ) 2 Of, Cty - 


oder nach der Analogie von (26): 
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, os a. gw > 6 ji @ - py . 9 e. py ao 
(28) olen ou2 + 6 Ow, ay + Gi ou, 0g + 4 or? + 


Endlich findet man aus dieser Formel sofort: 


(29) 2” = 27 2-9% 4 97; 5 aie + 279 ae a 


Ist daher ¢ eine aul Grosse, und setzt man in dem Ausdrucke 
(23) von g. @ fiir 
Uz, f,9 


te +3e , ftte , 9+, 
so erhalt man durch Entwickelung nach Potenzen von ¢ einen Ausdruck, 
dessen Coefficienten die rapes & sind: 


P-¥+, (2455 R+; — 2”. 


Dieser ganze sicainiaih ‘ef also die Hesse’sche Deter- 
minante, nach x, 4, wu genommen, der quadratischen Form 


(30) 2 {p (fie) + ag+i'®) + ¥ (ue +38)}, 
und die 2 sind die Entwickelungscoefficienten der Deter- 
minante. 

Da gm .w die Kigenschaft hat, sich nur um J zu iindern, wenn 
man an Stelle von f die zusammengesetzte Function xu, + Af+ ug 
zu Grunde legt , so kommt dieselbe auch denjenigen Formen zu, welche 


y Fatte 


die Ausdriicke 


. oe 
durch Anwendung der Operation ja, du, 28 derselben abgeleitet 
nO, 


sind, also die Formen 2, 2’, 2”. Von diesen ist die erste fiir die u 
wie fiir die x vom 2'", die zweite vom 1'", die letzte vom O'" Grade. 
Die letzte entsteht bis ‘auf den Factor 6, wenn man in (23) u,, f, g 
durch 3, 7, «° ersetzt, und hat also den Werth: 


|s°2—255" 3a” a’ | 
(31) Q” = 6! 30” eP—2i 7) 
| = ; | 
| 4 a 3 
= — — ‘iain oe i ial 
= — 6 {270° — Pi? + 488 4 40 5— 18 000") 
=—6R, 


wo & die Determinante der cubischen Gleichung 4 = 0 ist. 
Dagegen erhilt man 4 2’, wenn man die Unterdeterminanten der rechts 
bei 8” stehenden Determinante mit den Elementen der Determinante 
m.w wmultiplicirt. Man findet dann, dass die Coefficienten von / und 
g verschwinden, und dass ’ sich auf den Ausdruck reducirt: 


(32) Y=-—2R.u 


Dagegen bleibt 2 eine selbstiindige Form. 
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§. 11. 
Das Formensystem der cubischen Formen 9, wv. 


Untersuchen wir nun die Formeusysteme, welche entstehen, indem 

man die cubischen Formen 
@o=gqgi=@g;... , == uy... 

zu Grunde legt. Bemerken wir, dass eine dieser Formen in die andere 
iibergeht, wenn man die # mit den w, und zugleich in den symbolischen 
Coefficienten von /, aus denen m und w sich zusammensetzen, a mit a, 
b mit B ete. vertauscht. Hierdurch geht / in sich selbst itiber, und ebenso 
bleiben g, i, «’, ¢” vollig ungeiindert. Die beiden in der Theorie von 
g und w zuerst auftretenden Formen 


Op = Px Pz (PH u)? 

Oy = Uy Uy (vy 2)? 
stehen daher auch in der Beziehung zu einander, dass durch Vertau- 
schung von u mit x, a mit @ ete. eine Form in die andere iibergeht. 
Aber zugleich sind beide Zwischenformen von f, und da sie nur vom 
zweiten Grade in den « und den w sind, so miissen sie als ganze Func- 
tionen von uz, /, 9, 7%, 7%, 7%” darstellbar sein. Da indess letztere Gréssen 
sich durch die angegebene Vertauschung nicht findern, so folgt: 
(33 O, = Oy. 
Die cubischen Formen, welche durch die Hesse’sche Determinante 
von g und yw gegeben sind, kénnen sich, da f keine andern cubischen 
Formen als m und w zuliisst, von diesen selbst nur durch constante 
Factoren- unterscheiden, welche also durch 7, i’, ¢” darstellbar sind, 
mithin durch die Vertauschung nicht geiindert werden. Diese Factoren 
sind also einander gleich, und wenn man durch m ihren gemeinsamen 
Werth bezeichnet, hat man 
(34) 4,=m.p , 4y=—m.y. 
In gleicher Weise hat man fiir die ersten cubischen Zwischenformen 
3D) Sp=m.v , Sy=m.g. 

Aus den Gleichungen (34), (35) folgt, dass mg = 0 ein System 
von drei Geraden, also ein Dreieck darstellt, und dass » = 0 das Pro- 
duct der Gleichungen der Dreiecksecken ist. 

Wendet man den Process 4 auf beide Seiten der Gleichung (34) 
nochmals an, so erhilt man mg und m'y. Aber nach der Theorie 
der cubischen Formen setzt sich die Determinante von 4, aus 4, und 
und @, sowie aus den Invarianten S’,, 7, zusammen. Im vorliegen- 
den Falle verschwindet die Discriminante von g, und es giebt also 
eine Grésse m” so, dass 


? 


45) * 
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Die Determinante von 4, reducirt sich daher bis auf einen numeri- 
schen Factor auf m”*.g, und die Vergleichung mit dem Vorigen 
lehrt also, dass m” von m nur um einen numerischen Factor verschie- 
den ist. Die erste Invariante von @ und y ist also, bis auf 
einen numerischen Factor, das Quadrat, die zweite ebenso 
der Cubus der Invariantencombination m. 

Aber ebenso folgt aus der Theorie der cubischen Formen, dass, 
wenn man den Process S zweimal hinter einander anwendet, eine Com- 
bination der zugehérigen Formen S und 7’, multiplicirt mit Potenzen 
von S’ und 7”, auftritt. Die zugehérige Form 7' ist nun bis auf einen 
numerischen Factor nur um m von S verschieden, deher geht das Re- 
sultat hier bis auf einen solchen Factor in m'.  iiber. Aber die Glei- 
chungen (35) geben 

Ssy = m>.S, = m'.g. 
Daher ist auch m’ von m nur um einen numerischen Factor verschieden. 

Die Invariantencombination m ist, abgesehen von einem nume- 
rischen Factor, leicht zu finden. Aus (35) folgt 


a3 4 ‘ ) 
¢ u), d 6 OU, Ox), OL) OX,» OU), CU) OU, OX), OX) OL," - 


= m Q". 
Aber links steht ein Ausdruck, welcher bis auf einen numerischen 
Factor gleich S’, also gleich m? ist. Mithin unterscheidet sich 
m nur um einen numerischen Factor von 2” oder von der 
Discriminante R der cubischen Gleichung. Und es gehen 
also bis auf numerische Factoren die Formen 


A, iiber in Ro 4, in Ry 
8S. » » Re Sy ,, Ry 
Ty »n » ee Ty 5, hp 
Be woe = ao, ¥ 
7c en an = I"y,, BR. 


Was endlich O, = ©, betrifft , so unterscheidet sich die Form H,= Hy, 
von demselben nur durch den Factor m, und es geniigt also, diese 
Form zu bilden. Nun aber weiss man aus der Theorie der cubischen 
Formen, dass der Ausdruck 
> 2. pS, 
Ox; 0 U; 


sich aus Hy und aus einem Gliede mit wu,. S‘, zusammensetzt. Daher 
besteht umgekehrt H aus jenem Gliede, oder aus m.2 und aus einem 
Gliede m?u,. Dividirt man also durch m, so findét man 
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O, = O, = «2 + BRu,, 
wo « und # numerische Coefficienten sind. Da 


S72 —0 
ial OU; Ox; = 


3B = 2a. 


so folgt nach (32) 


§. 12. 


Canonische Form im allgemeinen Falle (m = 1 , » = 1), 
Collineare Systeme. 


Die Gleichung f= 0 stellt, wenn man die w darin als Variable 
ansieht, einen Punkt y dar, dessen Coordinaten mit denen eines Punk- 
tes x durch die Gleichungen verbunden sind: 





ar ar ar 
Y, =a ? YY = = Y. = 5 . 
(1) Oo"; au, OY2 du, ? OY Bus 
b Wenn also, wie wir annehmen wollen, die Determinante von / nicht 


verschwindet, so entspricht jedem « ein y und umgekehrt, und da die 
Gleichungen (1) lear sind, so hat man zwei in einander liegende 
collineare Systeme vor sich. 

Die Determinante von / ist in symbolischer Form: 


A,G, Ay, A, a, 





b,B, bn B, b,B; | = a,b,c; (@By), 
C3471 32 SPs 
) oder, wenn man die Paare aa, bf, cy in jeder Weise permutirt und 


den 6' Theil der Summe aller Permutationen nimmt: 


: | Ae Up Wy eae 
| (abc) (@By) = 4| be by by | = SPB Lyn 
| Co Cp ly 

Nehmen wir also an, dass 7” nicht verschwinde. Man kann dann 
im Allgemeinen die Function f durch lineare Transformation in die 
Form bringen: 
(2) f = 1,X,U, + 1,X,U, + 1,X3U;, 
wihrend uw, in Uy iibergeht. 

In der That, geht man von dieser Bildung aus, und bezeichnet 
durch ¢ die Determinante der Transformation 


A OX, OX, OX, __ 7 4 OU, OU, OU, 
a — Oa, Ox, Oxy Zz — @U, OU, éU; 


1 1 
aH y | O@, Om, 0% * “OU, OU, OU,’ 
2 aX, OX, OX; 2 = OU, Oy OUs 


durch 4 die Determinante 
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12 4, 1 
A=|i2 1, 1], 
1? 1, 1 


so hat man fiir die Grundformen die Ausdriicke 

i =4+h+h 

fi 7 1? X, U, + ,? X, U, + l,2 X, U, 
~ , = 1? +1?2+ 1 





(0) i, = 13+13+13 
o = 44.243 
b= 10,0,U,. 


Daher werden ferner die in §. 9. eingefiihrten Formen: 
| i= il, + hl, + Lh, 
‘= 1414 
| 9 =14U,X, + 4 UX, + GU, X,. 
Es sind also /,, /,, 1, die Wurzeln der Gleichung 
(5) AQ = 0; 
und sind dieselben, wie wir zuniichst annehmen wollen, simmtlich 
verschieden, so findet man die Producte U;X; ausgedriickt durch 
die Wurzeln J; und durch u,, f, g, indem man die Gleichungen 
uz = U,X, + U,X, + U;X, 
(6) 7 =1,0,X, + 1,U,X, + 1,U,X, 
g = 1,1,U,X, + 1,1, U,X, + 1,1,U;X, 


(4) 


| 


auflést: 
= (/,—1,) {uz I, (l, +1,) — fl, — g\ 
(7) AU,X, = (Il, — |) {us l, (i, +1,) — fl, — g\ 
= (/,—l,) { uz, (1, +- 13) — fl, — 9} 
oder auch: 


, — wt i—l,) —fl,—g9 
(8) U, X, — — ; = “ 


04\ 
(<1), 

Diese Gleichungen bestimmen die Substitutionscoefficienten, soweit 
das tiberhaupt hier méglich oder néthig ist; soweit niimlich, dass nur 
noch alle Coefficienten desselben X, mit einem beliebigen gemeinsamen 
Factor behaftet werden kénnen, welcher dann bei den Coefficienten 
der entsprechenden U, reciprok auftritt. 

Die Gleichung » = 0 stellt das Product der Seiten des neuen 
Fundamentaldreiecks, die Gleichung » = 0 das Product seiner Ecken 
dar. In diesem neuen Dreieck verwandelt sich, indem man die neue 
Form von F' zu Grunde legt, die Gleichung (1) m 





ee a 
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(9) oY, = 1X, , oY, = 1,X, , oY; = 1, X;. 

Die Ecken des Fundamentaldreiecks entsprechen sich selbst. Die 
Gleichung (9) erhilt man auch direct, indem solche lineare Verbin- 
dundungen X der x, resp. Y, der y gesucht werden, fiir welche die 
Gleichungen (1) in die Form 
(9) @eY = Ix 
iibergehen. Ist dann 

X = HX, + GX. + Oy.2, 
und 
f= Lan 2M, 


so hat man identisch aus (1) 


b Deja, = Dayar, , 

also 

le, = aye, + aya, + aj,.e, 

Vey = Ay, + Aggy + Aye, 

Les = AyyG, + Azyy + Agyts; 
daher 

@,—1 ay 3 

My, Ayg—l gg == ()== 4 ()). 

. a] is | 

a3, As, As, — 


Und die Gleichung (9*) ergiebt also die verschiedenen Gleichungen 
5 5 5 
(9), so lange alle Wurzeln von 4 (l) = 0 verschieden sind. 
Die zusammengesetzte Function 


Fe= nu, + Af + ug 
wird hier: 


(10) B= (x + Al, + wl,l;) UX, + (« + Al, + wl,l,) U,X, + 
+ (% + Al; + wll,) U;X;. 
In dieser Gleichung kann man durch passende Bestimmung von 
x, 4, w den Coefficienten jedes beliebige Werthsystem m,, m,, m; 


m, = “+ Al, + wll, 
(11) mM, = *-+ Al, + wlsl, 

m, = *+ Al, + wll, ; 
oder, was dasselbe ist, man kann es so einrichten, dass einem belie- 
bigen Punkte X ein beliebig zugeordneter Y entspricht, indem 


oY, = («+ al, + whl) X, 


8 1 


geben, so dass 


(12) oY, = (x + Al, + wll.) X, 
oY; = (+ Al, + ull.) X, 

oder 

(13) m, > My: M, = Y..%. Ys 


=* xs’ = 
gesetzt wird. 
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Die Gleichung / = 0 stellt also die Gesammtheit aller 
collinearen Systeme mit gemeinsamem Fundamentaldreieck 
dar. Dass aus denselben, wenn man F' statt f zu Grunde legt, keine 
neuen Systeme entspringen, entspricht dem oben gegebenen Satze, dass 
die bilinearen Zwischenformen von F’ wieder aus u,, f/, g sich zusam- 
mensetzen. 


g. 13. 


Eine gewisse Reihe collinearer Systeme und ihre Eigenschaften. 
Punktreihen, welche aus ihnen entspringen, und Invyarianten- 
relationen, welche besondere Eigenschaften der Punktreihen 
angeben. 


Unter den so gebildeten collinearen Systemen giebt es eine Reihe, 

welche zu der Form / in besonderer Beziehung stehen. Mittelst der 
Gleichung f= 0 erhilt man aus x den entsprechenden Punkt y; sieht 
man diesen wieder als Punkt des ersten Systems an, so entspricht ihm 
ein Punkt z des zweiten; betrachtet man z als Punkt des ersten Sy- > 
stems, so findet man einen entsprechenden Punkt ¢ im zweiten u. s. w. 
Die Gleichungen dieser Punkte erhilt man, wenn man jeden aus dem 
Vorhergehenden entstehen liisst, wie y aus x, d. h., in dem neuen 
Coordinatensystem, indem man die Coordinaten des vorhergehenden 
Punktes beziehungsweise mit /,, J,, 1, multiplicirt. Die Coordinaten 
werden also in dem System des Fundamentaldreiecks : 





x y Z t 
S i ee ee. 
a 1X, nx, (?z, 
x; IX, 1,?X; 3X; ? 
oder die Gleichungen dieser Punkte sind: 
2) ty = 0 
yf =9 
2) f, =0 
tf, =O 
dees ist $8 © 
fi oa 2 Of: . _ 8 
i+1 —h é x. a U, —h “h h he } 





Man kann diese Punktreihe auch riickwirts fortsetzeu, indem man 
zunichst denjenigen Punkt aufsucht, welcher, als Punkt des ersten 
Systems betrachtet, im zweiten Systeme z liefert. Die Gl ‘chung die- 
ses Punkts ist 

U,X 
an 3s 
Oa J_54 . ft, 


h v . 
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und indem man diese Reihe fortsetzt, erhilt man Punkte, deren Glei- 

chungen durch g, = 0, g, = 0 u.s. w. bezeichnet werden mégen. In- 

dem wir den Punkt x selbst durch die Zahl 0 bezeichnen, kénnen 

wir die Punkte der ersten Reihe durch 1, 2, ..., die der zweiten 

durch —1, —2, ... bezeichnen; es entsprechen dann den Punkten 

die folgenden darunter stehenden Gleichungen: : 
4 ... (—2) (—'1) 0 1 2 . ese 

CF ye gad qu fad het ...; 

so dass der Punkt k die Gleichung hat: 

(15) O= 3 LUX. 

Jede solche Gleichung aber ist zugleich die Gleichung eines colli- 
nearen Systems, welches unmittelbar von dem Punkte 0 auf den Punkt 
k fiihrt. So entspricht also der Punktreihe (14) die Reihe (15) von 
collinearen Systemen. 

Die Punkte der Reihe liegen auf einer transcendenten Curve, 
welche man aus den Gleichungen 


oY, = UX, 

oY, = EX, 

oY, = §X; 
durch Elimination vor @ und & erhiilt: 


log x log : + log x log h + log f log Z at 

und welche in unendlich vielen Fiillen in eine algebraische iibergeht; 
so oft niimlich die Gréssen log n! sich wie positive oder negative ganze 
Zahlen verhalten. 

Aber man kann sich die Frage stellen, unter welchen Um- 
stinden gewisse Punkte der Reihe auf einer algebraischen 
Curve gegebenen Charakters liegen? 

Nehmen wir an, der h'*, k'®, m'* u.s. w. Punkt der Reihe sollen 
auf emer Curve »'** Ordnung liegen, und zwar seien soviel Punkte 
der Reihe gegeben, dass eine Curve »'* Ordnung durch einen Punkt 
weniger gerade bestimmt ist, dass also zwischen den Coordinaten der 
Punkte eine einzige Bedingung besteht. Diese Bedingung kann man 
bekanntlich so schreiben, dass ihre linke Seite als Aggregat von Pro- 
ducten aus dreireihigen Determinanten erscheint, in deren jeder Reihe 
die Coordinaten eines der gegebenen Punkte auftreten. Jede solche 
Determinante hat also die Form 

ie we 1” | 
X, X, X; | 1," 1* 1,” 


1. h 1, 1m 
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und die gesuchte Gleichung ist ein Aggregat von Producten solcher 
Ausdriicke. Die ganze Gleichung aber kénnen wir durch Potenzen 
der X dividiren, und brauchen also nur von den Determinanten zu 
sprechen. Indessen ist, wenn h < k und auch h < m, immer 


b i? ‘= l UF —h U2 h 
| L- t L= — 4 L- i 1 i* -h UF —h 
| L,* 1, 1” 1 1, , Is - 


Der erste Factor ist (i”)’. Man sieht also, dass die linke Seite 
der gesuchten Gleichung sich aus Potenzen von i” und aus Determi- 
nanten der Form 

1 Pal i 

| 1 1,* 1,” 

| = . 
k 

ly} 


zusammensetzt. Diese letztern sind nun zu bilden, oder vielmehr, da 
jede dieser Determinanten durch 


;i qh ay 
1 1, 1,2 | 
1 12 


theilbar ist, und man also durch letztere die ganze gesuchte Gleichung 
so oft dividiren kann, als Determinantenfactoren in jedem Gliede vor- 
handen sind, hat man nur die Ausdriicke 


: Lt am | 
1d ak Lm | 

| 1 1, t 

An oa iL t? 
114 1 

te & 


3 3 


zu bilden. Man findet aber A,,, als Coefficient von in der 


ak . ym 
nach absteigenden Potenzen von x und y auszufiihrenden Entwickelung 


des Quotienten 


| 1 1 
I c—l, y- L, 
1 1 
I z—l, y—l, | 
12 we 
rT fon . r—l, y—l, _ 5 Akm 
F (x,y) = a l, 1? fp SS okt yup 
11 4 23 
1 & & | 


Der Zihler dieses Quotienten wird gleich , 


— 
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ay —l, (a@+y) +1? y—l «—l, 
= 3 | w l, (a+ y) + 1,° y—l, «—l, 
sisihiie ay — 1; («+ y) + l,? y—l, «—l, 


| 1 U4? | | wy —(@+y) 1 
=s50y' |} LB@i.i ¢ —1 0 
x “4 +o 
"l\1 BT] ow —3 0 
|1% 7G? | 
a snes + EE. Be 
d(x) J i - 
(a) 4 (y) te | 
und man findet also die A als Coefficienten des Ausdrucks: 
> ’ =) Akm t—¥F 
f) > i, ne —" b 
(16) F(z,y) = ZZ ak+i ymti — Z(a) Ay) 
Setzt man also: 
“2 B, B B, 
a ee ee (By = 1) 
‘i f,8« 
diy) + yi yo? 
so ist 
’ , x — Bi By kh a) > 1 1 
F (x,y) = («—y) ZZ gh+3 yk+3 = 228, 0; (ary a7 a arg) 


oder wenn man im ersten Theile der Doppelsumme h — 1 und k— 2, 
im zweiten h —2 und k —1 statt h und & setzt: 
3157 Bat Bre — Br Br-2 


F(z,y) = ahhh yk 


also 
(17) Ay. = By-1 Be-g — By—1 Br-s. 
Die B endlich bestimmen sich aus den Gleichungen: 


B, = 1 

B, —i B, =0 

B, —iB, +i’ B, =0 

B, -i B, +i B, —i” B, =0 
B, —iB, +i’ B, —i” B, =0 


Wir kénnen diese Gleichungen in die eine zusammenfassen : 
B, —t Bp +0 Bee —t” By_s = 0, 
wenn wir nur, wie dies auch in (17) geschehen muss, alle B mit 
negativem Index auslassen. Es folgt aber daraus: 
Bui {Bre —t Bes +0 Boa — i” By-s} 
- Bye {Bea —t Bye +0 Bes —i” Bua} =0, 
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oder, nach (17): 


A, x —t A, »k—1 + i Aj, oe .” A, 3 = 0. 
Nehmen wir noch hinzu, dass 


A, = — Aj x; 


so kénnen wir aus dieser Recursionsformel die A leicht berechnen; 


und zwar erhalt man: | 
A,, =1 | 
A, =8 A,, =0 
A,=f-—i A, =ii'— Ay, = i? -ii" 


Indem man auf die hier angegebene Weise verfihrt, erhalt man 
immer als Bedingung dafiir, dass gewisse Punkte der Reihe auf einer 
gewissen algebraischen Curve liegen, eine gewisse Invariantenbezie- 
hung, und damit also zugleich solche Invariantenrelationen geome- 
trisch interpretirt, indem dieselben aussagen, dass die collinearen Sy- 
steme auf Punktreihen fiihren, bei welchen gewisse Punkte auf einer , 
algebraischen Curve gegebener Art sich befinden. 

Aber wenn der h'*, k'°, me ... Punkt auf einer solchen Curve 
liegen, wobei der 0 Punkt # als Ausgangspunkt betrachtet ist, so 
braucht man nur den -+- 7'** Punkt zum Ausgange zu nehmen, um 
zu sehen, dass dann auch der 

(h + rj, (& + ry*, (m+ r) us. w. 

Punkt auf eifier Curve derselben Art liegen. Man kann daher immer 
einen Punkt der zu betrachtenden Punktgruppe beliebig wihlen, also r) 
statt eines Punktes derselben den O'® Punkt nehmen. 

Der O'° Punkt kann mit dem ersten und zweiten nie auf einer 
Greraden liegen, ohne dass iiberhaupt alle Punkte der Reihe in diese 
Gerade fallen. Der O', 7° und k* Punkt aber liegen auf einer Gera- 
den, wenn 


1 if Uf | 
O=|/1 LF I |, 
1 1. 1, 
oder wenn 
Ax — O. 
Man erhilt also als Bedingung, dass drei Punkte der Reihe in 


einer Geraden liegen, die Invariantenrelationen : 


bei 0,1,3 : ¢ =O 

bei 0,1,4 : #®—i’ =0 

bei0, 2,3 : #’=0 

bei 0, 2,4 : w’—i”=0 

bei 0, 3,4 : *??—v” =Ows. w. 
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Die Bedingung, dass die Punkte 0, 1, 2, 3, 4, 5 auf einem Ke- 
gelschnitte liegen, ist durch die Gleichung: 

1& & 11 he fie & OF 1 Ge Ge 

1% 42/1 23 24 | 45 a 23 | 45 2 2! 


1 l. 1,? l 1,8 1,4 i,5 l, 1,8 1,5 l,? i," 
Wt Wy iste iyi yi t. a a 
= 15), 12 | 1513 4!) 1 4 43) 1 1 1! 
1,6 l, 1,” 1,5 1,8 1,4 1,9 | 1,4 


—_ 
~ 
—_ 
~ 
“e 


ausgedriickt. Nach der Definition der A verwandelt sich dies, indem 
man noch durch 7 dividirt, in: 
Ay, Ay, Ay, = ¢” Ay, Ay, Ay3 Ay: 

Der Factor A,,, der sich hier absondert, ist leicht erkliirlich. Denn 
A,, = 0 bedeutet, dass 0, 2, 4, also auch 1, 3,5 auf einer Geraden 
liegen, wobei denn allerdings alle 6 Punkte sich auf einem, freilich 
uneigentlichen, Kegelschnitte befinden. Die eigentliche Bedingung 
aber ergiebt der andere Factor: 


Ay, Ay, = 6” Ayy Ayo Ajy, 


oder 
i3 — Bi” =O 
u. S. W. 
§. 14. 
Curven, auf welche die Invariantenrelationen des vorigen §. 
fiihren. 


Die Gleichungen, welche so zuniichst als Invariantenrelationen 
auftreten, und welche also gewisse besondere Ausgangssysteme f= 0 
charakterisiren, kann man in Gleichungen von Curvensystemen ver- 
wandeln, welche von dem Ausgangssysteme unabhiingig werden, und 
nur noch von dem Fundamentaldreiecke selbst abhiingig smd. Man 
kann nimlich fragen, welcher Punkt y einem beliebig gewihlten Punkte 
« entsprechen miisse, damit die so bestimmte Collineation f= 0 auf 
Punktreihen von einer jener Kigenschaften fiihre. Es folgt aus dem 
Friiheren, dass man, um diese Frage zu beantworten, nur in den ge- 
gebenen Kelationen an Stelle von 

Lrh,k 
die Gréssen 
Y, ¥, Ys 
ee oe 
zu setzen hat. Hierdurech verwandelt sich der Ausdruck 








394 A. Cresscu und P. Gorpan. 


4(l)) = l—1,-l—1,-l—-1, . 

in 
1 . 

Ty 
Dies aber ist der Quotient der Werthe, welche die Covariante @ an- 
nimmt, wenn man sie einmal fiir die Variabeln X;, das andere Mal 
fiir die Variabeln /X;— Y; bildet, oder wenn man jedes Mal die 
urspriinglichen Coordinaten einfiihrt: 


(X, I—Y;) (X, — Y;) (X; /—Y;) : 


gp (la,— YY, » ltg— Yo , lax —Ys) 
P(X,» Xe , Xs) 


Bezeichnen wir den Zihler, nach Potenzen von / geordnet, durch 


Po — 3? gy, + 3lp, — 93, 
so ist g,—O die Gleichung des Fundamentaldreiecks, m,—0O die 
erste, m, = 0 die zweite Polare desselben in Bezug auf den Punkt 2. 
Da nun 4 (I) hiernach in 
oo 391 e+ 3 Po 1— % 
P P — 
iibergeht, so erhiilt man die Gleichungen der gesuchten Curven, in- 
dem man 


durch 

39, 3 Po Ps 

>. >? ss 

ersetzt, oder,,wenn man mit der passenden Potenz von @ multiplicirt, 
durch 

39, > 302 > Ps, 
dann aber die verschiedenen Terme mit solchen Potenzen von g mul- 
tiplicirt, dass das Resultat fiir die vier gy; homogen wird. 

Die Curve om, = 0 (das Fundamentaldreieck) hat drei Doppel- 
punkte, die Ecken des Dreiecks. Der Kegelschnitt , = 0, die Polare 
von x, geht also durch die Ecken dieses Dreiecks hindurch. Um die 
Tangeate der Polare in einem dieser Punkte zu finden, kann man die 
Polare von x in Bezug auf das Seitenpaar $8uchen, welches sich in der 
betrachteten Ecke schneidet, und man sieht also, dass die Tangente 
des Kegelschnitts m, 0 zu jenen beiden Seiten und zu der Verbin- 
dungslinie von x mit der Ecke harmonisch liegt. Der Kegelschnitt 
9, = 0 ist hierdurch geometrisch mehr als vollstiindig bestimmt; ja 
indem man die Seiten des Dreiecks und die Tangenten des Kegel- 
schnitts in den Ecken als Seiten eines Pascalschen Sechsecks betrach- 
tet, sieht man, dass die drei Seiten des Dreiecks (p , p’, p”) von den 
in seinen Ecken (8, 8’, 6”) beriihrenden drei Tangenten (¢, ¢’, t”) 
entsprechend in drei Punkten (a, a’, «&”) geschnitten werden, welche 
auf einer Geraden liegen, der Pascalschen Linie ‘des Sechsecks. Von 
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dem Punkte « gehen die Strahlen ¢, p aus, deren ersterer in B be- 
riihrt, und deren zweiter durch die Linie Bx in einem Punkte geschnit- 
ten wird, welcher zu a, f’, 8” harmonisch ist. Daher ist Bx die 
Polare von @ in Bezug auf den Kegelschnitt »,—0, ebenso Bx die 
von @, B’x die von e@”; endlich also ist x der Pol der Pascalschen 
Linie, und diese also fallt mit der Geraden gy, = 0 zusammen. 

Mit Hiilfe dieser Betrachtungen lassen sich nun die Curven deu- 
ten, welche aus den obigen Invariantenbeziehungen entstehen. Der 
Punkt x sei beliebig gegeben; die folgenden Gleichungen sagen aus, 
auf welchen Curven y liegen muss, damit die aus y und « abgeleitete 
Punktreihe eine der bezeichneten Eigenschaften hat: 


1) Die Punkte 0, 1, 3 auf einer Geraden: y, = 0 


2) Die Punkte 0, 1, 4 auf emer Geraden: 39,7 — yp, = 0 
3) Die Punkte 0, 2, 3 auf einer Geraden: gp, = 0 

4) Die Punkte 0, 2, 4 auf einer Geraden: Pi — og, = 0 
5) Die Punkte 0, 3, 4 auf einer Geraden: 3,? — 9,9, = 0 


6) Die Punkte 0, 1,3, 4,5 auf einem Kegelschnitt: o,*p—g,*9,—0. 


Ueber die geometrischen Higenschaften dieser Curven liisst sich Fol- 
gendes bemerken: 


ad 1. Die Curve ist die Pascalsche Linie selbst. 

ad 2. Kin Kegelschnitt, welcher in den Schnittpunkten des Kegel- 
schnitts g,—=0O mit der Pascalschen Linie erstere beriihrt. Diese 
Punkte (y,') sind die Beriihrungspunkte der von « an den Kegel- 
schnitt p, = 0 gezogenen Tangenten. 


ad 3. Der Kegelschnitt, welcher die Polare von x in Bezug auf 
das Fundamentaldreieck ist. 


ad 4. Kine Curve dritter Ordnung, welche durch die drei Schnitt- 
punkte der Pasealschen Linie mit den Seiten des Fundamentaldreiecks 
geht, und in den KEcken desselben von dem Kegelschnitte o, = be- 
riihrt wird. 

ad 5. Hine Curve vierter Ordnung, welche in den Keken des 
Fundamentaldreiecks Doppelpunkte hat, und in den Punkten y, y’ die 
Pascalsche Linie beriihrt. 

g, welche die Punkte y, y’ zu 
dreifachen Punkten hat, und die Ecken des Fundamentaldreiecks zu 
zu Doppelpunkten, so aber, dass die Seiten desselben zugleich die 
Tangenten der Doppelpunkte sind’; welche endlich durch den Punkt « 
selbst hindurchgeht. 


ad 6. Eine Curve sechster Ordnung 


Es geniigt, die Classe von geometrischen Betrachtungen ange- 
deutet zu haben, welche hier auftritt; es ist leicht, dieselbe beliebig 
weit fortzusetzen. 
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$. 15. , 
Besondere Fille der Collineation. 


Ebenso geniigt es, dieAusnahmsfille anzudeuten, welche dadurch 
eintreten, dass von den Wurzeln der cubischen Gleichung zwei oder 
drei einander gleich werden. 

I. Ist 1, 1,, so muss man die kanonische Form (2) durch die 
folgende ersetzen: 

(1) f = 1,X,U, + 1, (X,U, + X;U;) + «X,U;, 
wo « eine beliebige, aber von Null verschiedene Grosse ist. 

Um die Zulissigkeit dieser kanonischen Form einzusehen, bemerke 
man, dass jetzt nur zwei lineare Combinationen X;, resp. Y; so gefun- 
den werden kénnen, dass aus (1) §. 12. die Form 

oY; = 1X; 
hervorgeht. Setzen wir also 
oY, = 1%, 
eY, = i,X,, 
so muss die dritte Gleichung die Form haben 
(3) oY, = BX, + aX, + yX;. 
Bildet man nun die cubische Gleichung wie in §. 12, so erhiilt man 


|}%4%—t O 0 


(2) 


| 
—* l; 
. a B y-—l | 

also, damit 1, Doppelwurzel sei, y =/,. Setzt man nun noch 


Y, +, B , Y, fir ¥,, X, +; B ), X fir X,, 


so zerstért man in der Gleichung (3) das Glied mit X,, und die Glei- 
chungen (3) gehen iiber in 


oY, = 1,X, 
oY, = l, X, 


oY, = «aX, + 1, X;, 
was mit der Annahme der kanonischen Form (1) identisch ist. 
Man erhiilt mit Zugrundelegung derselben die Bildungen [vergl. 


§. 12. (3) |: 


= 1,+ 21, 4, = 1? + 2l,? i, = 13+ 21,3 
if = 12+ 2h), 7 oi 
f= 17 X,0, + 1,7(X, U, + X,U,) + 21,aX,U, 
h= 13 x, U, + 1, 3(X, U, + X, U;) + 31,7aX,U, 
g=l 2X, U, + I (X,U>+ X,U,) — al, X, U; 


p = — ea(,—L)X, X20 y= * (,—4)0, U;. 
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Zwei Seiten der friihern Fundamentaldreiecke fallen zusammen 
(X, = 0), doch so, dass ihr Schnittpunkt bestimmt bleibt (U, = 0). 
Der hier betrachtete Fall umfasst alle collinearen Systeme dieser Art, 
welche dieses uneigentliche Fundamentaldreieck gemein haben. Die 
Formeln fiir die Collineation: 

oY, = 1,X, 

oY, = /,X, 

oY; = 1,X; + «X, 
lehren, dass wieder alles vollstiindig bestimmt ist, wenn einem belie- 
big gegebenen Punkte X ein Punkt Y zugeordnet ist, da die Ver- 
hiltnisse der /, ,/,, @ dann aus den obigen Gleichungen bestimmt sind. 

Die Coordinaten des h'*" Punktes der zu einem beliebigen Punkte 
X gehoérigen Reihe sind: 

oY, = 1X, 
(4) eY, = I,’ X, 
oY; = 1,'X; + hal X,. 

Damit gewisse Punkte dieser Reihe bestimmte Lagen haben, miis- 
sen Relationen bestehen, welche nur die Invarianten, also nur J, , l,, 
nicht aber « enthalten. So werden denn die aus derselben abgeleite- 


z Y, . 
ten Curven nur ¥" , x, enthalten. Alle oben aufgestellte Curven gehen 
Ay © Ae 


also in Systeme von Geraden iiber, welche durch den Schnittpunkt 
der doppelt zu rechnenden Seite des Fundamentaldreiecks (X, = 0) 
mit der einfachen (X, = 0), oder durch die Ecke U, = 0 hindureh- 
gehen. In der That niimlich wird die aus den Coordinaten dreier 
Punkte der Reihe gebildete Determinante hier 


Le X, WAX, AX, + hel X, Le ot hl 
Lt X, 1X, 1tX, + kok X, | — X,X,2-a/ lt 14 kl 
@X, 1,"X, 1,"X, + malm—X, Lm 1" min 


Man sieht, dass « hier nur als Factor erscheint, und also aus 
den in Rede stehenden Gleichungen ganz herausgeht. Uebrigens ent- 
steht die iibrigbleibende Determinante aus der entsprechenden in §. 13, 
indem man /, in 1, -+ @ iibergehen, und gegen Null convergiren 
liisst. Daher kann man sofort die friiher gegebenen Kormeln benutzen, 
und nur /,==/, setzen. Hiermit ist das oben Behauptete nicht nur 
erwiesen, sondern man findet auch leicht die Systeme von Geraden, 
welche in diesem Falle an Stelle der oben aufgestellten Curven treten. 

I]. In dem Falle, wo ausserdem « =O wird, verschwinden 
und ~; die Gleichungen (2) geben 
(5) Y,X,— Y,X, = 9. 

Dieser Fall umfasst alle cinem gegebenen perspectivischen Systeme. 
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Die Bedingungen, welche man Punkten der Reihen auferlegen kann, 
sind von selbst erfiillt, da alle Punkte der Reihe auf demselben Pro- 
jectionsstrahl (5) liegen. 

IlI. Wenn alle drei Wurzeln der cubischen Gleichung einander 
gleich werden, so kann man die kanonische Form anwenden: ( 

f = 1(X,U, + X,U, + X;,U;) + «XU, + BX,U, 

Es ist darin / der gemeinschaftliche Werth der drei Wurzeln; a und B 
sollen zuniichst als von Null verschieden vorausgesetzt werden. Auf 
die vorliegende kanonische Form wird man folgendermassen gefiihrt. 
Unter den linearen Verbindungen der Gleichungen §. 12 (1) giebt es 
nur eine, welche die Form 


(6) oY, = 1X, 


hat. Die andern zwischen den Y und X stattfindenden Gleichungen 
miissen die Form haben: 


oY, = aX, + (b+) X, + eX, 


7 os 
ir oY; = «X, + BX, + W+0X%. ! 
Aber die cubische Gleichung, welche hiernach den Ausdruck 
|\l—ze 0 0 
4(2)=0= atl+b-—z e 


| @ B l+y—z 


hat, muss dje Wurzel / dreimal enthalten. Daher muss man haben 


(8) b+y=0 j by — cB = 0. 
Man erfiillt diese Gleichungen identisch, indem man 
>, bB=-v , b=mW,y=—wW 


setzt. Die Gleichungen (7) verwandeln sich dadurch in 
oY, = aX, + 1X, + u(vX, + w X;) 
oY; = aX, + 1X, — v(vX, + wX;). 
Es folgt aber daraus die Verbindung 
o(v Y¥,+uY,;) = (av + ap) X, + I(vX, + wX,). 
Setzt man also jetzt wieder Y, fiir vY, + uw Y,, und X, fiir vX, 2+ wX,, 
so erhilt man ejne Gleichung der Form 


(9) oY, = aX, + 1X,, 
welche aus den Gleichungen (7) immer abgeleitet werden kann. Man | 


darf daher annehmen, dass eine der Gleichungen (7) die Form (8) 
bereits habe, d. h. b=0, ¢c=0. Die Gleichungen (8) geben dann 
y = 0, wahrend £B beliebig bleibt. Die dritte Gleichung (7) wird also 
(10) oY, = «aX, + BX, + 1X;. 


Veriindert man nun noch Y, und X,, indem man statt derselben 
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Y; — - Y, und X, — = X, setzt, so fallt im (10) noch das Glied 
mit X, fort, und es bleibt 
(11) oY; = BX, + 1X;. 
( Multiplicirt man nun (6), (9), (11) mit U,, U,, U, und addirt, so 
ergiebt sich die Gleichung der Collineation: 

f = 1(U,X, + U,X, + U;X3) + aX,U, + BX,U;, 
welche sich von der oben angenommenen Form nur dadurch unter- 
scheidet, dass « statt a geschrieben ist. 

Legen wir jetzt die Form 
f = 1(U,X, + U,X, + U;X;) + «X,U, + BX,U; 
zu Grunde, so finden wir: 
¢—_=3l , 4 = 3P , i, SP, te BP, i eh 
f, = P(U,X, + U,X, + U,X;) + 2a1X,U, + 2p1 X,U, + a6 X,U, 
fr == [8 (UX, + —? + U. 5) oo U, + _ seadeattbai Us; 


f = _ HU, X, 4 U, x, i U,X,) + 4+ ab X, U, é 
+ (h+1) BUX,U, + Wnt «pl X, U, 
g = P(U,X, + UX, + U;X;) — al X, U, — BLX, Us + af X, U; 
p——eepX? , v= SF US. 
Dieser Fall umfasst alle diejenigen collinearen Systeme, bei wel- 
chen sich die Ecken des friihern Fundamentaldreiecks in einen Punkt 
(U,; = 0), die Seiten in eine Gerade (X, = 0) vereinigt haben. Auch 
hier wird durch die Gleichungen 
oY, = 1X, 
(12) oY, = «aX, + 1X, 
oY, — bX, + 1X, 
alles bestimmt, sobald zu einem willkiirlichen Punkte X ein bestimm- 
ter Y zugeordnet wird, indem die Verhiiltnisse der Gréssen a, f, | 


dadurch gegebene Werthe annehmen. 
Die Punkte der Reihe 


oY, = PX, 
oY, = VX, +hall'X, 
; | oY, = X,+hpr-x, + *—! appx, 
) kénnen hier, indem man durch /'~* iiberall dividirt, einfacher durch 
. die Gleichungen 
Oo QO Y, = f? Xx, 
(13) eY, = te + halX, 





r + 
9 Y; X, + hplX, +" ap X, 
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dargestellt werden. Diese Punkte liegen ‘daher tier nicht mehr auf 
einer transcendenten Curve, sondern auf einem Kegelschnitt, dessen 
Gleichung man erhiilt, indem man @ und h aus den obigen Gleichun- 
gen eliminirt. Indessen geniigt es hier zu bemerken, dass die Glei- 
chungen 
oY; = «@; + 2hp; + hy; 

immer einen Kegelschnitt darstellen, dessen Gleichung in Liniencoor- 
dinaten ist: 


(Uy Ff Gytty + ytty) (PM FE PyMy + VY stt3) — (Byte, + Batty + But, )°=0. 
Ks sind daher «,y Punkte des Kegelschnitts, 6 der Schnittpunkt der 
in @,y an den Kegelschnitt zu ziehenden Tangenten. Wenden wir 
dies auf die Gleichungen (13) an, so sehen wir, dass an Stelle des 
Punktes « der Punkt X, an Stelle von y der Punkt U, = 0 tritt, 
wiihrend B die Form p U, + qU, =0 hat, also ein Punkt von X, = 0 
ist. Der betrachtete Kegelschnitt geht also durch X, und beriihrt in 
dem Punkte U,—0O, in welchem sich die Ecken des Fundamental- 
dreiecks vereinigt haben, die Gerade X, = 0, welche die Vereinigung 
seiner Seiten ist. Der Kegelschnitt zerfillt niemals, ausser wenn 
X, = 0 ist, da die Determinante (2 +- a, B, y,)* des Kegelschnitts 
sich auf X,° reducirt. 

[V. Man kann noch den Fall betrachten, wo eine der Constan- 
ten «, B verschwindet. Es ist gleichgiiltig, welche man verschwinden 
lisst. Sei & = 0; die Gleichungen (12) gehen dann iiber in 
eY, = IX, 
oY, = 1X, + «X, 

oY, = /X;. 

Ks folgt Y,X.,— Y,X,—0; man hat also perspectivische Systeme, 
deren Centrum der Punkt X, = 0, X, = 0 ist. Verschwindet end- 
lich sowohl « als B, so hat man identische Systeme, deren entspre- 
chende Punkte immer zusammenfallen. 


Giessen, den 3'" September 1868, 











Note beziiglich der Zahl der Moduln einer Classe von 
algebraischen Gleichungen. 


Von A. Britt in Gressen. 


Riemann kniipft seine Betrachtungen itiber algebraische Functio- 
nen an eine Gleichung »'* Grades in s, deren Coefficienten ganze 
Kunctionen m'*" Grades von z sind und bezeichnet dieselbe mit: 


F (3,2) = 0. 


Der von ihm aufgestellte Begriff der durch rationale Substitutio- 
nen (eindeutige Transformationen) in einander transformirbaren Glei- 
chungen zwischen s und ¢ fiihrt ihn zur Aufstellung von solchen 
einer gegebenen ,,Classe“ angehérigen Gleichungen, fiir welche die 
Grade m und » den niedrigsten Werth haben, ohne dass die wesent- 
lichen, d. h. die bei einer eindeutigen Transformation ungeiindert blei- 
benden und im Allgemeinen von einander unabhiingigen Constanten 
in ein gegenseitiges Abhiingigkeitsverhiltniss treten. Die Classe sei 
durch die Zahl p charakterisirt; versteht man noch unter r die Anzahl 
der Fille, wo die ersten Differentialquotienten der Function F’ nach 


‘ . . - ds ‘ ‘ 
s und ¢ zugleich mit J’ selbst verschwinden, wiihrend qe 2wel verschie- 
dene endliche Werthe annimmt, so haben die besagten Gleichungen 
niedrigsten Grades die Form*): 


, (am 9 
p = 2u—3 tI (5,2) = () r= (u—2z2)° 


‘ 


~s 9 
(1) prs mM 
p=2u—2 F(s,2)=0 r= (u—1)(@—8), 
wo rv von den Coefficienten der Potenzen von s und z in den ganzen 
Functionen J’ als lineare homogene Functionen der iibrigen so be- 
dt 


stimmt werden miissen, dass q 
7 Ss 


und = fiir r der Gleichung F' = 0 


*) Riemann, Journal Crelle-Borchard Bd. 54, §. 13. 
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geniigende Werthepaare gleichzeitig verschwinden. Transformirt man 
die Gleichungen (1) mittelst der Substitutionen : 


4 
se oe 2.4=—= = 


Ys ° 
in eine in den Variablen y, y, y, homogene Form: 


F (Y, 425 Ys) = 9, 

so kann jede der so entstehenden Gleichungen als die einer Curve auf- 
gefasst werden, in welcher jenen r Werthepaaren s , z Doppelpunkte 
entsprechen, und welche im Allgemeinen noch eine héhere Singulari- 
tit in den den Werthen z = oo und s = oo entsprechenden Punkten 
besitzt. Und zwar reprisentiren jene Gleichungen niedrigsten Grades 
fiir p > 2 Curven 2u‘ Ordnung mit 2ufachen und r Doppelpunkten. 
Fasst man jede der obigen Gleichungen (1) niedrigsten Grades, die 
man in gewisser Beziehung als Normalformen der Riemann’schen 
Gleichungen fiir em gegebenes p ansehen kann, in der oben ausge- 
fiihrten Weise als die einer Curve auf, so kommt derselben nicht auch 
die Eigenschaft zu, Curve niedrigster Ordnung fiir das gegebene p 
zu sein, denn statt auf den Grad in s und z kommt es hierbei auf 
die Gesammtdimension an. 

In dem Werke iiber Abel’sche Functionen von Clebsch und 
Gordan wird nun andererseits eine Methode angegeben, vermittelst 
deren sich eine gegebene Curve m'* Ordnung mit Doppel- und Riick- 
kehrpunkten+in eine Normalecurve von méglichst niedriger Ordnung 
iiberfiihren lisst. Diese Ordnung ist p+ 1. 

Lisst sich nun die Transformation jener Normalecurve auf die 
Riemann’sche Normalform und umgekehrt ausfiihren, so muss die 
Anzahl der in beiden Normalformen enthaltenen, durch eindeutige 
Transformation nicht zerstérbaren Constanten iibereinstimmen. Rie- 
mann*) stellt nun fiir die in seiner Normalform enthaltenen wesent- 
lichen Constanten mit Hiilfe analytischer Untersuchungen die Zahl 
3p—3 auf. Herr Cayley**) gelangt zu der Zahl 4p—6 fiir jene 
Normaleurve p-+ 1" Ordnung aus Betrachtungen geometrischer 
Natur. 

Ich werde nun im Nachfolgenden auf dem Wege der Rechnung 
an einem modglichst zutreffend gewihlten Beispiel (j= 4, in welchem 
Falle 4p —6 = 10; 3p —3 = 9, r =O ist) zuniichst zeigen, dass 
die Anzahl der durch eindeutige Transformation nicht zer- 
stérbaren Constanten in der obigen Normalcurve p+ 1'* 
Ordnung nicht verschieden sein kann von der in der von 


*) Ibid. §. 12. 
**) Verhandlungen der Mathematical-Society, Oct. 16., 1863. 
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Riemann aufgestellten Gleichung (1), indem ich einfach die 
Transformation der Normalcurve fiir den genannten Fall (von der 
fiinften Ordnung mit 2 Doppelpunkten) in jene Form wirklich aus- 
fiihre. Alsdann werde ich eine Reihenfolge von Transformationen an- 
geben, mittelst deren fiir das eben genannte Beispiel aus der Rie- 
mann’schen Normalform eine Form mit nur 3p — 3 = 9 Constanten 
hergestellt werden kann. 

An anderer Stelle*) habe ich gezeigt, dass ein ufacher Punkt in 
dem Punkte y, = 0; y, =O der transformirten Curve 


F (Y, Yo» Ys) = 0 

dadurch entsteht, dass man in: 
OY: = D; (a, , X%,%,), wot — 1, 2,3, 

den Ausdriicken ®, und ®, einen gemeinsamen Factor giebt, der fiir 
u Punkte der Curve f(x, x, 7,) = 0 verschwindet. Damit auch noch 
in Y¥. = 0; y, =O eim wfacher Punkt erscheine, so mége das Gleiche 
fiir ©, und ®, stattfinden; die Transformationsformeln auf die Rie- 
mann’sche Form haben alsdann die Gestalt: 


OY = vx 
OY. = VX 
OY, = 4°42 


wo die ~ und x Functionen der x von gleicher Dimension sind. 

Bei der Transformation von Curven mit niedrigem p ineinander, 
um welche es sich in unserem Beispiele handelt, wird man vielfach 
auf Substitutionsformeln gefiihrt, aus welchen sich ohne Hiilfe der 
gegebenen Gleichung f(x) = 0 die Werthe der x rational durch die 
y ausdriicken lassen. Eine solche direct umkehrbare Transfor- 
mation bietet den Vortheil, ohne schwierige Elimination die Glei- 
chung der transformirten Curve sowie den auszuscheidenden Factor, 
welcher bei dieser Transformation immer auftritt**), sofort und tiber- 
sichtlich zu ergeben. So z. B. berechnet man aus: 

O91 = 2%, 
(2) OF, — Hy; 

CFs = U% 
die umgekehrten Transformationsformeln: 


OL, = YoY2 
(2°) Ly = Ys 
CLs = WY2- 
*) Habilitationsschrift, 1867. 
**) Tn den unten gegebenen Beispielen steht, wie man sehen wird, das p die 
ses Factors zu dem der transformirten Curve (also des anderen, irreductibeln 
Factors) in keiner Beziehung. 
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Der geometrische Sinn dieser Transformation ist von Hrn. Cremona 
in einer Abhandlung ,, Salle trasformazioni geometriche delle figure 
piane“ (Acad. Bologna 1864) bereits niiher erértert worden. 

Die allgemeine Gleichung der Normaleurve fiir p= 4 (von der 
fiinften Ordnung mit 2 Doppelpunkten) liisst sich durch lineare Trans- 
formation immer auf eine solche Form bringen, dass die letztgenann- 
ten in die beiden Eckpunkte x, = 0; x, = 0 und x, —0; x, =O des 
Coordinatendreiecks zu liegen kommen. Die Gleichung der Curve hat 
alsdann die Form: 

f= x*-fy (% 5X3) + %q° +f,” (X1,%3) Hy Hy Ay-f"” (Ly Xs, Xz LX, , 2, Ly) 
+ 23°fy (%,%,73) = 0, 
wo die unteren Indices der f die Dimension in den eingeklammerten 
Variabeln angeben. Transformirt man f=O mittelst der Substitutions- 
formeln (2, 2*), so kommt: 


9 


Y2"yy? EP = yo°yy? [Yots? Fe (Ys »Y2) Ws Le (Ys 2 ¥0) 
HF Yas? A” (Ys 22 Ys) + Ye fe Yots Ys Y2)| = 9. 
Seien die Coefficienten in f: a, DM, ec, .... und lost man 
auf, so kommt, nach Weglassung des Factors y,* y,? (vergl. 8. 403, 
Note): 
F= yy) (@ yy? + Vy2¥3 + Cys )+ mys? (ay? + ys +" ys”) 
+ yyyoys? (@’y, + O'Yy + Ys) 
HF Yn (AY 2's? bys? YY 2? FY Ys F YY2"s + FUY2Ys") =. 
Man sieht, dass die Glieder alle verschieden sind, 15 an der Zahl. 
An der Riemann’schen Form (1), einer Curve sechster Ordnung mit 
einem dreifachen Punkte je in y, —0; y, =O und y, = 0; y, = 0, 
fehlt nur noch der Term y,°. Um auch diesen ganz allgemein zu er- 
halten, setze man noch: 





W=8+4; = 23 Wl. 

Wir haben also successive drei Transformationen angewandt, deren 
Umkehrbarkeit keinem Zweifel unterliegen kann. 

Wir schreiben die hierdurch sich ergebende Gleichung in der 
Form: 

5° + Ds + 38° + Py + 35+ Q, + PP = 9, 
wo 
Pi = A3-2 + Saaz? + 3an2 + ao 5 i=—1, 2, 3. 


Die Zahl der Coefficienten a, betriigt 16. 
Mittelst der Transformationsformeln: 


ao+ Bp. ~ — &§+8' 


yo+o } veer’ 


kann man nun, wie eine oberfliichliche Abzihbung lehrt, die Rie- 
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mann’sche Form auf eine solche mit nur 9 Coefficienten transfor- 
miren. 

Um aber einen genaueren Einblick in diese neue Transformation 
zu ermdglichen, wollen wir dieselbe nun gleichfalls in mehrere andere 
zergliedern. 

Wir setzen zuniichst: 

_ at+8 
i+? 
und bestimmen die Gréssen @ und B derart, dass in der transformir- 
ten Gleichung: 


B.p, + 32-%,4+3t-4,+4 = 0 


der Coefficient von 3/ ein vollstiindiger Kubus wird. Derselbe hat 
die Form: 
P ae € ” € 
b, = B(ep, + 2agp, + 9) + Pp, + 2aH, + 

a, gota 2n2(2 32 (yo 

= 23(, +B Ds) + 32° (W, + BD.) +32(P, + BD) + %+ B®, 
wo 

D;, = a? - a3; + 2a-da; + ay 3 Pi = @? ag; + 2a-a4; + ag; 
gesetzt ist. Sollen also in w, die Quotienten der Coefficienten je 
zweier aufeinander folgenden Potenzen von z einander gleich sein, so 
hat man zwei Gleichungen zur Berechnung von 6 wid @, niimlich: 


B®, +% BO, + ®, BO,+ BW 


B%,+%, BO,+%, PO, 4H, 


Eliminirt man aus denselben 6, so kommt fiir « folgende Gleichung 
12" Grades, welche diese Grosse als Function der a, definirt: 


D,P,— D2 DP, + VD, — 20,¥, Ww, — wv, 
0O= |9,0,— 0° O,,+ PP, — 20,¥, P,P, — v,? 


P,P, — DP, 0,8, + PD, | oP, —P,D, P,P —P YP, 


Diese Gleichung ist die einzige héhere Gleichung, deren Auflésung 
bei der auszufiihrenden Reduction der Constantenzahl nothwendig ist. 
Denkt man sich fiir @ eine Wurzel derselben in die ® und & eingesetzt, 
so ergiebt sich 6 aus einer Gleichung 2'" Grades. Man kann somit 
durch diese Transformation der gegebenen Gleichung die folgende Ge- 
stalt geben: 

BS. +3 -k(e+0) + 3t-g, + wy =O, 
die Gréssen ~ sind von derselben Form wie friiher die g. 
Setzt man weiter: 
e 2 +a 
so = 3" + b ? 
wo a und Db irgend zwei Wurzeln der Ausdriicke ~ sind (gleichgiiltig 
ob sie demselben oder verschiedenen ~ angehdren), so werden hier- 
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durch zwei Coefficienten in der transformirte: Gleichung zum Ver- 


schwinden gebracht. Drei weitere lassen sich dadurch = 1 machen, 
dass man in den schliesslichen Substitutionsformeln : 
t= m-6 und 2’ =n. 


die Constanten m und n passend bestimmt und endlich die ganze 
Gleichung durch eine passende Constante dividirt. Die so entstehende 
Gleichung in 6 und & erfiillt die verlangte Bedingung, nur 3p —3=9 
Coefficienten zu besitzen. 


Giessen, Januar 1869. 








Zur Geometrie auf den Flichen zweiter Ordnung. 


Von H. Miuuer in Fretsure i. Br. 


a. 


Betrachtungen iiber die Raumcurve dritter Ordnung.*) 


1) Die Frage nach den gemeinsamen Punkten zweier Raumcurven 
dritter Ordnung, welche auf einem Hyperboloid liegen und die Strahlen 
der niimlichen Regelschaar des Hyperboloids zu Sekanten haben (siehe 
§. 3.), vereinfacht sich, sobald einer der gemeinschaftlichen Punkte 
bekannt ist. 

Sind aber drei derselben gegeben, so wird die Construction des 
vierten linear. 

Dieser Fall hat dadurch besonderes Interesse, dass er zur Auffin- 
dung des achten Punktes, in welchem sich alle durch 7 Punkte gehende 
Flichen zweiter Ordnung schneiden, benutzt werden kann, und soll 
im Folgenden besonders betrachtet werden. 

Satz: Wenn zwei Raumcurven R, R’ dritter Ordnung 
3 Punkte p,, p,, p, und eine Regelschaar G gemein haben 
(d. h., wenn alle Strahlen von G auch Sekanten von R und 
R’ sind), so haben sie noch einen vierten Punkt gemeinsam. 

Von p, aus werden die Curven F und R’ durch zwei Kegel zweiter 
Ordnung K, K’ projicirt. Dieselben haben die Strahlen p, p, p, p, 
und den Strahl A der Regelschaar G, welcher durch p, geht, gemein- 
sam und miissen sich deshalb noch in einer vierten, durch p, gehen- 
den Geraden B treffen. Dieselbe enthilt nun entweder einen gemein- 
schaftlichen Punkt p, der beiden Raumcurven oder zwei getrennte 
Punkte r und s derselben. Von diesen beiden Fallen erweist sich aber 
der zweite als unméglich, weil B eine Erzeugende der Regelschaar G 
sein miisste (B enthielte 3 Punkte p, r s von G) und durch einen Punkt 
p, nicht zwei Erzeugende A und B der gleichen Regelschaar gehen 
kénnen. 


*) Ueber Raumcurven dritter Ordnung in synthetischer Betrachtung siehe z. B. 
Die Geometrie der Lage. Vortriige von Dr. Theodor Reye. Hannover 1868. 
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Die beiden Raumceurven haben also einen vierten gemeinschaft- 
lichen Punkt p,. 

Zur Construction von p, dient die folgende Betrachtung: 

Man lege durch einen Strahl A von G eine Ebene a. Dieselbe 
enthilt noch zwei nicht in A gelegene Punkte r und r’ von # und Ll’. 
ry, ist ein Leitstrahl der Regelschaar G. Die beiden Ebenen p,p,7 
und p,p,7’ sollen b und b’ genannt werden.. Dreht sich nun a um A, 
so beschreibt rr’ eine Regelschaar G’ und die Ebenen 6b und VU’ be- 
schreiben zwei Ebenenbiischel, welche mit dem von a erzeugten Biischel 
projectivisch sind nach dem bekannten Satze, dass die Punkte einer 
Raumeurve dritter Ordnung aus zwei ihrer Sekanten durch projecti- 
vische Ebenenbiischel projicirt werden. Die Gerade rr’ und die beiden 
Ebenen } und b’ erzeugen also bei der Bewegung drei unter sich pro- 
jectivische Gebilde. 

Die beiden von } und 0’ beschriebenen projectivischen Ebenen- 
biischel haben aber die Ebene p,p,p, und deshalb noch eine andere 
6 entsprechend gemeinsam. Die Ebene 6 wird nun von dem ihr ent- 
sprechenden Strahle der Regelschaar G’ in dem gesuchten Punkte p, 
geschnitten. 

2) Die beiden Siitze: 

Zwei Raumeurven Jt und It’ dritter Orduung, welche einen Punkt 
p, wnd eine Regelschaar G gemein haben, schneiden sich in einem 
oder in drei weiteren Punkten; und: 

Zwei Raameurven Ft und f’, welche eine Regelschaar G und zwei 
Punkte p, und p, gemeinsam haben, schneiden sich in keinem oder in 
zwei weiteren Punkten ; 
werden gerade so bewiesen. Die Kegel K und K’ haben in diesen 
Fiillen beziiglich einen (die durch p, gehende Erzeugende A von G) 
oder zwei (p,p, und A) gemeinsame Strahlen. Die iibrigen Schunitt- 
linien derselben enthalten gemeinsame Punkte von [i und Jt’. 

3) Zwei Raumeurven F, und h,, welche 4 Punkte p, p, p, p, 
und eine Sekante A gemeinsam haben, fallen zusammen 
oder sie haben eine Regelschaar G gemeinsam. 

Man projicire R und Kk’ aus p, durch die Kegel K und K’ zweiter 
Ordnung. K und K’ haben die drei Strahlen p, p,, p,P,;, Py Py Be- 
meinsam und schneiden sich demnach noch in einem vierten! Strahle 
B. Der Strahl B ist cine gemeinsame Sekante von Jt, und #, und 
enthilt ausser p, entweder einen gemeinsamen Punkt p, von Ft, und 
R, oder zwei getrennte Punkte y und s dieser Curven. Im ersten 
Falle haben # und F’ 5 Punkte und eine Sekante gemeinsam und 
fallen daher zusammen*). Im zweiten aber haben sie diejenige Regel- 


*) Siehe z. B.: Reye, Vorlesungen II, pag. 81. 
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schaar gemeinsam, welche durch die Strahlen A und B und die Punkte 
Pi» Po» Px bestimmt ist. 

4) Bekannter Weise schneiden sich zwei Fliichen zweiter Ordnung, 
welche eine Gerade gemeinsam haben, in einer Raumeurve dritter Ord- 
nung, von welcher diese Gerade Sekante ist.*) 

Umgekehrt haben zwei Fliichen zweiter Ordnung, welche sich in 
einer Raumeurve dritter Ordnung schneiden, noch eine Gerade gemein- 
sam, welche eine Sekante dieser Raumcurve ist.**) 

Die Construction dieser Geraden, welche zugleich den Beweis des 
zweiten Satzes enthilt, soll wegen ihrer Verwendung im Folgenden 
hier erdrtert werden: 

G und G’ seien die beiden Regelschaaren der Fliichen J’ und L”, 
welche aus Sekanten von Ft bestehen. Durch die Punkte p und r von 
R sollen beziiglich die Strahlen az’ und oQ’ von G und G’ gehen. 
Man lege nun durch einen weitern Punkt s von Ft die Linien 6 und 
6’, welche beziiglich 2, 9 und z’, @ schneiden. Durch einen andern 
Punkt ¢ von R erhiilt man ebenso die Geraden t und tr’. Die Ebenen 
(or) und (o'r) schneiden sich in dem gesuchten gemeinschaftlichen 
Strahle von F’ und F”, welcher zugleich Sekante von F ist. Der Be- 
weis fiir die Construction und die letzte Behauptung liegt darin, dass 
6,7 und 6’, t zwei Paare entsprechender Strahlen in den collinearen 
Biindeln sind, durch welche R aus s und ¢ projicirt wird. ot und 
6’t’ sind entsprechende Ebenen dieser Biindel und schneiden sich in 
einer Sekante von J?. Dieselbe ist sowohl der Regelschaar G ange- 
hérig, welche durch die den beiden collinearen Biindeln angehérigen 
projectivischen Ebenenbiischel mit den Achsen 6 und rt erzeugt wird, 
als auck der andern G’, welche auf dieselbe Weise aus den Ebenen- 
biischeln 6’ und tr’ entstebt. 

5) Unter Voraussetzung des Satzes: 

»,Alle Flichen zweiter Ordnung, welche 7 Punkte p, p, ... p; 
gemein haben, schneiden sich noch in einem achten Punkte p,“ 
soll dieser achte Punkt construirt werden. 

Man denke sich die Regelschaar G construirt, welche die Geraden 
Y; Ps» P,P; und die Punkte p,, p,, p; enthilt, sowie die andere H, 
welche durch die Geraden p,p,, p,p, und die Punkte p,, p,, p; be- 
stimmt ist. Diese beiden Regelschaaren schneiden sich in einer Kaum- 
curve # dritter Ordnung, welche p, p, zur Sekante hat (siehe §.1. Nr. 4.) 
und durch die Punkte p, p, p; p, Pp; geht, welche Elemente die Curve 
auch vollstindig bestimmen. 

Construirt man nun noch eine dritte Regelschaar J, welche die 


*) Reye, Vorlesungen II, pag. 74. 
**) Reye, Vorlesungen II, pag. 82. 
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Strahlen p,p,, P,p, enthilt und durch die Punkte p,, p,, p, geht, 
so schneiden sich H und J in einer Raumcurve RF’ dritter Ordnung, 
welche p, p, als Sekante hat und durch die Punkte p, p, p, p, p, geht. 
Die Curven R und R’ haben die Regelschaar H gemein und ausser- 
dem noch die 3 Punkte p,, p,, p;. Sie haben also noch einen weitern 
Punkt gemein, welcher offenbar der gesuchte achte gemeinschaftliche 
Punkt p, der Regelschaaren G, H, J ist und nach §. 1, 1 construirt 
werden kann. 

6) Wenn eine Raumcurve R dritter Ordnung 7 Punkte 
einer geradlinigen Fliche F zweiter Ordnung enthilt, so 
ist sie ganz auf dieser Fliche gelegen.*) 

Um diesen Satz zu beweisen , betrachten wir zuniichst die Gesammt- 
heit der Flichen F’, welche durch 7 beliebige Punkte p, p, ... p; 
gehen. 

Fiigen wir noch die Bedingung hinzu, dass F' eine durch p, 
gehende Gerade A enthalten miisse, so gelangen wir durch Bewegung 
von A um p, zu allen geradlinigen Flichen zweiter Ordnung, welche 
die 7 Punkte enthalten. 

Denkt man sich F' gefunden, so muss diejenige Regelschaar dieser 
Fliche, zu welcher A gehért, aus Sekanten der beiden Raumcurven 
R, R, dritter Ordnung bestehen, welche durch A als Sekante und be- 
ziiglich durch p, p, ... p, oder p, p, ... pg bestimmt sind. (Ver- 
gleiche unten §. 2, 3.). Mehrere Fliichen, welche den angegebenen 
Bedingungen “geniigen, sind also nur dann méglich, wenn R, und R, 
zusammenfallen, das heisst, wenn A die durch p, gehende Sekante 
derjenigen Raumcurve dritter Ordnung ist, welche durch die 6 Punkte 
P; Po --+ P, geht und durch dieselben bestimmt ist. Daher der Satz: 

Durch 7 Punkte und eine durch einen dieser Punkte 
gezogene Gerade ist eine einzige Fliche zweiter Ordnung 
bestimmt, wenn nicht diese Gerade die durch diesen Punkt 
gehende Sekante der Raumcurve dritter Ordnung ist, welche 
durch die itibrigen 6 Punkte bestimmt wird. 

Liegen die 7 Punkte auf einer Raumcurve RF dritter Ordnung, so 
gehen durch einen dieser Punkte unendlich viele Sekanten von R, die 
einen Kegel bilden, also: 

Durch 7 auf einer Raumcurve dritter Ordnung gelegene 
Punkte und eine durch einen dieser Punkte gehende Gerade 
ist eine einzige geradlinige Fliche zweiter Ordnung be- 
stimmt, wenn nicht jene Gerade eine Seite des Kegels ist, 
durch welchen R aus dem fraglichen Punkte projicirt wird. 


*) Chasles, Comptes rendus etc. 1857, pag. 192. Nr. 15. Ohne Beweis. 
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Lasst man nun unter der letztern Annahme A sich um p, drehen, 
so erhilt man natiirlich alle durch p, p,...p; gehende Flichen F. 
Ist 1) A keine Sekante von R, so kann man die (einzige) Fliache F, 
welche durch p, p,...p, und A geht, wie folgt finden. J wird aus 
p; und p, z. B. durch collineare Strahlenbiindel S, S’ projicirt. Dem 
Strahl A in S entspricht ein Strahl A’ in S’. Die Geraden A und 
A’ sind nun die Axen zweier projectivischen Ebenenbiischel, welche 
eine Regelschaar erzeugen, welche aus Sekanten von FR besteht und 
die eine Regelschaar der gesuchten Fliiche F' bildet. 

Ist 2) A Sekante von R, so gehen durch p, ... ps und A un- 
endlich viele Flaichen J’, die alle nach §. 1, 4, pag. 409 diejenige 
ihrer beiden Regelschaaren, von welcher A ein Strahl ist, mit R ge- 
mein haben. Damit ist der Satz 6) bewiesen und zugleich der folgende: 

Eine Raumcurve dritter Ordnung hat mit einer geradlinigen Fliche 
zweiter Ordnung héchstens sechs Punkte gemein, wenn sie nicht in 
dieselbe hinein fillt.*) 

7) Zwei Raumcurven dritter Ordnung R, und R,, welche 5 Punkte 
gemein haben und nicht zusammenfallen, liegen auf einer Fiche 
zweiter Ordnung.**) 

y und s seien zwei weitere Punkte von #,. Durch dieselben gehen 
zwei Sekanten g@ und 6 von R&,. Dieselben bestimmen eine Regel- 
schaar G,, welche aus Sekanten von R, besteht. FR, hat mit G, 
7 Punkte gemein und ist daher ganz auf G, gelegen. Jeder Strahl 
von G, hat aber nur einen einzigen Punkt mit R, gemein. Auf 
gleiche Weise erhilt man eine Regelschaar G, welche aus Sekanten 
von FR, besteht und deren Strahlen je einen Punkt von F, enthalten. 
Die Regelschaaren G, und G, miissen aber der nimlichen geradlinigen 
Fliche zweiter Ordnung angehiéren, weil sonst G, und G, einen Strahl 
gemein hiitten, welcher sowohl von FR, als auch von R, Sekante wiire, 
was nur dadurch mdglich ist, dass R, und R, zusammenfallen. 

8) p sei ein Punkt einer Raumcurve F dritter Ordnung x, ein 
Strahl des Kegels K, durch welchen R aus p projicirt wird und y 
ein durch p gehender, nicht in K gelegener Strahl. Durch jede Gerade 
y kann man bekanntlich nur eine Regelschaar legen, welche # enthilt. 
Durch p geht dann ein Leitstrahl x jener Regelschaar, welcher Sekante 
von f ist. 

Durch jede Gerade x dagegen kann man unendlich viele Regel- 
schaaren legen, welche die Curve R enthalten, und in jeder solchen 
geht durch p ein Leitstrahl y, welcher nur den Punkt p von RF ent- 
hilt. Zu jeder Linie y gehért auf diese Weise eine Linie x, aber zu 


*) Chasles, Comptes rendus. 1857. pag. 192, Nr. 15. Ohne Beweis. 
**) Ebenda pag. 194, Nr. 30. 
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jeder Linie x unendlich viele y, die, wie jetzt, gezeigt werden soll, 
in einer Ebene liegen. p’ sei ein zweiter Punkt von R und x’ ein 
Strahl des zu p’ gehérigen Kegels H’. Durch H und H’ geht eine ein- 
zige Regelschaar, welche aus Sekanten von RF besteht, und man erhiilt 
alle soleche durch K gehende Regelschaaren, wenn man x’ den Kegel 
K’ beschreiben liisst. y’ sei jeweils der durch p’ gehende Leitstrahl 
der durch zz’ bestimmten Regelschaar. Dieser Strahl y’ muss fortwiihrend 
x schneiden und beschreibt die Ebene (p’x). Der durch p gehende 
Leitstrahl y der Regelschaar (xx’) muss nun auch eine Ebene beschrei- 
ben, denn man weiss, dass y und y, entsprechende Strahlen der bei- 
den collinearen Strahlenbiindel mit den Mittelpunkten p und p’ sind, 
welche R erzeugen. 

Die Ebene p‘x enthilt den Strahl p’p und den andern p’p”, welcher 
nach dem zweiten auf R gelegenen Punkte p” von « geht. Die von y be- 
schriebene Ebene muss daher diejenigen Strahlen enthalten, welche in dem 
Strahlenbiindel p jenen entsprechen, das heisst die Tangente an F in p 
und den Strahl x. Daher kann man den folgenden Satz aussprechen: 

Legt man durch die Tangente in p an die Curve Ff eine 
Ebene, so schneidet dieselbe den Kegel K, in welchem Kk 
aus p projicirt wird, noch in einem zweiten Strahle x. Kin 
Strahl y des Strahlenbiischels, welches in dieser Ebene 
liegt und p zum Mittelpunkte hat, bestimmt eine Regel- 
schaar, welche durch R geht und x zum Leitstrahl hat. 
Beschreibt y den Strahlbiischel, so bewegen sich die Leit- 
strahlen der Regelschaar in den andern Punkten p’ von k 
auf den Kegeln XK’ und die Strahlen derselben sind dadurch 
projectivisch auf die Strahlen y bezogen. 

Fallt y mit der Tangente oder x zusammen, so erhilt man die 
2. Kegel, durch welche R aus p und p” projicirt wird. 

Man erhiilt aus dem Vorhergehenden den allerdings an sich schon 
evidenten Satz: 

Legt man geradlinige Flichen zweiter Ordnung durch 
eine Raumeurve dritter Ordnung, so enthalten die Tangen- 
tenebenen derselben in Punkten der Curve feste Linien, 
die Tangenten der Curve. 

Speciell : 

Legt man durch fiinf Punkte und eine Gerade alle mig- 
lichen geradlinigen Flichen zweiter Ordnung, so haben 
dieselben zugleich zwei feste Tangentenebenen in denjeni- 
gen Punkten, in welchen die durch jene 6 Elemente be- 
stimmte Raumeurve dritter Ordnung die Gerade schneidet. 

Diese Tangentenebenen gehen niimlich durch die Gerade selbst und 
heziiglich durch die Tangenten der Raumeurve in jenen Schnittpunkten. 

















Zur Geometrie auf den Fliichen zweiter Ordnung. 


§. 2. 


Axen von Ebenenbiischeln, in denen Ebenen, welche durch feste 
Punkte gehen, gegebene Doppelschnittverhiltnisse haben. 


1) R und R’ seien zwei Raumeurven dritter Ordnung, welche 4 
Punkte p, p, p, p, und eine Gerade A als Sekante’ gemein haben. 

Die beiden Curven haben dann eine ganze Regelschaar gemein- 
sam (§. 1,3) und bestimmen also einen Strahlencomplex zweiter Ord- 
nung*) von dem, wie sehr leicht zu sehen ist, p, p. 3 p, Hauptpunkte 
sind. Dieser Strahlencomplex ist aber durch die 4 Punkte und den 
einen Ordnungsstrahl A bestimmt, und es miissen deshalb alle durch 
P; Po P,P, und A gelegten Raumeurven dritter Ordnung Ordnungs- 
curven des Complexes sein. Der Ordnungskegel des Complexes in 
einem beliebigen Punkte p ist derjenige, durch welchen die Punkte 
der durch p p,; p, p, p, und A bestimmten Raumeurve dritter Ordnung 
aus p projicirt werden. 

Der Strahlencomplex ist also der Ort aller Sekanten von denjeni- 
gen Raumeurven dritter Ordnung, welche durch p, p,p, p, und A 
gelegt werden kénnen. 

Durch 4 Punkte p, p, p, p, und zwei Gerade A und Bals 
Sekanten kann nur dann eine Raumecurve dritter Ordnung 
gelegt werden, wenn jede der Geraden dem durch die an- 
dere Gerade als Ordnungsstrahl und die vier Punkte als 
Hauptpunkte bestimmten Complexe angehért. 

Dann sind aber auch unendlich viele solche Curven durch die 6 
Elemente bestimmt; legt man niimlich eine Raumeurve dritter Ord- 
nung durch p, p, p,p, A und einen Punkt p von B, so ist B von 
selbst Sekante der Curve. Je zwei dieser Curven haben eine Regel- 
schaar gemein, welche durch p, p, pp, geht und A und B zu Erzeu- 
genden hat. 

Der Strahlencomplex kann also auch als Ort der Strahlen aller 
Regelschaaren betrachtet werden, welche durch p, p, psp, gehen und 
die Gerade A unter ihren Strahlen enthalten, und man kann auch 
sagen, durch p, p, p, p, A und B kénnen dann Raumeurven dritter 
Ordnung gelegt werden, wenn diese Elemente auf einer Regelschaar 
liegen **). 

Da nun je zwei Strahlen A,B des Complexes mit p, p. ps py in 
unendlich vielen Raumeurven dritter Ordnung (oder in emem Hyper- 


*) Ueber diese Strahlencomplexe siehe Reye Vortriige II. pag. 117. Die da- 
rauf beziiglichen Ausdriicke im Folgenden sind hier wie dort im gleichen Sinne 
zu verstehen. 

**) Cremona, Crelle, Bd. 60. 
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boloide) liegen und deshalb p, p, p;p, aus A und B durch projecti- 
vische Ebenenbiischel projicirt werden, so gilt der Satz: 

Alle Linien A, welche so gelegen sind, dass die Ebe- 
nen (Ap,) (Ap,) (Ap,) (Ap,) ein gegebenes Doppelverhilt- 
niss haben, bilden einen Strahlencomplex zweiter Ord- 
nung, von welchem »p, p, p, p, Hauptpunkte sind. 

2) Wenn fiinf Punkte p, p, .. yp, gegeben sind, so kann man nach 
dem Orte der Geraden A fragen, welche so liegen, dass das Biischel 
A (p, p,..p;,) der fiinf durch jene Punkte und A gelegten Ebenen 
einem gegebenen Wurfe, zum Beispiel dem der fiinf Punkte 2,2,2,2,7, 
einer Geraden projectivisch ist*). 

Es ist zuniichst leicht zu sehen, dass durch einen Punkt P des 
Raumes nur eine einzige Gerade A gehen kann. Zieht man nimlich 
noch die Linien Pp,, Pp., .., Pp, und schneidet alle 6 Gerade durch 
eine Ebene F in den Punkten xz, x,...%,, so muss auch der Wurf 


” (x,... %,) dem gegebenen Wurfe projectivisch sein. Der Punkt x 
wird nun nach bekannter Weise eindeutig als vierter Schnittpunkt 
zweier Kegelschnitte construirt, und damit ist auch die durch p gehende 
Gerade A bestimmt. Man sieht nun leicht, dass alle Sekanten der 
durch p,...p, und A bestimmten Raumeurve dritter Ordnung diesel- 
be Eigenschaft haben. Diese Strahlen sind aber auch die einzigen, 
weil je durch einen beliebigen, nicht in der Curve gelegenen Punkt 
P nur ein Strahl A gelegt werden kann und derselbe daher mit der 
durch P gehenden Sekante der Curve zusammenfallen muss. 

5) Es seien 6 Punkte p, p,...p, gegeben. Man soll eine Gerade 
A finden, so dass der Wurf A (p, p,.. p,) einem gegebenen Wurfe, 
z. B. dem der 6 Punkte a, a, ... 2, einer Punktreihe projectivisch 
sei. Man construire nach 2) die Raumcurve dritter Ordnung 2, 
deren Sekanten A der Bedingung 

A (Pp; Po Ps; Py Ps) projectivisch x, x, 2, 1, 1; 
geniigen, und die andere Raumcurve J’, deren Sekanten A’ der Be- 
dingung | 

A’ (Py Ps Py Ps Py) projectivisch mx, x, 1, 1, 2, 
geniigen. 

KR und R’ haben eine Regelschaar gemein, denn sie haben die 4 
Punkte p, p, p,p; gemein und noch z. B. die durch p, gehende Se- 
kante von Jt’, weil dieselbe nach 1) mit allen durch p, gehenden Se- 
kanten von Jt dem Kegel der durch p, gehenden Strahlen B ange- 
hort, fiir welche 

B (py Py Py ps) projectivisch x, x, x, 75. 


*) Den Ausdruck Wurf braucht Staudt fiir eine endliche Anzahl von Elemen- 
ten einer Punktreihe, eines Strahlbiischels u. s. w. ; 
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Die Strahlen A dieser Regelschaar sind nun die gesuchten, denn 

sie haben offenbar die Eigenschaft 

A (Pp; Po Ps Py Ps Py) projectivisch x, x, 1, 1, H, Me. 
Nur wenn der sechste Punkt auf der Raumcurve R gelegen ist, genii- 
gen alle Sekanten derselben der Bedingung. 

4) Es seien 7 Punkte .gegeben. Man soll Linien A von solcher 
Lage suchen, dass der Wurf A (9, p,...p¢p;) projectivisch ist dem 
Wurfe 2, z,... 2%, 2%; von sieben Elementen eines Elementargebildes. 

Man denke sich zuerst die Regelschaar G construirt, welche alle 
Geraden A enthilt, die der Bedingung 

A (p; Po +++ pg) projectivisch (2, 1, ... 1, 
und die Regelschaar G’, deren Strahlen A’ die Kigenschaften haben 
dass : 
A’ (po ps +++ p,) projectivisch (x, 1, ...2;), 
sowie auch die Raumeurve J? dritter Ordnung, fiir deren Sekanten B: 
B (py Ps Py Ps Po) projectivisch (x, 2, 1, 1; We). 

Es ist nun aus dem Friihern klar, dass die Strahlen der beiden 
Regelschaaren zugleich Sekanten von 2 sind. Sie schneiden sich also 
in dieser Raumeurve und haben noch einen Strahl A gemein, welcher 
nach §. 1, 5) construirt wird. 

Diese einzige Gerade hat nun die Eigenschaft, dass: 

A (p; Py +++ Pz) projectivisch a, x, ... 7. 

5) Um sogleich eine Anwendung von diesem letzten Satze zu 
machen, so soll eine Fliiche dritter Ordnung durch die Durchschnitts- 
curve Rt zweier Fliichen zweiter Ordnung und sieben weitere Punkte 
P, Py +++ Pz gelegt werden. 

Man lege durch R und die sieben Punkte sieben Fliichen I’, I’, ... F 
zweiter Ordnung und bestimme die Gerade A, so dass: 


’ 


7 


A (p; Po «++. pz) projectivisch F, I’, ... F;. 
Die beiden projectivischen Biischel, das Fliichenbiischel zweiter 
Ordnung und das Ebenenbiischel mit der Achse A, erzeugen die ge- 
suchte Fliiche. 


§. 3. 
Auf einem Hyperboloide sind zwei Raumecurven dritter Ordnung 
gegeben, welche die Strahlen der niimlichen Regelschaar zu 


Sekanten haben. Man soll die vier Durchschnittspunkte 
derselben suchen *). 


Diese Aufgabe ist als gelést zu betrachten, wenn sie auf die an- 


*) Aufgabe, gestellt von Chasles comptes rendus 1857, pag. 194. No. 32. 
27* 
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dere: ,,Die Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitte zu finden‘‘ zu- 
riickgefiihrt ist. 

Die eine Raumcurve F wird aus einem ihrer Punkte p durch einen 
Kegel zweiter Ordnung projicirt, welcher von einer beliebigen Ebene 
A in einem Kegelschnitte K geschnitten wird. Die andere Raum- 
eurve FR’ wird aus p durch eine Kegelfliche dritier Ordnung projicirt, 
welche in dem durch p gehenden Strahle der aus Sekanten von R 
und &’ bestehenden Regelschaar sich selbst schneidet. Die Ebene A 
schneidet diese Kegelfliiche in einer Curve LZ dritter Ordnung mit 
einem Doppelpunkte, durch welchen auch der Kegelschnitt K geht. 

Die Durchschnittspunkte von Z und K, welche nicht in den Dop- 
pelpunkt von Z fallen, sind nun die Projectionen der gesuchten Durch- 
schnittspunkte von R und R’ aus p auf die Ebene A. 

Zur Aufsuchung dieser Punkte dienen die folgenden Erinnerun- 
gen und Betrachtungen. 

Man nennt bekanntlich eine Punktreihe P mit einer Involution J 
projectivisch, wenn FP projectivisch ist zu der Punktreihe der vierten 
harmonischen Punkte, welche durch einen festen Punkt auf dem Tri- 
ger der Involution J und die Punktgruppen von J selbst bestimmt ist. 

Man nennt ebenso zwei Involutionen J und J’ projectivisch, wenn 
die auf obige Weise fiir die beiden Involutionen hergestellten Reihen 
von harmonischen Punkten unter sich projectivisch sind. 

Ist a ein Punkt ausserhalb eines Kegelschnitts K und b ein Punkt 
desselben, so bilden die Geraden bp und bq, welche nach den Durch- 
schnittspunkten » und q eines durch a gehenden Strahles « gezogen 
sind, eme mit dem von «@ beschriebenen Strahlbiischel projectivische 
Involution. Der vierte harmonische Strahl 6 zu ba, bp und bq trifft 
nimlich den Strahl « auf der Polare von a und die von @ und 6 be- 
schriebenen Strahlbiischel sind deshalb projectivisch. 

Der Strahlbiischel der Strahlen @ und die damit projectivische 
Involution der Strahlenpaare bp, bq haben aber die besondere Lage, 
dass der Strahl ba ein Strahl des Strahlenpaares in der Involution 
ist, welches dem Strahle ab des Biischels entspricht. 

Umgekehrt: Haben zwei projectivische Biischel, ein einfaches und 
ein involutorisches, die obige Lage, so schneiden sich die entsprechen- 
den Strahlen auf einem Kegelschnitte, welcher durch den Mittelpunkt 
des involutorischen Strahlbiischels geht. 

Zwei projectivische Strahlbiischel, ein einfaches und ein invo- 
lutorisches, sind auf einander bezogen, wenn den fiinf Strahlen 
@ (@; , & , &,, @,,@,) des ersten fiinf Strahlen b (6, , B, , B; , B, , B;) 
entsprechen sollen (eigentlich fiinf Strahlenpaare, zu denen die fiinf 
Strahlen DB, bB, .. bB, gehoren). 

Dreht man nimlich die beiden Gebilde um ihre Mittelpunkte a 
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und 6, bis die Strahlen aa, und bf, in die Gerade ab fallen, so 
schneiden sich die tibrigen entsprechenden Strahlen in 4 Punkten, 
welche mit ) auf einem Kegelschnitte liegen, welcher unmittelbar zur 
Construction der entsprechenden Elemente beider Gebilde fiihrt. 

Kine Curve dritter Ordnung mit einem festen Doppelpunkte D ist 
bekanntlich durch 6 weitere Punkte a p, p,..p, bestimmt*). 

Man kann dieselbe construiren, indem man a und b beziiglich zu 
Mittelpunkten eines einfachen und eines involutorischen Strahlbiischels 
macht, in denen sich die Strahlen ap, bp, , ap, bp, ,..., ap, bp, ent- 
sprechen. 

Umgekehrt: Hat man eine Curve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte 6, und zieht man durch einen andern Punkt a der Curve 
Strahlen @, welche dieselbe noch in den Punkten pq schneiden, so 
bilden die Strahlen bp, bq ein Strahlenpaar einer mit dem durch die 
Bewegung von « um a@ entstehenden Strahlbiischel projectivischen 
Involution. 

Kehren wir nun zu unserer Aufgabe zuriick, die iibrigen Durch- 
schnittspunkte der Curve dritter Ordnung Z mit dem Doppelpunkte 
b und des durch b gehenden Kegelschnittes K zu finden. 

Sei a ein weiterer Punkt der Curve Z. Eine durch a gehende 
Gerade « schneide die Curve dritter Ordnung in den Punkten p und 
q, und den Kegelschnitt K in den Punkten r und s. Die Strahlen- 
paare bp bq und br bs gehéren nun zu zwei involutorischen Strahl- 
biischeln mit dem Mittelpunkte ), welche projectivisch auf einander 
bezogen sind, weil sie beide projectivisch sind zu dem Biischel der 
Strahlen @. Die vier durch } gehenden Geraden, in welchen ent- 
sprechende Geraden der beiden Involutionen zusammenfallen, sind 
offenbar nach den vier gesuchten Durchschnittspunkten von K und 
L gerichtet. 

Die Aufgabe, diese vier Strahlen, oder was das Gleiche ist, die 
vier Punkte zu finden, in welchen entsprechende Punkte zweier auf 
derselben Geraden G befindlicher projectivischer Involutionen J und 
J’ zusammenfallen, hat Chasles in den Comptes rendus (1855, 
pag. 677) behandelt. Sie ist auch leicht in folgender Weise auszu- 
fiihren. 

Man nehme in einer durch G gehenden Ebene 3 feste Punkte 
abc und bestimme den vierten Grundpunkt d des Kegelschnitt- 
biischels (a, b, c, d) und den vierten Grundpunkt d’ des andern Bii- 
schels (a, b, c, d’), welche beziiglich auf der Geraden G die beiden 
Involutionen J und J” erzeugen. Die beiden durch die entsprechen- 
den Gruppen der Inyolutionen J und J’ projectivisch auf einander 


*) Siehe z. B. Cremona, Ebene Curven pag. 46. 
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bezogenen Kegelschnittbiischel erzeugen eine Curve M vierter Ord- 
nung mit den Doppelpunkten a b c, deren Durchschnittspunkte mit 
G die gesuchten Punkte sind. 

Setzt man nun zwischen zwei ebenen Systemen X und £, eine 
geometrische Verwandtschaft zweiten Grades*) fest, so dass abe die 
Hauptpunkte im System = sind, so entspricht der Curve M in = ein 
Kegelschnitt in =, und der Geraden G in & auch ein Kegelschnitt in 
x, (welcher durch die drei Hauptpunkte dieses Systems geht). Den 
vier Durchschnittspunkten der beiden Kegelschnitte entsprechen in £ 
die gesuchten Durchschnittspunkte von M und G. 

Hiermit ist die urspriinglich gestellte Aufgabe gelést und auch die 
folgenden, welche auf dieselbe zuriickgefiihrt werden kénnen. 

1) Die vier Punkte zu finden, in welchen entsprechende Punkte 
zweier collinearer riumlicher Systeme zusammenfallen. 

Die beiden Systeme bestimmen nimlich einen Strahlencomplex. 
Je zwei Ordnungscurven (Raumcurven dritter Ordnung) des Complexes 
haben eine Regelschaar gemein und schneiden sich in den vier ge- 
suchten Punkten. 

2) Es ist ein Flichenbiischel zweiter Ordnung gegeben. Man 
soll die Mittelpunkte der vier in diesem Biischel enthaltenen Kegel 
finden **). 

3) Es seien vier projectivische Ebenenbiischel mit den Achsen 
A, A, A, A, gegeben. Man soll diejenigen Punkte finden, in wel- 
chen entsprgchende Ebenen der vier Biischel sich schneiden***). 

Die Biischel A, A, A, einerseits und A, A, A, andererseits erzeu- 
gen zwei Raumcurven dritter Ordnung, welche die von den Biischeln 
A, A, erzeugte Regelschaar gemeim haben. Die Durchschnittspunkte 
der beiden Raumeurven sind die gesuchten. 


§. 4. 
Anwendungen der Constructionen in §. 2. 


1) Es seien in einer Ebene FE die Punkte a, 0, ¢, q, qy, ..-, 4s 
gegeben. Man soll ein Kegelschnittbiischel construiren, zu dessen 
festen Punkten abc gehéren, wiihrend die fiinf Kegelschnitte dessel- 
ben, welche durch q, g,.. 4, gehen, einen Wurf bilden, welcher dem 
gegebenen Wurfe von 5 Elementen 2, x, .. 2, eines Elementargebil- 
des projectivisch ist). 


*) Siehe z. B. Reye in Schlémilch’s Zeitschrift f. Math. u. Phys. XI. p. 280. 
**) Ueber die Zuriickfiihrung dieser Aufgabe siehe Rey e, Vortriige etc. 16. Vortrag. 
*#*) Siehe Cremona, Crelle Journal. Bd. 58. und Steiner, Systematische 
Entwickelung der Abhiingigkeit etc. p. 298. 
+) Auf diese Aufgabe fiihrt die Construction der durch 9 Punkte bestimmten 
Curve dritter Ordnung. Siehe Haertenberger, Crellt’s Journal. Bd. 58. 





co 


Ter Fe Fe Ww @ 





Zur Geometrie auf den Flichen zweiter Ordnung. 419 


Auflésung. Man verbinde die acht Punkte mit einem ausser- 
halb E befindlichen Punkte m durch gerade Linien und construire ein 
Hyperboloid H, welches die Geraden ma mb enthilt. Die Geraden 
me mq, ... mg, modgen dasselbe in den Punkten x, p,, p., .. ps 
treffen. 

Man construire ferner die durch x gehende Gerade A, welche so 
gelegen ist, dass der Wurf der 5 durch A und beziiglich die Punkte 
DP; Po -- p; gehenden Ebenen dem gegebenen projectivisch ist. 

Projicirt man nun die Kegelschnitte, in welchen H von den Ebe- 
nen des Biischels A geschnitten wird, aus m auf die Ebene FE, so 
erhilt man das verlangte Kegelschnittbiischel. Der vierte feste Punkt 
desselben ist die Projection des Punktes d, in welchem die Gerade A 
das Hyperboloid zum zweiten Male trifft. 

Diese Construction wird nur dann unmdglich, wenn der Wurf 
a, %,.. 2; durch ein Strahlbiischel von 5 Geraden gegeben ist, welche 
durch die 5 Punkte g, q 4, 4, ¢; wnd einen der drei Punkte a, b,c 
gehen. Ist zum Beispiel ¢ der Mittelpunkt dieses Strahlbiischels, so 
sieht man, dass in unserer Construction d mit m zusammenfallen muss, 
und somit durch Projection von m aus kein Kegelschnittbiischel, son- 
dern wiederum das Strahlbiischel cq, cq, .. cq, erhalten wird. 

2) Die Gesammtheit aller Raumcurven dritter Ordnung, welche 
auf einem Hyperboloid H gelegen sind, durch vier feste Punkte 
a, b, c, d auf demselben gehen und die Strahlen der einen Regel- 
schaar G von H zu Sekanten haben, soll ein Biischel von Raumeur- 
ven dritter Ordnung genannt werden. Durch einen weitern, auf H 
angenommenen Punkt geht nur eine einzige Curve des Biischels. Pro- 
jicirt man die Curven aus einem der festen Punkte, z. B. aus d auf 
eine Ebene I’, so erhiilt man ein Kegelschnittbiischel. Die festen 
Grundpunkte desselben sind die Projectionen von a, b, ¢ auf EK und 
der Schnitt d der durch d gehenden Erzeugenden von G mit dersel- 
ben Ebene. 

Man sieht hieraus, dass man das Biischel von Raumcurven drit- 
ter Ordnung auf irgend ein Elementargebilde projectivisch beziehen 
kann. 

Projicirt man aus d auch die beiden Regeischaaren G und G’ 
auf die Ebene E, so entstehen zwei Strahlbiischel. Das der Regel- 
schaar @ entsprechende Strahlbiischel hat seinen Mittelpunkt in dem 
Durchnitt 0’ von F und dem Strahl der Regelschaar G’, welcher durch 
d geht. Das andere Strahlbiischel dagegen hat seinen Mittelpunkt in 
0, dem vierten Grundpunkte des Kegelschnittbiischels. 

Daraus ergiebt sich mit Beachtung des Vorigen: 

a) Wenn a, b, ¢ gegeben sind, kann man den vierten Grund- 

punkt d des Biischels von Curven dritter Ordnung auf eine 
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einzige Art so bestimmen, dass 5 durch 5 gegebene Punkte 
P; Po -+ps des Hyperboloids H gehende Curven des Biischels 
einen Wurf bilden, welcher projectivisch ist mit dem Wurfe 
der 5 durch p, p,..p, gehenden Strahlen von G. 

b) Wenn man aber die Strahlen von G’ projectivisch auf die 
Curven des Biischels beziehen will, so ist die analoge Con- 
struction nicht méglich. 

Bezieht man die Curven des Biischels projectivisch auf die Strah- 
len derjenigen Regelschaar G von H, welche nur Sekanten der Raum- 
curven enthailt, so ist der geometrische Ort des Durchschnitts ent- 
sprechender Elemente eine Raumcurve S vierter Ordnung von der 
ersten Species, wie nun gezeigt werden soll. 

6 sei ein Strahl der Regelschaar G. Durch diesen Strahl, die 
vier Punkte a, b, c, d und einen weitern, ausserhalb des Hyperbo- 
loids H angenommenen Punkt m ist ein Biischel von Hyperboloiden J 
bestimmt. Die Flichen desselben schneiden sich mit H in den ver- 
schiedenen Curven des Biischels (abcd). 6’ sei sodann ein beliebi- 
ger Strahl der zweiten Regelschaar G’ von H. Die Strahlen von G 
werden aus 6’ durch die Ebenen EF eines Ebenenbiischels projicirt. 
Das Biischel von Hyperboloiden J und das Biischel von Ebenen FE 
sind nun projectivisch auf einander bezogen, wenn man zwei Elemente 
derselben entsprechend setzt, welche entsprechende Elemente des Cur- 
venbiischels und der Regelschaar G in sich enthalten. Die entspre- 
chenden Flichen beider Biischel schneiden sich auf einer Flaiche drit- 
ter Ordnung F’, welche mit H die sich schneidenden Geraden 6 und 
o’ und die Raumcurve S gemein hat. 

Durch besondere Wahl von m, o und o’ kann man auch bewir- 
ken, dass die Fliiche F in eine Ebene und eine Fliiche zweiter Ord- 
nung zerfallt, so dass S als Durchschnitt zweier Flichen zweiter Ord- 
nung erscheint. 

Zu diesem Zwecke nehme man zuniichst m in der Ebene dreier 
Grundpunkte des Biischels, zum Beispiel in der Ebene abe an. Der 
Schnitt dieser Ebene mit H zusammen mit dem durch d gehenden 
Strahl 0° der. Regelschaar G’ repriisentirt auch eine dem Biischel an- 
gehérige Raumcurve dritter Ordnung. Demselben mag in der Regel- 
schaar G der Strahl d entsprechen. Liisst man nun an die Stelle von 
6 und o’ 0 und 0’ treten, so sieht man leicht, dass der Ebene 00’ 
des Ebenenbiischels eine Fliche J entspricht, welche in dieselbe 
Ebene und die Ebene abe zerfillt, womit sich die obige Behauptung 
erweist. 

Die Curve S ist durch 8 auf H gegebene Punkte bestimmt. Soll 
dieselbe in diesem Falle durch ein Biischel von Raumcurven, welche 
die Strahlen von G zu Sekanten haben und die projectivisch darauf 
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bezogene Regelschaar G erzeugt werden, so darf man drei von den 
gegebenen Punkten zu festen Grundpunkten des Biischels nehmen. 
Der vierte Grundpunkt ist dann eindeutig bestimmt, wie aus dem 
Friihern erhellt. F 

Bezieht man das Biischel von Raumcurven dritter Ordnung pro- 
jectivisch auf die Strahlen der Regelschaar G’, so erhilt man als geo- 
metrischen Ort des Durchschnitts entsprechender Gebilde die Raum- 
curve S’ vierter Ordnung und zweiter Species*). 

Um dies zu zeigen, denke man sich das Biischel der Hyperbo- 
loide J, welche durch einen Strahl 6 von G, die vier Grundpunkte 
a, b, e, d des Biischels von Raumcurven dritter Ordnung und einen 
weitern, nicht auf H liegenden Punkt gehen. Jede Curve des Biischels 
ist dann in einer Fiche des Flichenbiischels gelegen. Aus einem 
andern Strahle t der Regelschaar G projiciren sich die Strahlen von 
G’ in einem Ebenenbiischel. Dieses Ebenenbiischel ist nun auf jenes 
Flichenbiischel zweiter Ordnung projectivisch bezogen, wenn man zwei 
Elemente derselben entsprechend setzt, welche entsprechende Elemente 
des Curvenbiischels und der Regelschaar G’ enthalten. 


Die entsprechenden Filichen beider Biischel schneiden sich nun 
auf einer Fliche dritter Ordnung, welche mit H zwei sich nicht 
schneidende Gerade 6 und rt und die fragliche Curve S’ gemein hat. 

Kine solche Curve ist durch 7 Punkte auf dem Hyperboloid be- 
stimmt und wird dadurch construirt, dass man 4 derselben a, b, c, d 
zu Grundpunkten eines Biischels von Curven dritter Ordnung macht, 
und die Curven dieses Biischels, welche durch die drei iibrigen Punkte 
gehen, denjenigen Strahlen von G’ entsprechend setzt, welche diesel- 
ben Punkte enthalten. 


3) In einer Ebene LH seien neun Punkte ab q, q.... 4; gegeben. 
Man verbinde a und } mit einem beliebigen, nicht in FE gelegenen 
Punkte m und denke sich ein Hyperboloid H construirt, welchem die 
Geraden ma und mb angehéren. Dasselbe werde von den Geraden 
Mp, MPo, -.+, Mp, in den 7 Punkten p,, p., ..., p, geschnitten. 

Es giebt nun nach §. 2, 3) nur eine einzige Gerade A, welche 
so gelegen ist, dass die Ebenen Aq,, Aq, ...., Aq, emen Wurf 
mit einander bilden, welcher einem gegebenen Wurfe, z. B. von 7 
gegebenen Punkten 2, 2, .... 2, einer Geraden, projectivisch ist. 

Die Durchschnitte von H und den Ebenen des Biischels A liefern, 
wenn sie yon m aus projicirt werden, einen Biischel von Kegeln zweiter 
Ordnung. Die vier gemeinsamen Seiten der Kegel dieses Biischels sind 


*) Zuerst von Salmon behandelt. Siehe Salmon, Analytische Geometrie 
des Raumes, deutsch von W. Fiedler. II. pag. 108, 
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ma, mb und die nach den Schnittpunkten & und,/ von A und H ge- 
richteten Geraden mk und ml. 

Man sieht leicht, dass hiermit folgende Aufgabe geldst ist. 

Man soll ein Kegelschnittbiischel construiren, in welchem die 
durch 7 Punkte p, p, ..p, gehenden Kegelschnitte einen mit dem 
Wurfe x, x,...2, projectivischen Wurf bilden, wenn zugleich zwei 
gegebene Punkte a und } Grundpunkte dieses Biischels sein sollen. 
Hierbei ist aber zu bemerken, dass, so oft der Wurf z, z,... 2, 
durch die 7 Geraden np, np, ... np,, welche einen Punkt » der 
Ebene E mit p, ...p, verbinden, gegeben ist, man statt des gesuch- 
ten Kegelschnittbiischels wieder das Strahlbiischel »(p, p, ... p;) 
erhilt. 

4) Man habe ein Hyperboloid H, dessen beide Regelschaaren mit 
G und G’ bezeichnet werden mégen und auf diesem Hyperboloid ein 
Biischel von Raumcurven dritter Ordnung. 

Die Regelschaar G soll diejenige sein, welche aus Sekanten der 
Curven besteht. Auf das Curvenbiischel beziehe man ein Ebenenbiischel, 
dessen Achse A dem Hyperboloid nicht angehért, projectivisch. Die 
einzelnen Ebenen des Biischels A schneiden H in Kegelschnitten, 
welche alle durch zwei feste Punkte, die Schnittpunkte von A und H 
gehen. Das so entstandene Kegelschnittbiischel auf H ist nun pro- 
jectivisch auf den Biischel von Curven dritter Ordnung bezogen und 
die entsprechenden Curven der Biischel schneiden sich in Punkten einer 
auf H gelegenen Raumcurve fiinfter Ordnung, welche folgende Kigen- 
schaften hat: 

Die Curve fiinfter Ordnung schneidet die Strahlen von G in drei 
Punkten. 

Auf jedem solchen Strahle erzeugen nimlich die Curvenbiischel 
zwei projectivische Punktreihen, eine einfache und eine involutorische. 
Die drei Punkte, in denen entsprechende Punkte der beiden Reihen 
auf einander fallen, sind die Schnittpunkte des Strahles mit der Curve 
fiinfter Ordnung. 

Die Curve fiinfter Ordnung schneidet die Strahlen von G’ in zwei 
Punkten, in welchen niimlich entsprechende Punkte der beiden durch 
die Curvenbiischel auf diesem Strahle erzeugten einfachen Punktreihen 
zusammenfallen. 

Die Curve ist durch 11 ihrer Punkte abcd p, p,...p, auf dem 
Hyperboloide bestimmt. 

Um sie zu construiren, mache man a b cd zu Grundpunkten eines 
Biischels von Curven dritter Ordnung. Die 7 durch p, p, ... p; gehen- 
den Curven desselben sollen R, R,...R,; heissen. Ferner construire 
man nach §. 2, 3) eine Gerade A, welche die Eigenschaft hat, dass 
die Ebenen Ap, Ap, ... Ap, einen Wurf bildén, welcher mit dem 
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Wurfe R, R,... R, projectivisch ist. Durch das Curvenbiischel und 
das projectivisch darauf bezogene Ebenenbiischel mit der Achse A 
wird die Curve erzeugt. 

Von irgend einem ihrer Punkte p aus wird die Curve durch eine 
Kegelfliche vierter Ordnung mit einem Doppelstrahle projicirt (der 
Doppelstrahl ist der durch » gehende Strahl von G) und diese Kegel- 
fliche wird von einer Ebéne in einer Curve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte geschnitten. Die Construction dieser Curve ist also hier- 
mit zugleich gegeben, dieselbe kann aber auch direct nach §. 4, 3) 
vorgenommen werden, wie folgt: abcdep, p,...p, seien 12 gege- 
bene Punkte, durch welche die Curve gehen soll und zwar soll a ein 
Doppelpunkt derselben werden. Die Punkte abcd mache man zu 
Grundpunkten eines Kegelschnittbiischels. K, K,... K, seien die 
Kegelschnitte desselben, welche durch p, p, ... p,; gehen. 

Construirt man nun ein zweites Kegelschnittbiischel, zu dessen 
Grundpunkten ae gehéren, so, dass die durch p, p,... p, gehenden 
Kegelschnitte desselben einen Wurf bilden, welcher mit dem Wurfe 
K, K, ... K, projectivisch ist, so werden diese hierdurch projectivisch 
auf einander bezogenen Kegelschnittbiischel die Curve erzeugen. 

Die Raumcurve selbst kann auf unendlich viel Weisen als partiel- 
ler Schnitt des Hyperboloids H mit einer Fliche dritter Ordnung dar- 
gestellt werden, welche letztere mit dem Hyperboloid einen Strahl der 
Regelschaar G gemein hat. 

Durch einen Strahl o der Regelschaar G, die vier Grundpunkte 
a, b, ec, d des Biischels von Raumeurven dritter Ordnung mit einem 
willkiirlich angenommenen Punkte m ist ein Biischel von Hyperboloi- 
den J bestimmt. Die einzelnen Flichen dieses Biischels schneiden 
das Hyperboloid H im den Raumcurven des Biischels (a, b, c, d). 
Jeder Raumcurve entspricht aber eine Ebene des Ebenenbiischels A. 
Dadurch sind die beiden Fliichenbiischel projectivisch auf einander 
bezogen und erzeugen eine Fliiche dritter Ordnung, welche H in der 
Raumeurve fiinfter Ordnung schneidet. 








Sur les réseaux de courbes et de surfaces algébriques, 
par 
E. de Jonquiéres, 4 Paris. 


I. Steiner, dans son premier mémoire ,,sur la dépendance 
mutuelle de courbes algébriques“*), a consacré quelques alinéas 
& l'étude des propriétés du réseau spécial formé par les courbes polai- 
res premiéres de tous les points d'un plan relativement & une courbe 
fixe tracée dans ce plan, et il a fait connaitre notamment le nombre 
des courbes de ce réseau dont chacune est douée d’un point de rebrous- 
sement ou posséde deux points doubles**). 


Liillustre Géométre obtenait ces résultats, en s'appuyant sur quel- 
ques propriétés des courbes polaires, concurremment avec les rela- 
tions connues sous le nom de formules de Pliicker***), 


Plus récemment (22. février 1864), M. Cayley, abordant directe- 
ment les deux questions que je viens d’énoncer, a démontré que, dans 
un réseau général d’ordre quelconque », le nombre des courbes dont 
chacune possede un point de rebroussement est 12 (n —1) (n — 2), 
et énoncé que celles qui possédent deux points doubles sont au 
nombre de 


} (nm — 1) (n—2) (Bn? —3n—11). 


*) Voir le Journal de Crelle, t. XLVI, p. 4. 

**) Steiner a 6noncé ces deux résultats sans démonstration. M. Clebsch a 
démontré le premier, dans un mémoire inséré au journal de M. Borchardt, en 
1861, sous le titre Ueber Curven vierter Ordnung. L’année suivante, ils ont 
été démontrés géométriquement tous les deux, par M. Cremona dans son In- 
troduzione ad una teoria delle curve piane, et par moi dans un mémoire 
inédit qui a concouru avec quelque succés pour le prix de mathématiques de 
l'Institut de France. 

***) Puisque le nom de M. Pliicker se présente sous ma plume, je ne veux pas 
laisser échapper l'occasion qui m’est offerte de payer un tribut de respect et de 
reconnaissance 4 la mémoire de ce profond géométre, enlevé trop tot & la science 
et & ses amis, au nombre desquels il youlait bien me compter. 
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Liillustre géométre reconnait toutefois, en ce qui concerne le dernier 
résultat, qu'il n’a pas réussi a l’obtenir directement, mais seulement 
par voie d'induction*). J’ai done pensé qu'il pourrait y avoir quelque 
intérét a faire connaitre comment je suis parvenu, de mon codté, a ce 
théoréme. 

La méthode dont j’ai fait usage a deja été employée par moi dans 
quelques autres circonstanctes, notamment pour faire une investigation 
directe du nombre des plans tangents triples que posséde en général 
une surface algébrique**). Elle est susceptible de recevoir encore 
d’autres applications analogues. Mais, avant d’entrer en matiére, j’ai 
besoin de rappeler ou d’établir quelques-uns des principes fondamen- 
taux de la théorie des réseaux. 

II. Steiner a appelé réseau (et les géométres ont adopté géné- 
ralement cette heureuse expression) une famille de courbes planes ou 
de surfaces algébriques du méme degré n, assujéties & passer par au- 
tant de points communs, moins deux, qu'il en faut pour déterminer 
une courbe ou une surface de ce degré, ou, ce qui revient au méme, 
une famille de courbes ou de surfaces telles, qu'il n’en passe qu'une 
seule par deux points pris 4 volonté. 

Trois courbes ou surfaces du réseau, choisies arbitrairement, mais 
n’ayant pas les mémes points d’intersection, suffisent pour déterminer 
le réseau, dont |’équation générale, contenant deux paramétres va- 
riables 4, w, peut s’écrire sous la forme 


e+t+Aa-d+u-c’=0, 
e=0,c’=0 et c’ = 9, étant les équations individuelles des trois 
courbes .ou surfaces dont il s’agit. 

Cette équation montre immédiatement qu’une courbe quelconque 
du réseau passe par les points d’intersection de la courbe c” = 0 avec 
l'une des courbes du faisceau ¢ + 4-c’ =O que les deux autres déter- 
minent, puisque cette équation peut s’écrire ainsi: 


(C+ A-c’) + mc’ =0, 


ce qui traduit algébriquement la proposition énoncée. 


*) Memoir on the theory of involution, inséré dans les Transactions 
of the Cambridge philosophical society, t. XI, 1° partie, p. 32 et 37. 
Voir aussi Lessons introductory to the modern Higher algebra de M. 
G. Salmon, page 153. 

Le présent article était déja sous presse, quand j’ai été informé que M. Cre- 
mona a démontré ces deux propositions, par une méthode qui lui est propre, dans 
les annales de Tortolini, t. VI, page 161. Je suis heureux de pouvoir réparer a 
temps mon oubli involontaire. 

**) Nouvelles annales de mathématiques, t. III, 2° série, page 1. 




















426 E. de Jonquréres. 


On conclut de 14, que tout réseau de surfaces. algébriques, quand 
on le coupe par un plan arbitraire, donne lieu, sur ce plan, 4 un 
réseau de courbes du méme degré, et que, réciproquement, tout réseau 
de courbes sur un plan peut étre regardé comme provenant de |’inter- 
section d'un réseau de surfaces du méme dégré par ce plan. 

La premiére de ces deux propositions est évidente; car deux points 
pris arbitrairement dans le plan suffisent pour compléter la détermi- 
nation de l'une des courbes I'intersection, puisqu’ils complétent aussi 
Ja détermination de la surface du réseau d’oi provient cette courbe 
individuelle. 

Pour démontrer la proposition réciproque, choisissons arbitraire- 
ment les trois courbes ¢, c’, c’, pour déterminer le réseau et, par 
chacune d’elles, faisons passer 4 volonté une surface du degré n; ce 
qui est possible, puisque le nombre des points qui déterminent la 
courbe est toujours moindre que celui des points qui déterminent la 
surface. Soient s =, s’' =O, s” =O, ces trois surfaces. Je dis que 
le réseau s+ 4.5 -+ u.s” =O, coupé par le plan commun des cour- 
bes c, c’, ce”, donne lieu, sur ce plan, & un réseau qui n’est autre 
que celui dont ces trois courbes font partie. 

En effet, les surfaces s et s’ étant conduites, respectivement, par 
les courbes ¢ et c’, leur courbe d'intersection rencontre le plan aux 
mémes points oi ces deux courbes se rencontrent elles-mémes. Done 
toutes les courbes du faisceau ¢ + 4-c’ =O peuvent étre regardées 
comme résultant de l’intersection du plan par le faisceau de surfaces 
s+ A-s’ =O, 4 recevant simultanément les mémes valeurs dans l'un 
et dans l'autre cas. 

Les deux courbes ¢ + 4-c’ = 0 et ce” =O, auront donc, pour 
toute valeur donnée & 4, leurs points d’intersection situés sur la courbe 
commune aux deux surfaces s+ 4-s° = 0 et s” =O, et, par suite, 
le faiseeau 


(CHa-d) + p-c’=0 
résulte aussi de l’intersection du plan par le faisceau 


(s+ 4-8) + pes” —=0, 
les indéterminées 4 et w recevant simultanément les mémes valeurs 
dans les deux cas. 


Il]. Cela posé, quand une courbe du réseau plan a un point de 
rebroussement, la surface correspondante touche le plan en ce point 
par un contact stationnaire, et, pareillement, si une courbe du 
réseau a deux points doubles, la surface d’ou elle dérive touche le 
plan, par un contact ordinaire, en chacun de ces deux points, c’est- 
a-dire qu’elle a un double contact avec le plan. 

On voit ainsi que le probléme de déterminer le nombre des cour- 
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bes d’un réseau plan, dont chacune posséde deux points doubles, est 
le méme que celui de déterminer le nombre des surfaces d’un réseau 
du méme ordre, dont chacune a un double contact avec un plan donné. 
C’est sous cette derniére forme que je vais en aborder la solution. 

IV. On sait que le nombre des surfaces d'un faisceau du degré 
m qui touchent, par un seul contact ordinaire, un plan donné, est 
égal a 3(n— 1). 

Les surfaces du degré n, qui passent par autant de points moins 
deux, qu'il en faut pour déterminer l'une d’elles et qui, en outre, tou- 
chent un plan, forment par conséquent ce que j’ai appelé (en 1861) 
une série dordre n et d’indice N; N étant ici égal a 3 (m — 1)’. 

Done, en vertu de cette loi, trés-simple et générale, que j’ai 
fait connaitre dans mes Recherches sur les séries de courbes 
et de surfaces algébriques*), il y a, dans la série dont il s’agit, 
3 (n— 1)? - N, cest-a-dire 9 (n —1)* surfaces particuliéres, dont 
chacune touche a la fois deux plans distincts; en d’autres termes, dans 
un réseau de surfaces d’ordre n, il y en a 9 (n — 1)‘ qui touchent 
ces deux plans fixes. J’ai d’ailleurs prouvé, dans le mémoire précité, 
que ces 9(m— 1)‘ surfaces sont toutes des surfaces proprement 
dites du degré n, et qu'il ne peut y étre compris, dans le cas présent, 
aucune surface singuliére ou décomposée**). 

Soit LZ la droite suivant laquelle se coupent les deux plans donnés. 
On peut faire tourner l'un des plans autour de LZ, jusqu’é ce que 
langle des deux plans devienne aussi petit qu'on voudra, et, dans 
chaque position respective de ces plans, le nombre total des surfaces 
du réseau qui les touchent l'un et l'autre, ne cesse pas d’étre exprimé 
par la formule 9 (n — 1)‘, tant que les deux plans sont distincts. 


A la limite, c’est-a-dire quand les deux plans arrivent 4 coinci- 
der en un seul que j’appelerai M, ce nombre est encore le méme 
théoriquement, et il est alors relatif aux surfaces dont chacune a 
un double contact avec ce plan unique. Mais il devient nécessaire, 
par une interprétation correcte de ce cas extreme, de faire subir au 


nombre 9 (x — 1)* certaines réductions que je vais indiquer. 
V. Parmi les surfaces du réseau, il y en a une infinité qui pos- 
sedent chacune un point double, et l’on sait***) que tous ces points 


*) Publié chez Gauthier-Villars — Paris — 1866. 


**) On peut consulter aussi, sur ce point, le beau mémoire que M. Cayley 
vient de publier dans les transactions of the Cambridge philosophical 
society, pour 1868, sous le titre: On the curves which satisfy given con- 
ditions; page 113. 

***) Voyez, per exemple, un article sur les singularités des surfaces al- 
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doubles forment, par leur succession, une courbe 4 double courbure 


dont Yordre est 6 (mn — 1)*. Cette courbe a 6 (nw — 1)? points com- 
muns avec le plan M. En chacun de ces points, il y a une surface 
du réseau (celle 4 laquelle le point double appartient) qui est tangente, 
analytiquement parlant, au plan M, done qui touche, au méme titre, 
les deux plans primitifs, actuellement confondus en un seul. Mais, 
comme les seules surfaces dont on demande le nombre, sont celles 
qui ont, avec le plan M, des contacts proprement dits et non des 
contacts singuliers, il faut d’abord retrancher ce nombre 6 (n — 1)? 
du nombre total 9 (n — 1)' trouvé plus haut. 

En outre, on sait*) que le lieu des points de contact simple des 
surfaces d’un réseau avec un plan est une courbe du degré 3 (n — 1). 
Il y a done, dans le réseau que l'on considére, 3 (m—41) surfaces, 
dont chacune touche Je plan M sur la droite Z. Or, comme les deux 
plans primitifs ont été amenés a coincider, par la rotation de l'un 
deux autour de cette droite, chacune de ces 3 (n— 1) surfaces tan- 
gentes touche en réalité les deux plans ou, en d'autres termes, doit 
étre comptée analytiquement comme touchant deux fois le plan WM. 
Mais comme elle n’a néanmoins qu'un contact simple avec ce plan, 
elle ne saurait étre comptée parmi les surfaces proprement bi-tan- 
gentes dont on cherche le nombre. I] faut done encore retrancher 
3 (n—1) du nombre ci-dessus. 

Effectuant ces deux réductions, il vient, en appelant X le nom- 
bre résultant, 

(«) X = 9 (n—1)* — 6 (n—1)? — 3(m—1) = 
== 3 (n—1) [3 (n— 1)? — 2(n—1) — 1]. 

Actuellement, ce nombre X exprime celui des doubles contacts 
des surfaces du réseau avec le plan M, mais non pas le nombre méme 
de ces surfaces. Car il est clair, si ]’on appelle x le nombre des sur- 
faces qui ont, avec le plan M, un double contact ordinaire, et y celui 
des surfaces qui touchent ce méme plan par un contact stationnaire, 
que le nombre ci-dessus comprend deux fois le nombre x Quant au 
nombre y, il n’est pas possible de reconnaitre a priori le degré de 
multiplicité avec lequel il entre dans la formule (a). Appelons provi- 
soirement « ce degré de multiplicité, qui nous est inconnu; nous 
aurons . 


X = 2e+ a-y=3 (n—1) [3 (n—1)* — 2 (n—1) — 1]. 


gébriques, que j’ai inséré en 1862 dans le Journal de Liouville. Voyez 
aussi l’Introduzione ad una teoria geometrica delle superficie de M. 
Cremona. Bologna, 1866. 
*) Ibidem. 


. 
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VI. On sait, par le mémoire de M. Cayley: On the theory 
of involution, que la valeur du nombre y est 12(m—1) (n—2). 
Il ne reste done, pour arriver & connaitre le nombre x, qu’d chercher 
la valeur du coéfficient «. 

Pour cela, appliquons la formule (a) au cas particulier du réseau 
polaire traité par Steiner. On sait, par lui, qu’on a, dans ce cas, 


a’ = } (n—2) [3 (n — 2)3— 14 (n—2)+11], et y’ = 12 (n—2) (n—3). 

Substituant ces valeurs dans l’expression de X, il vient 

3 (n— 2) [3 (n—2)3 — 14(n— 2) + 11] + @-12 (mn — 2) (n—3) = 
= 3 (n — 2) [3 (mn — 2)3 — 2 (n —2) — 1], 

dot lon tire immédiatement « = 3; ce qui est aussi la valeur de ce 

coéfficient dans le cas analogue de la théorie des courbes planes. 


Portant cette valeur de « et celle de y dans l’équation générale 
(a), on trouve enfin, pour la valeur cherchée de x, 


x = } (nm — 1) [3 (n — 1)8 — 14 (m—1) 4+ 11] = 
= 3 (n—1) (n— 2) (8n?— 3n— 11). 

Tel est donc, a la fois, le nombre des surfaces d’un réseau d’ordre 
m, qui ont un double contact ordinaire avee un plan fixe et celui des 
courbes planes d’un réseau du méme ordre, dont chacune posséde deux 
points doubles; ce qu'il s’agissait de trouver. 

VII. Ce résultat sétend, immédiatement et sans nouvelle démon- 
stration, & des familles de courbes ou de surfaces de l’ordre », du 
méme degré d’indétermination que les réseaux, mais moins simples, 
qu’on pourrait appeler des réseaux complexes. Je veux parler des 
familles de courbes ou de surfaces assujéties, non plus exclusivement 
& passer par autant de points communs, mais plus généralement a 
autant de conditions communes queleonques, moins deux, qu'il en 
faut pour déterminer chacune d’elles. Dans ce cas, si l’on désigne 
par N le nombre déterminé des courbes ou des surfaces de ce réseau 
qui passent par deux points quelconques donnés, on peut dire, par 
analogie, que le réseau complexe est d’indice N (tandis qu'un ré- 
seau simple est d’indice 1), comme je l’ai déja fait dans un mémoire 
sur les contacts multiples des courbes algébriques, inséré 
en 1866 dans le Journal de M. Borchardt. Le nombre x devient, 
pour un tel réseau, 

a’ = Nau =} N (n—1) [3 (n— 18 — 14 (n— 1) + 11); 
c’est-a-dire que, dans un réseau complexe d’ordre » et dindice N, il 
y a, en général, x’ courbes (ou surfaces) dont chacun jouit de la pro- 
priété énoncée. 

Toutefois, pour que ces surfaces soient toutes des courbes ou des 
surfaces du degré n, proprement dites, c’est-a-dire non décomposées 
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en courbes (ou surfaces) possédant des branches (pu des nappes) n-ul- 
tiples de degrés inférieurs, il faut que, parmi les conditions commu- 
nes du réseau, se trouve celle de passer par quelques points fixes, et 
que le nombre de ces points fixes soit supérieur 4 certaines limites 
précises que jai fait connaitre dans le mémoire précité (Journal de 
Borchardt) *). 

En dehors de ces limites, se rencontrent les difficultés propres 
&% chaque question particuliére, qui dépendent des conditions du réseau. 
La nature de ces difficultés est bien nettement mise en évidence par 
M. Cayley dans limportant mémoire que j’ai déja cité plus haut: 
On the curves which satisfy ete. Je ne puis qu’y renvoyer le 
lecteur curieux d’aprofondir cette intéressante et vaste théorie. 


VIII. En terminant, il ne me semble pas hors de propos de 
faire remarquer de nouveau le parti qu’on peut tirer, dans l'étude des 
famiiles de courbes générales, de la notion de cet indice qui, con- 
jointement avee le degré des courbes, suffit & tenir lieu de toutes les 
conditions auxquelles chacune de ces familles est assujétie, en tant du 
moins quil sagit de la recherche des propriétés que Poncelet et 
Steiner, apres lui, ont appelées projectives. 

Quelques personnes, il est vrai, semblent croire que cette faculté, 
aussi importante que singuliére, appartient seulement a la méthode 
dite des caractéristiques, dans laquelle ce méme indice a d’ail- 
leurs été conservé, sous un autre nom, tandis que le degré des courbes 
y a été remplacé par un deuxieme indice, corrélatif du premier. 

Mais cette opinion parait inexacte. Kn effet, la méthode dont 
il sagit a essentiellement besoin qu'on lui fournisse, pour chaque 
degré des courbes considerées, les valeurs numériques des caracté- 
ristiques élémentaires; elle est impuissante a faire connaitre ces 
valeurs par ses seules ressources. Cette nécessité d'invoquer un secours 
étranger fait que cette méthode, dés qu'on séleve au dessus du second 
degré, méme pour les questions les plus simples, est réduite & donner 
des formules, qui contiennent des quantités toujours inconnues, 
et qui sont, par cela méme, a peu pres sans utilité. 

Sil en est autrement, & l'égard des coniques et des surfaces du 
second ordre, c’est que la théorie de ces courbes et de ces surfaces 
permet, par ailleurs**), de déterminer les valeurs des caractéristi- 





*) Voyez aussi, sur ce point, le mémoire déja cité de M. Cayley: On the 
curves which satisfy given conditions, page 113. 

**) Comme l’a fait, par exemple, M. Zeuthen dans de remarquables mémoires, 
Yun sur la détermination des caractéristiques des coniques (Copen- 
hague 1865) et l'autre, plus récent, sur la détermiration des caracteristi- 
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ques dont il s’agit. Mais, dés qu’on passe seulement au troisieme 
degré, ces ressources tirées du dehors font défaut, et il faut bien 
alors en revenir 4 la notion de l’indice, conjointement avec le degré 
des courbes, et 4 cette loi de multiplication par l’indice, dont 
je viens de présenter un nouvel exemple (VII)*). Car, seule jusqu’ici, 
cette dernitre méthode permet d’aborder et de résoudre avec précision 
une foule de questions concernant les familles de courbes d’ordre quel- 
conque. 


Paris, 22 Janvier 1869. 


ques des surfaces du second ordre (nouvelles annales des mathémv- 
tiques, t. VII. 2° série. 1868). 

*) Au surplus, il n’y a la rien qui doive étonner; car ce n’est pas seulement 
dans la théorie des séries ou systemes de courbes, et de surfaces, que se mani- 
feste ce caractére en quelque sorte exceptionnel des courbes et des surfaces du 
second degré. On sait qu'il se rencontre pareillement 4 l’égard des propriétés 
individuelles de ces courbes et de ces surfaces, et que les méthodes Ies plus 
fécondes en ce qui les concerne, n’ont plus eu le méme succés, & beaucoup prés, 
quand on a eu 4 s’occuper de l'étude des courbes et des surfaces d’un degré su- 
périeur au second. 











Notes sur un systéme de coordonnées linéaires dans 
Vespace. 


Par H. G. ZeurnHen (de CopennaGue). 


Mr. Pliicker, dans son célébre memoire sur ,,une nouvelle géo- 
métrie d’espace‘‘*), détermine les droites en prenant pour point de 
départ les constantes qui entrent dans les équations qui les représen- 
tent dans un systeme de coordonnées ponctuelles ou planaires. 
Mais dans un appendice**) il ajoute quelques remarques sur la marche a 
suivre pour déterminer une droite indépendemment de sa représenta- 
tion dans ces deux autres espéces de systémes de coordonnées. Mr. 
Pliicker présume que la tache ayant pour objet de réaliser cette idée 
serait féconde, mais en méme temps trés- laborieuse. 

En suivant la voie que je vais indiquer ici, il me semble qu'on 
gagne les mémes avantages, en méme temps quon évite les difficultés 
au moyen dune représentation mécanique qui permet d’emprunter a 
la statique des propositions généralement connues de cette science. Le 
systeme lui-méme de coordonnées linéaires que j’exposerai n’est pas 
différent de celui que Mr. Cayley a indiqué déja en 1860 ***) et 
dont il vient de faire usage dans son mémoire ,,On the six coordina- 
tes of a line‘‘}); mais aussi ce savant prend pour point de départ 
la représentation d’une droite au moyen de coordonnées ponctuelles. 





I. Détermination dune droite au moyen de ses moments par 
rapport aux arétes d’un tétraédre. 


Pour les applications que nous en aurons a faire je rappellerai 
que le moment d’une force par rapport & un axe fixe est le 


*) Philosophical Transactions 1865 page 725, Journal de Liouville 2"° série 
tome 11. Ce mémoire est suivi de oeuvre posthume du méme sujet: Neue Geo 
metrie des Raumes, Leipzig, 1868. 

**) Partie III, Liouville page 402. 
***) Quart. Math. Journ. t. III, 1860. p. 226. 

+) Transaction of the Cambridge Philosophical Society Vol. XI. Part. Il; je 
n’avais connaissance ni de ce mémoire, ni de la note*de 1860, en exposant en 
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produit de la projection de la force sur un plan perpendiculaire a 
l'axe, par sa plus courte distance de l’axe. On donne a ce moment 
un certain signe suivant que la force tend a faire tourner dans un 
sens ou dans l'autre, un corps auquel elle serait appliquée, et qui ne 
pourrait que tourner autour de l’axe. La valeur numérique et le signe 
du moment resteront les mémes, si, sans changer la valeur numéri- 
que et le signe de la force, nous changeons les deux droites, celle 
qui indiquait la position de la force contre celle qui servait d’axe, en 
regardant toujours comme positifs les mémes sens de ces deux droites. 
Si la force devient égale & Vunité, le moment ne dependra que des 
positions et des sens des deux droites, et sera égal au produit de 
leur plus courte distance par le sinus de l’angle que for- 
ment leurs sens positifs. Nous appellerons cette quantité pure- 
ment géométrique le thoment de l’une des deux droites par 
rapport a l’autre, ou seulement le moment des deux droites. 
Alors, on trouve le moment d'une force quelconque par rap- 
port & up axe en multipliant la valeur de la force par le 
moment des deux droites qui représentent la force et l'axe. 

Les objets fixes par rapport auxquels nous pensons déterminer 
une droite queleonque K sont les arétes d’un tétraédre dont nous dé- 
signerons les sommets par a, b, c, d. A cet effet, nous ferons agir 
suivant K, dans un de ses deux sens, une force égale & l’unité, que 
nous décomposerons, ce qui est toujours possible*), suivant les six 
arétes du tétraédre. Désignons les composantes suivant 

da , db , de , be , ca , ab _ respectivement par 
Bo ¢ es ae 

qui peuvent étre des quantités positives ou négatives, si nous établis- 
sons que da etc. u’indiquent pas seulement les positions des compo- 
santes, mais qu’elles marquent aussi, au moyen de l’ordre des d et 
a ete., dans quel sens ces composantes doivent agir pour étre positi- 
ves. Or comme le moment d’une force par rapport a un axe est égal 
& celui de ses composantes, nous pouvons trouver le moment de l’unité 


Juillet 1868 dans la réunion des naturalistes Scandinaves 4 Christiania les princi- 
pes fondamentaux de ce systeme de coordonnées. 

*) En effet, si l'on désigne par p le point ot K rencontre le plan abe on 
peut commencer par décomposer la force suivant la droite pd et une droite 
située dans le plan abe. La premiére de ces deux composantes peut ‘se décom- 
poser suivant da, db et dc; si la seconde rencontre ab au point q, on peut la 
décomposer suivant qe et ab, et la composante suivant ge se peut décomposer 
suivant ca et cb. Si le plan whe est paralléle & K ou la droite ab & la compo- 
sante de K dans le plan abc, on peut remplacer ce plan ou cette droite par 
une autre face ou aréte du tétraédre. 
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de force agissant suivant K, par rapport & un axe quelconque, ou, 
selon notre définition, le moment de la droite K par rapport 4 une 
autre droite, en prenant la somme algébrique des moments des com- 
posantes X, Y ... par rapport au méme axe. Commengons par cher- 
cher le moment de la droite K par rapport a da. Alors les moments 
des forces, X, Y, Z, M, N, qui agissent suivant cette droite ou la 
rencontrent, seront égaux a zéro, et le moment cherché sera par con- 
séquent égal 4 celui de la force LZ ou au produit de la force L par 
le moment des droites da et be. 

On peut déterminer de la méme maniéere le moment de la droite 
K par rapport aux autres arétes du tétraédre; on trouve alors, en 
désignant les moments des droites 

da et be , db et ca , de et ab respectivement par 
i, js k 
et les moments de la droite K par rapport aux arétes 
da , db , de , be , ca , ab respectivement par 
Ke Dat » 4 4 Wy th 
les équations suivantes: 
; (eo=Li , y= Mj , «2 = Nk, 
) ,tm Xi , m= Yj , n= Zk. 

Le moment de la droite K par rapport a une autre droite quel- 
conque K’, dont nous désignerons les moments par rapport aux arétes 
du tétraedre par a’, y, 2’, l', m’, n’, ou le moment des droites K 
et K’, sera égal a 

Xe + Yy + Z¢+ L' + Mm + Nn. 


En désignant ce moment par [K , K’|, et en remplagant dans son 


expression X, Y,.... par les valeurs que donnent les équations (1) 
on trouve 
‘ _ la’ + al ym + my’ zn’ + nz’ 
2) sh ee er? 

Le moment dune droite par rapport a elle méme étant toujours 
égal a zéro, la substitution de vw =a , y’ =~y ete. dans l’équation 
(2) doit donner |K , K’| = 0. Par conséquent, les six moments 


d'une droite quelconque par rapport aux arétes du tétraedre fixe doi- 
vent toujours satisfaire a |’équation suivante 


o\; al ym zn 
3)# : 23 = Q. 
( i, ; + j 2 a k 

*) L’équation (3) étant homogéne ne sera pas changée, si x, y .. sont les 
moments d’une force quelconque au lieu de ceux de lunité de force. Elle ex- 
prime donc que z,y ... sont les moments d’une seule force par rapport 


“« . > s : ° - : ‘ 
aux arétes d’un tétraédre. On en déduit au moyen des équations (1) la 
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En général, deux droites dont le moment est égal a zéro se rencontre- 
| ront (ou seront paralléles); par conséquent, l’équation [K , K’] = 0 ou 





vl + Ve my + y'm n2+ 2'n 
(4) eo j +=“ = s 
: t exprime que les deux droites K et K’ sont dans un méme plan. 
: Dans cette derniére équation (4) nous pouvons attribuer a 2’, y’.... 


des valeurs constantes soumises seulement 4 la condition de satisfaire 
a l’équation (3). 7, j et & étant aussi des constantes, les six moments 
de la droite K par rapport aux arétes du tétraédre seront alors les 
seules quantités variables de l’équation (4). Etant homogene par rap- 
port & ces six moments elle peut étre réduite 4 ne contenir que les 
cing rapports des cing moments au sixitme, et comme les moments 
doivent toujours satisfaire 4 l’équation aussi homogéne (3), on peut 
éliminer un des rapports, de fagon que |’équation (4) soit remplacée 
par une nouvelle, ot quatre des rapports des moments de la 
droite K par rapport aux arétes du tétraédre sont les seules 
} variables. Ces quatre rapports seront parfaitement déterminés, si la 
position de la droite K est donnée, et réciproquement ces quatre rap- 
ports étant donnés, détermineront parfaitement la position*) de la 
droite K; car les quatre rapports donnés détermineront au moyen de 
l'équation (3) tous les rapports des moments, puis au moyen des 
équations (1) les rapports des composantes X, Y etc., et ces der- 
niers rapports déterminent parfaitement la position de la seule résul- 





tante [dont l’existence est assurée par |’équation (3)]. Les quatre 
\ rapports peuvent done étre regardés comme des coordon- 
nées de la droite K. En en faisant cet usage nous ne les intro- 
duisons pas pourtant explicitement, ce qui pourrait se faire par la 
transformation indiquée pour le cas particulier de l’équation (4), mais 
nous gardons, a cause de la forme plus symmétrique, des équations 
homogénes contenant tous les six moments |comme (4)] en 

nous rappelant toujours que ces six moments doivent satisfaire a 

l’équation (3). 

Des transformations de coordonnées se font au moyen de 
l’équation (2), qui peut servir & exprimer le moment d'une droite 
quelconque par rapport & une aréte de l’ancien tétraédre de référence 
au moyen de ses six moments par rapport au nouveau tétraédre de 
. référence. L’expression (2) de [K,K’| étant homogene et du premier 


condition que les forces X, Y etc. agissant suivant les arétes d’un 
tétraedre auront une seule résultante. L’équation qui exprime cette con- 
dition sera 


iXL+j.YM+h.ZN=0. 


*) Mais non pas le sens. 
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degré, on voit que des équations homogenes seron} remplacées, apres 
cette transformation, par d'autres équations homogenes, des équations 
algébriques par des équations algébriques du méme degré. 


Il. Modification des coordonnées. 


Les formules (2) — (4), ainsi que celles que nous aurons encore 
& déduire, prendront des formes plus simples au moyen d'une modi- 
fication du systeme de coordonnées. Nous introduisons au lieu des 
six moments de la droite K, par rapport aux arétes du tétraedre de 
référence abed, les six tétraedres ayant pour arétes oppo- 
sées un segment, égal a lunité, de ladroite K et une aréte 
du tétraédre abed, divisé par ce tétraedre. Pour les signes 
de ces tétraédre nous prendrons ceux des moments des arétes oppo- 
sées qui les déterminent, et ils ne seront donc déterminés que lorsqu’ 
on a choisi le sens positif de K. Ces six quantités que nous venons 
de définir, quoique quatre de leurs rapports suffisent pour déterminer 
la position de K, nous les appellerons — avec Mr. Cayley les 
six coordonnées de la droite K. 

Pour remplacer, dans les formules déja trouvées, les moments par 
ces nouvelles coordonnées nous ferons usage du fait que le volume 
d’un tétraédre est égal au produit de deux aréetes opposées 
multiplié par leur moment et divisé par six, ce qu’on voit en 
partageant le tétratdre au moyen d'un plan passant par lune des deux 
arétes et par sa plus courte distance de l'autre. On aura donc, en 
designant les nouvelles coordonnées de la droite K par «,, y,, 2,,1,, m, 
n,, les moments de la méme droite par xv, y ... et le volume du tétraedre 
de référence par 7’, les équations suivantes: 


da. x db.y | dc.z b 


iC. ca .m abn 
ot eae 67 ice op 21” EF x oF ? nm, = 67 hes Sm 67 
et 
6 T = da.be.t = db.ca.j = de.ab.k. 

En substituant les valeurs des moments x,y .. que dounent les pre- 
miéres de ces équations et en réduisant au moyen des derni¢res, on 
trouve les formules qui doivent remplacer les équations (2) — (4). 
Nous supprimerons dans les équations qu’on trouve alors les indices 
des lettres et désignerous, par conséquent les nouvelles coor- 
données, comme dans ce qui précede les moments, par 2, y,2, /,m,n. 
On parvient done aux résultats suivants: 

1°. Le moment de deux droites K et K’ a l’expression 
(5) [K , K’| = 6T (al’ + la’ + ym’ + my’ + en’ + nz’) 

2°. Les six coordonnées d’une droite satisfont toujours 
ai la relation identique . 
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(6) rl + ym + en = 0, 
et six quantités qui satisfont a cette équation sont tou- 
jours proportionelles aux coordonnées d’une droite qu elles 
déterminent parfaitement: 

3°. Si les coordonnées d’une droite K satisfont al’équa- 
tion suivante 


(7) Co + vl + my + ym + we + cn = 0, 
ott les coéfficients w’,y’ ... satisfont a la condition (6), la 
droite K rencontre la droite fixe dont les coordonnées sont 
proportionnelles a ces coéfficients. 

Des transformations de coordounées se font maintenant au moyen 
de léquation (5). Elles ne troublent Vhomogénéité ui ne changent le 
degré des équations. 


Ill. Relation identique et non-homogéne entre les six coor- 
données. 


On peut parfois avoir besoin de connaitre non-seulement les rap- 
ports des six coordonnées d'une droite, mais aussi leurs valeurs elles- 
mémes. Comme ces valeurs dépendent seulement de la position de la 
droite, qui est parfaitement déterminée par leurs rapports, elles doi- 
vent satisfaire, outre & |’équation homogéne (6), & une autre équation 
identique, mais qui n'est pas homogene. C'est celle que nous pro- 
posons de trouver ici. 

Nous commenceronus par le cas particulier ot la droite K passe 





par le sommet d du tétraédre de référence; alors «= y =z = 0 
et nous -—n’aurons qu’ chercher we relation entre 1, m, et n. Dans 
ce cas on peut prendre Je point d pour Vorigine du segment, égal a 
Punité, de la droite K. En désignant son autre bout par g (dg=1), 
les angles que K fait avee les plans 


bed , eda , adb 
par MR sg 
et ceux que da , db , de font avec les mémes plans, 
par a ? B ? Y> 
on a*) 
gbed sin & , aged sin 7 abgd sin € 
== == = 6 ===: bs == 7 t1= —- «= ; . 
abed da.sine ? abed db.sin B ? abed de.sin y 


*) La premitre des équations prouvées montre que langle & reste constant 
en méme temps que la coordonnée J, par conséquent aussien méme temps que le 
moment de K et be; on en peut tirer le théoréme suivant: le lieu des droites 
passant par un point fixe et ayant un moment constant par rapport a une droite 
fixe, est un cone de révolution. 
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* 


Or on sait que *) 


‘sin €\? sin \? ‘sin € g Sinn | sing ’ 
- : 2 - =— cos (ld 
(gin z) + (Gn 3) + ‘= 7 * sinB siny ee) 
9 sin f sin & > sin E . sin 7 an adl) = 
+ 4 siny sing eos (eda) + 2 sine sin§ ( 1. 


Par conséquent on trouve que les coordonnées /, m, n d’une droite 
K passant par d doivent satisfaire 4 |’équation suivante: 


(8) da?® .l? +- db? .m? + de® .n? + 2db.de.cos (bde).mn 

+ 2 de.da.cos (eda).nl + 2da.db.cos (adb). lm = 1. 
Dans le cas particulier ot (bde) = (eda) = (adb) = = nous aurons 
(8°) da? .@ + db?.m? + de?.n? = 1, : 


et da.l, db.m et de.n seront les cosinus des angles que fait K avec 
les arétes da, db et de. 

Regardons maintenant une droite quelconque K. Soit f le point 
ou elle rencontre la face dab. Alors on voit sans difficulté (en pre- 
nant le point f pour origine du segment, égal a l’unité, de la droite 
K qui est aréte de tous les tétratdres, numérateurs des coordonnées) 
que 


x —y mn _ &2@—y+tn 


Adfa~ Abfd~ Aafb”~  ~— Aadb 
ot les triangles sont positifs ou négatifs suivant que leurs aires sont 
a droite ou 4 gauche du sens du périmétre indiqué par leurs nota- 
tions. La dernitre de ces équations montre que la coordonnée ,,n“ 
d'une droite passant par d et paralléle & K est égale Ax—y+tn. On 
trouve d'une maniére analogue les autres coordonnées de la méme 
paralléle. Cette droite a done les coordonnées 


a“ =0, y=0, #=0 , V=y—241 , m=2z—a+m , v=—x1—y+n. 
Or [, m’,n doivent satisfaire a Yéquation © en y substituant les 
valeurs de I’, m’ et »’ et en exprimant cos (bdc), cos (eda), cos (adb) 
au moyen des arétes du gy on trouve Me sage suivante 
(9) da’®.D.A+a@?.D.B+de2?.D.C + be? F 

+ ca?. oa i + =— | 


ou 


*) On prouve cette relation en construisant un parallélipipede dont les trois 
arétes sont dans les droites da, db et de, et dont la diagonale est dans la droite 
K. Si Yon désigne les longueurs des trois arétes par x, y et 2 et celle de la dia- 
gonale par r, on a la relation suivante 

a? + y? + 2 + 2y2z.cos (bde) + 22a. cos (eda) + 2xy.cos (adb) = 7°. 
ce q’on voit en projetant toutes ces droites sur trois axes orthogonales. Or 

x sina =r sin &, y sin 8 = r sin n, 2 sin y = r sin €, 
et la substitution des valeurs de a, y et z déterminées par ces équations donne 
la relation dont il s’agit. . 
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(10) A=y—z+l, B=z—a2+m, C=2—y-+n, D=—l—m—n, 
et dans le cas particulier ot (bdc) = (eda) = (adb) = 3 : 
(9°) d?.A+d0?.BP+dé.C=1. 


L’équation (9), & cdte de léquation (6), servira 4 déterminer 
les six coordonnées d’une droite lorsqu’on connait quatre 
de leurs rapports. On peut aussi en faire usage pour faire une 
équation qui contient les coordonnées d’une droite K, homo- 
gene par rapport a ces coordonnées. Le complexe des droites 
K qui ont un moment constant 4 par rapport & une droite fixe K’ 
sera, par exemple, réprésenté par |’équation suivante 
(11) [K, K’)? = 
= — A? (da. D. A+ db?. D. B+- de®. D.C + be. B. C+ca*.C_.A+ ab*. A.B), 
out [K, K’] s’exprime au moyen de l’équation (5), A, B, C, D au 
moyen des équations (10). 

Les considérations qui nous ont conduit a léquation (9) nous 
donnent encore le moyen de déterminer les angles et les distances 
de droites dont on connait les coordonnées. Nous nous bornerons a 
cet égard au cas d’un tétraedre de référence ott (bde) = (eda) =(adb) =~ 5 
qui est toujours préférable lorsqu’ il s’agit de ces quantités. Alors 
da.A,db.B et de.C seront les cosinus des angles que la droite 
K fait avee les arétes da, db et de. On voit done que langle v, 
formé par les deux droites K et K’, sera détérminé par la formule 
(12) cossvu=da?.A.A+dv.B.Bo+dé.c.d, 
ot A’, B’ et C’ désignent les valeurs de A, B et C qui correspon- 
dent a la droite K’. Puis la plus courte distance des deux droites 

[K, K’| 


sera déterminée au moyen de ]’expression a" 


VI. Droites qui passent par un point ou qui sont situées 
dans un plan. 


Une droite K qui rencontre deux droites fixes qui se rencontrent 
elles-mémes doit ou passer par leur point de rencontre ou étre située 
dans leur plan. Soient par exemple les deux droites fixes les arétes 
da et db du tétraedre de référence. Alors «=O et y=0O, ce qui 
amene suivant (6) ou que z=0O ou que »=0. Dans le premier cas, 
K rencontre aussi de et passera par conséquent par d, dans l'autre 
elle rencontre aussi ab et sera par conséquent renformée dans le 
plan dab. 

Nous savons done exprimer distinctement par les trois équations 
L=y =2=0 ou se =>y=—n=O0 que la droite K passe par le point 
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d, ou quelle est renfermée dans le plan dab. Wa meme chose est 
possible pour un point ou un plan quelconque. Soient, en effet, x’, y 
et 2”, y’ ... les coordonnées de deux droites qui passent par le point 
ou qui sont renfermées dans le plan. Alors selon (7) on doit avoir, 
dans tous les deux cas, 
(13) {Uace+a'l+m'ytym+unz2+en=0, 

LU ata"lt my ty’mt+ net c"n = 0, 
vit les coéfficients satisfont, suivant (6), aux équations 
(14) fol +y'm' + 2'n' =O, 

Lao" l” +ey"’m" + 2"n” = 0, 

et, comme les deux droites se rencontrent, suivant (7), a lequatien 
(15) ew +a” tym” +m’y” +2’ n"’t+n'2” = 0. 

Pour distinguer la condition de passer par le. point de 
rencontre des droites (13), nous commengons par chercher les moments 
d'une certaine droite rencontrant les deux droites, mais dont on sait 
expressément qu'elle passe par leur point de rencontre. Nous pourrons 
faire usage de celle qui passe par le point d. En en deésignant les 


coordonnées par #,, Y,... O a Z, = Y, = 2, =O, qui avec les équa- 
tions (13) donnent*) 
1, a m, 7 my 
y’ Z wa vy” —— ie ga x 2” —— a y- y a” 


Toute droite K qui passe par le point donnée doit aussi rencontrer 

cette troisiemé droite, ce qui s’exprime par l’équation: 

(16) (y2” — ay )at (2 2" —a'e’)yt+ (ay —y2")z = 0. 

On exprime done qu’une droite passe par un point donné 

au moyen des deux équations (15) et de l’équation (16), les 

coéfficients satisfaisant aux trois équations (14) et (15). 
De méme, une droite située dans le plan des deux droites (15) 

doit rencontrer chaque droite de ce plan, par exemple sa droite inter 

section avec le plan dab**), ce qui s’exprime par |’équation 

(17) (yn” — wy’ \at+ (ae — ae n')\yt (vy —ya')n = 0. 


On exprime done qu’une droite se trouve dans un plan donnée 
* 


} ae ‘ x y" g 
déterminée lorsque d est dans le plan de ces droites. Alors =| = “% = 
F y 4 
Dans ce cas on doit remplacer d par un autre des sommets du tétraédre. 


*) Une droite passant par le point d et rencontrant les droites (13) sera in 


**) Une droite située dans le plan dab et rencontrant les droites (13) sera in 
déterminée lorsque dab passe par le point de rencontre de ces droites. Alors 
& y ” : . 

= ” - = Dans ce cas on doit remplacer dab par une autre des faces 
x“ 
du tétraédre. 


. 
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au moyen des deux équations (13) et de l’équation (17), les 
coéfficients satisfaisant aux trois équations (14) et (15). 

Nous avons done exprimé au moyen de trois équations, dont 
aucune n’est une conséquence algébrique des deux autres, les conditions 
qu'une droite doit passer par un point ou se trouver dans un plan. 
Néanmoins, selon nos considérations géométriques, toute droite qui satis- 
fait aux équations (13) [(14) et (15) ayant lieu entre les coéfficients 
de ces équations| doit aussi satisfaire ou a l’équation (16) ou a l’équa- 
tion (17). Pour s’expliquer ce fait, on n’a besoin que de se rappeller 
que les coordonnées d'une droite satisfont toujours a l’équation (6). 
C’est cette équation que les équations (16) et (17) remplacent, ce qu’on 
prouve directement en éliminant / et m des équations (13) et (6): car 
le premier membre de |’équation résultant de cette élimination peut, 
au moyen des équations (14) et (15) se décomposer en deux facteurs 
qui sont les premiers membres des équations (16) et (17). Par consé- 
quent, les trois équations aux moyens des quelles nous avons 
exprimé les conditions de passer par un point ou de se 
trouver dans un plan, rendent superflue |’équation (3). Ces 
conditions ne seront done que doubles. 

On peut simplifier les équations qui expriment la condition de 
passer par un point, choisissant pour les droites représentées par les 
équations (13) celles qui joignent le point aux deux sommets du tétraedre 
a et b, ce qui améne @ =m =n =0 et I =y’ =n’ =0 et qui 
rend les equations (14) superflues. De méme, on peut simplifier les 
équations qui expriment que la droite K se trouve dans un plan donné 
en choisissant pour les droites (13) les droites d'intersection du plan 
avee deux faces du tétraédre de référence. 


V. Applications. 


Au lieu de reproduire, au moyen des coordonnées que nous venons 
d’exposer, la théorie des collections de droites désignées par Mr. 
Pliicker sous les noms de ,,complexes“ et de ,,congruences“, et celle 
des surfaces réglées, nous n’en donnerons que peu d’applications. 
J’espere pourtant que ces exemples suffiront 4 montrer l'usage de ces 
coordonnées. 

le. Complexes de droites. En général, une équation homogéne 

F(z,y,2,t,m,n) =O 
sera satisfaite par les coordonnées d’une infinité de droite, parmi les- 
quelles il y aura méme un nombre infini qui passent par un point 
queleonque ou qui se trouvent dans un plan queleonque; car, comme 
nous avons vu, chacune de ces conditions n’est que double et ne fait 
avee Véquation donnée que trois conditions des quatre qui sont néces- 
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saires & déterminer une droite (mais bien quatre des cing équations 
nécessaires & déterminer les rapports des six coordonnées). Aux com- 
plexes appartiennent les collections des tangentes d’une surface et des 
droites qui rencontrent une courbe fixe. 

Le degré de l’équation d’un complexe qui ne change pas, 
comme nous l’avons vu, par une transformation des coordonnées, s’ap- 
pelle le degré du complexe. 

Le lieu des droites d’un complexe qui passent par un 
point est un cone dont l’ordre est égal au degré du com- 
plexe (Pliicker). 

En effet, prenons le point pour le sommet d du tétraedre de ré- 
férence. Alors x = y= z = 0, et les trois coordonnées /, m, n seront 
dans un systeme triangulaire les coordonnées du point oi la droite K 
rencontre le plan abc. Le lieu de ce point de rencontre sera donc 
une courbe dont l’ordre est égal au degré du complexe. Done ete. 

De méme, les droites d’un complexe qui se trouvent dans 
un plan enveloppent une courbe dont la classe est égale au 
degré du complexe (Pliicker). 

En effet, posons dans le plan la face abe du tétraedre de réfé- 
rence. Alors /=m—=—n=0O, et x, y et 2 seront dans un systeme 
triangulaire les coordonnées de la droite K. 

29. Une propriété des complexes linéaires. Une com- 
plexe du premier degré s'appelle aussi un complexe linéaire. Selon la 
propriété générale des complexes que nous venons de prouver, les 
droites d’un complexe linéaire qui passent par un point se trouvent 
aussi dans un méme plan, et réciproquement. L'équation (7) étant 
du premier degré, les droites qui rencontrent une droite fixe forment 
un complexe linéaire; mais comme les coefficients «, y' ... de cette 
équation sont assujetties & la condition (6), nous n’y aurons qu'un cas 
particulier de complexes linéaires. 

Pour prouver la propriété des complexes linéaires dont nous pen- 
sons nous occuper ici, nous donnerons a leur équation générale 


(18) axz~+t+pB.l+tyyto.m+te.z+E.n = 0 


la forme suivante 


(19) (UAL a + (a d.a”)l + (mA. )y + 

+ (y'+A.y")m+ (n’+A.n’)2 + (2+-4.2")n = 0 
ot les quantités 2’, y' ... ainsi que les quantités x’, y” ... satisfont 
aux équations (6) et (9). Ce-ci est possible d'une infinité de maniéres; 
car nous n’avons a la détermination des 13 quantités w’,y’...,a”,y”..., 4 
que les quatre équations des formes (6) et (9) et les 5 équations suivantes: 


(19) Val atdia” mpd op diy” Ww tan” 241.2" 
. > - etary yards + ves aN 


p Y 


. é s 
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Alors a’, y’ ... et w, y” ... seront les coordonnées de deux droiies 
K’ et K”, et l’équation (19), suivant (5), pourra s’écrire 

‘ > ee rR [K, K’ 

(21) [K, K)]) + 4.[K, K’] =0 on ey ——4, 


ce qui donne la définition géométrique suivante d'un complexe linéaire, 
que c’est la collection de droites dont les moments par 
rapport a deux droites’ fixes sont dans un rapport constant. 
Nous voyons encore que, pour un complexe donné, cette propriété a 
lieu par rapport 4 une infinité de couples des droites. Comme la dif- 
férence des nombres ‘des quantités 4 déterminer et des équations est 
égal & quatre, la position de l'une des deux droites peut étre 
prise arbitrairement; puis celle de l'autre sera parfaitement déter- 
minée ainsi que la valeur constante du rapport des moments.*) 

On voit que les droites du complexe qui rencontrent l'une des deux 
droites fixes, en rencontrent aussi l'autre. Ces droites sont done les 
mémes que celles auxquelles Mr. Pliicker a donné le nom de polaires 
conjuguées parrapport au complexe. En prenant deux polaires 
conjuguées pour arétes opposées du tétraédre de référence, on réduira 
léquation du complexe a la forme suivante 
(22) a+ da.jl=0O. 

On pourrait aussi faire usage d’un théoréme connu de la statique 
pour prouver la propriété des complexes linéaires que nous venons 
d’établir.**) L’équation (18) d’un complexe linéaire gardera sa forme, 
si l’‘on remplace les six coordonnées d'une droite par les six moments 
dont nous avons fait usage au commencement. Seulement les valeurs 
des coefficients seront alterées par cette transformation, mais nous leur 
donnerons les mémes notations. Alors |’équation du complexe exprime 
que la somme des moments d’un systeme de forces a, B, y, 0, €, § 
agissant suivant les arétes du tétraedre de référence, par rapport a la 
droite K, est égale 4 zéro. Ce systeéme de forces, qui — comme nous 
avons vu — peut remplacer un systeme quelconque de forces, peut 
étre remplacé lui-méme par deux forces, agissant suivant deux droites 
dont il est permis de prendre l'une arbitrairement. Kn désignant les 
deux droites par K et K’ et le rapport des deux forces par A, on 
trouve de nouveau |’équation (21).***) 


*) Les équations donnent 4 toutes les coordonnées de la droite cherchée ainsi 
qu’au rapport 2 un signe double, correspondant aux deux sens de cette droite. 

**) Réciproquement, cette propriété, prouvée comme nous venons de le faire, 
peut servir 4 prouver le théoréme de statique dont il s’agit. 

***) Tl ne sera pas difficile maintenant de prouver, au moyen des coordonnées 
actuelles, le théoréme de Chasles sur le volume du tétraédre déterminé par les 
deux forces résultantes — ce que fait aussi Mr. Cayley — ainsi que l’extension 
de ce théoréme due 4 Mobius, 
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Jette derniére preuve nous montre encore, que les couples de 
droites, polaires conjuguées par rapport 4 un complexe 
linéaire, sontlesmémes que celles suivant lesquelles agis- 
sent deux forces quiremplacent un méme systéme de forces. 
Or on sait que ces mémes couples de droites jouent aussi un role 
dans la cinématique: ils sont les couples d’axes des rotations infi- 
niment petites auxquelles il est possible de réduire un méme mouve- 
ment infiniment petit d’un corps solide. Comme les droites du com- 
plexe rencontrent toutes les deux droites de chacun de ces couples, 
lorsqu’ elles en rencontrent une, elles seront, comme l’a prouvé Mr. 
Chasles au tome LII*) des Comptes Rendus de l’Ac. des Sciences, 
les droites qui dans ce mouvement infiniment petit sont 
normales aux trajectoires de tous leurs points. On peut 
done, dans l’endroit cité et déja dans le tome XVI des Comptes Ren- 
dus ,**) ot Mr. Chasles traite des mémes droites, puiser une discussion 
des complexes linéaires qui est antérieure 4 celle de Mr. Pliicker.***) 

3°. L’équation du complexe des droites tangentes a une 
sphére. Nous nous bornerons au cas d’un tétraédre de référence oi 


(bde) = (eda) = (adl) = Ms 


= et dont le sommet d est placé au centre 
de la sphére. Pour résoudre la question, nous ferons usage du fait 
que le moment |K, K’| de la droite K tangente a la sphére, par 
rapport & une droite K’ passant par d et perpendiculaire au plan (d, KX), 
doit étre égal au rayon r de la sphere. Soient 7’, m,n” les coor- 
données d'une droite mobile K” passant par d et rencontrant K, ce 
qu'on exprime, selon (7), par l’équation suivante 
al’ + ym’ + zen” = 0. 

Alors, selon l’équation (12), il faut que les coordonnées I’, m’, n’ de 
la droite K’, qui est perpendiculaire 4 toutes les positions de la droite 
K”" , satisfassent toujours 4 ]’équation 

da? .U.U +d? .m.m’ +deé.n' in” =0. 
Ces deux équations, ot les rapports /” : m:n” peuvent prendre une 
infinité de valeurs, doivent étre identiques par rapport 4 ces coordon- 
nées. Il faut done que 


*) pag. 1094, 

**) pag. 1420—1432. 

*#*) A Yendroit cité du tome LII des Comptes Rendus Mr. Chasles pronve 
que six droites d’un méme complexe linéaire (défini par lui de la maniére indi- 
quée) peuvent étre les directions de six forces en équilibre. On peut donc, comme 
Ya fait Mr. Cayley, employer les six coordonnées d’une droite i déduire les 
propriétés de ces droites ou de ,,six droites en involution“, dont la question 
est premitrement introduite dans la science par Mr. Sylvester (Comptes Ren- 
dus LII, p. 74). . 
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da.’ dP .m dew 
ae oe 
ou, selon la relation identique (8°), que 


da.U  db.m de.n’ 1 


sz | s ~~ 4/(#\ y\? 2\? 

da db de ) (za) + iv) + (i :) 
En substituant les valeurs de I’, m’, n’ que donnent ces équations 
(et a = y = 2 =() dans la formule (5), on trouve 


r A ‘a2 \? y \? s\F 
[K, K’| V (aa) + (zs) > (a2) rapediasty 
En faisant cette équation rationnelle et, au moyen de la relation iden 
tique (9), homogéne, on trouve 


o G+ Gy +) 
da db de 

= 9 [da (y—z+1)? + db? (e—a+m)* + dé (a—y+n)'], 
qui sera l’équation cherchée. 

Les mémes procédés, ou bien une transformation des coordonnées, 
pourront nous donner |’équation déterminant le méme complexe par 
rapport & un tétraédre de référence dans une position queleconque, mais 
14 


ou toujours (bdc) = (eda) = (adb) = =~ Alors le centre de la sphere 


pourrait étre déterminé au moyen des équations (13) et (16). — 
L’équation du complexe serait tres compliquée, si l’on prenait un 
tétraedre de référence d'une figure parfaitement arbitraire. 

4. L’équation du complexe des tangentes d’un hyper- 
boloide & une nappe. Nous regarderons aussi dans cette question 
le cas o& la surface est dans une position particuliére par rapport au 
tétratdre de référence, en supposant que les arétes db et ca soient 
deux génératrices de l'une des générations, da et be deux génératrices 
de Yautre. Alors, si nous désignons les coordonnées d’une génératrice 
de la premiére génération par 2’, y’..., celles d’une génératrice de 
Yautre génération par 2’, y”..., on doit avoir 
jv=0, V=d0, 


- e 

( ) | y= 0 > m == (, 
et, selon (6), 

(25) fym +7¢n —0, 


» 


Lal” + e’n”=0, 

et comme les deux génératrices doivent se rencontrer, selon (7), 

(26) W2” + an” = 0. 

Pour déterminer lhyperboloide on a besoin de connaitre encore une 
seule génératrice de une des deux générations. Prenons dans la pre- 


miére génération celle dont les coordonnées y' et m’ sont égales. Selon 
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les équations (24), (25) et (26), les coordonnées de celle-ci prendront 
les formes suivantes 


P , P P " , 
x l y m ¢ n 


0 OK PM —: 1 
et il y aura en méme temps dans l'autre génération une génératrice 
déterminée par les coordonnées 


y ue w nu 


ee ee a 
A étant un paramétre dont la variation donnera tous les hyperboloides 
dans la position indiquée par rapport au tétraédre de référence.*) 

En prenant ces deux droites, & cdté des arétes db et ca, da et 
be, pour directrices respectivement pour la seconde et la premiére géné- 
ration, on doit, pour déterminer des génératrices quelconques, ajouter 
aux équations (24) et (25) les suivantes 


VA (av Vy +2+ian =0, 
VA (y+ mm") + 2 — An’ = 0, 
ou, selon les équations (24), 
jz+ 4n =0, 
|e” — an" = 0. 
Alors léquation (26) ne sera qu'une conséquence des autres. 

Les tangentes de l’hyperboloide sont les droites qui a la fois 
passent par le point de rencontre et se trouvent dans le plan, de deux 
génératrices queleonques appartenant aux deux générations. En dé- 
signant les coordonnés d’une tangente par 7, y... on a, selon les 
équations (13), (16) et (17) de la troisieme partie (od seulement 
gal =y” =m’ =0) 


j mytym+n'e +n =0, 


7 


(27) 


(28) _ : a ¥ 
| Vata’l4+n"2e4+ 2’n=0, 
(29) { YZ atea’y—ya’e2=0, 


lyn ata” y—ya'n=0. 
Kn éliminant de ces quatre équations et des quatre équations (25) 
et (27) les rapports de o:m’:2':n’ et de 2”:1":2":n", on trouve deux 
équations, qui peuvent étre réduites a l’équation identique (6) et a 


*) Les deux génératrices seront imaginaires, si 4 devient négatif. Dans ce cas 
on pourrait les remplacer par les génératrices déterminées de la maniére suivante: 


a a ea ee 


qui n’altére ni l’équation (27), ni les résultats ultérietirs. 
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une autre équation. Celle-la est introduite par les équations (29) ,*) 
et celle-ci sera léquation cherchée. Elle sera 


(30) (e+an)y + 4d4al = 0, 


ou bien 


(e—An)? — 4dym = 0. 


Les mémes procédés peuvent étre employés dans le cas od Ihyper- 
boloide est placé d'une maniére quelconque par rapport au tétraédre 
de référence. On parviendra au méme résultat en appliquant une trans- 
formation des coordonnées au résultat déja trouvé. 


VI. Surfaces-complexes. 


Nous finirons cet article par la recherche des équations qui, dans 
le systeme de coordonnées dont nous faisons usage ici, déterminent 
les surfaces auxquelles Mr. Pliicker a donné le nom de surfaces -com- 
plexes (Complexfliichen). Comme nous ne faisons ici usage, ni de 
coordonnées ponctuelles ni de coordonnées planaires, nous ne cher- 
cherons, ni les équations auxquelles les points de ces surfaces, ni 
celles auxquelles leurs plans doivent satisfaire, mais, comme dans les 
exemples précédents, celles qui ont lieu entre les six coordonnés de 
leurs tangentes. 

Une surface-complexe d’une droite fixe K’, par rapport 
& un complexe de droites, a deux définitions dont lidentité est 
évidente : 

le, Elle est le lieu des courbes planes, enveloppes des 
droites du complexe qui se trouvent dans un méme plan 
passant par la droite fixe K’. : 

2°, Elle est l’enveloppe des cones, lieux des droites du 
complexe qui passent par un méme point de la droite fixe K’. 


Toutes les surfaces-complexes par rapport au complexe 
des tangentes d’une surface ou par rapport a celui des 
droites qui rencontrent une courbe, se réduiront a la sur- 
face ou a la courbe elles-mémes. 

De la double définition d’une surface-complexe, on tire les pro- 
priétés suivantes de ses points et de ses plans tangents: 


*) Comparer la partie IV de cet article ou nous avons indiqué que chacune 
des équations (16) et (17) remplace la relation identique (6). On n’obtiendra que 
cette seule équation, si l'on ne fait pas usage de toutes les deux équations (29); 
mais il sera bien permis, pour obtenir l’équation cherchée, d’omettre, par exemple, 
une des deux équations (28). 


29* 
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Un point de la surface- complexe est un point de rencontre de 
deux droites consécutives du complexe qui sont dans un méme plan 
passant par la droite fixe K’. 

Un plan tangent de la surface-complexe est un plan passant 
par deux droites consécutives du complexe qui rencontrent la droite 
fixe au méme point. 


Il sensuit qu’une tangente de la surface-complexe ren- 
contre 

le. une droite K du complexe rencontrant la droite 
fixe K’, 

2°. la droite consécutive & K qui se trouve dans le plan 
déterminé par K et K’, 

3°. la droite consécutive & K qui passe par le point de 
rencontre de K et K’. 

Les tangentes de la surface-complexe ne seront pas pourtant les 
seules droites qui rencontrent trois droites déterminées de la maniére 
indiquée. Puisque les deux derniéres de celles-ci rencontrent la pre- 
miére, une droite qui satisfait aux trois conditions passe ou par le 
point de rencontre de K avec la premiére des droites consécutives ou 
par son point de rencontre avec la seconde. Dans le premier cas, 
elle est une tangente de la surface-complexe, dans l'autre elle n’est 
qu'une droite du complexe des droites qui rencontrent K’. En ne sé- 
parant pas ces deux espéces de droites, nous ne ferons done qu’intro- 
duire dans |’quation résultante un facteur étranger qu’on peut éloigner 
ensuite.*) 

Soient 2’, y', ... les coordonnées de la droite fixe K’, x, y,... 
celles d'une droite K faisant partie du complexe, que nous supposons 
donné an moyen de ]’équation homogéne 


(31) F(z, l,y,m,2,n) = 0, 

et rencontrant K’, ce qui s’exprime au moyen de |'équation 

(32) Veataelt+mytym+en+n2=0. 

Les coordonnées x, y,... satisfont enfin 4 l’équation identique et 
homogene 

(33) sl+ym+en = 0, 


et a l’équation identique et non homogéne du second degré (9) que 
nous écrirons 


(34) S = 1. 


Si nous désignons les coordonnées d'une tangente queleonque de la 


*) La circonstance que K’ sera une droite multiple de la surface- complexe 
> © .- . ad . - 
ne fait pas que toutes les droites qui rencontrent K’ en soient des tangentes. 
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surface- complexe cherchée par X, Y,..., la premiére des trois con- 
ditions auxquelles ces tangentes sont assujéties donne 


(35) Lie+ Xl+ My+ Ymu+ Nz+ Zn = 0. 
Soient ensuite «+ dx, 1+ 01, y+d0y, m+dm, 2+ 02, n+ dn 


les coordonnées de la droite du complexe consécutive & K qui se trouve 
dans le plan déterminé par K et K’. Alors les équations (13) et (17) 
(réduites au moyen des équations (32) et (33)) donnent 
L.data.dl+m.dyty.dm+n.dz2+2.0n ), 
V.idatea.dlt+tm.dyty.dm+n.dz2+2.6n 
(yn — ny’). dx + (na — an’). dy + (ay — yx’). dn = 0, 
et les équations (31) et (34) donnent 


~ 
— ~— 


oF : OF OF OF -« oF P Gs sx 
a, Oa a1 -Ol+ Dy -Oy+,,° dm +>. -O2-+ a, On = 0, 
( S . os os os os “ea os . _ 
jg 88+ 57 + 5, Oot gg OO + 5, 8 Hg, OO 8 


On exprime enfin que la tangente de la surface-complexe rencontre 
cette droite, au moyen de l’équation 
L.d«+tX.dl+M.dy+Y.dm+N.024+2Z.0n=0. 
Kn éliminant dz, dy, ... de ces six équations, on trouve que la deu- 
xieme des trois conditions s‘exprime au moyen de l’équation suivante 


l a oo m » oo Bos z | 

lV —_— oo m ~ Be sy Z | 
yn—ny , O , nv—an , O , O , sy—ya' | 

oF oF or oF aF yr ie 

Ox . -_ oy > Om’ oO ” on | 

as as as as as as | 

Oa oe oy > Om’ Oe ? on | 


i. ££. FF 3 Fee. FB 


Cette équation peut etre réduite au moyen des équations (31)—(35). 
En effet, multiplions tous les termes des colonnes verticales respective- 
ment par 

G,b,yY,m,2,n, 
et prenons les sommes des termes des séries horizontales, multiplions 
ensuite les mémes termes (du déterminant originaire) par 


, , , , a P , 
‘rie 2. 27 es 
et faisons les mémes additions; alors, en posant 


Be ty pm Oe Ew x(a Oh) 
oo j Ox 


oy om Zz 
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et en employant les notations analogues pour les sommes analogues, 
on trouve les deux colonnes suivantes: 
4.5 
..,. 8 
0 0 
0 ; = ( oe) 
or 
9 s(x S 
™ ? : Cr 
0, Bb), 
qui peuvent remplacer la premiére et la troisieme colonne de 1|’équa- 
tion trouvée. Alors celle-ci se réduira a léquation suivante: 


Ss og BY 0 

a ? y » Ww ? 0 

oF oF or 5 / y F\ | = 0. 
ol ? am”? @z ? 2(: aa) 


. = (x L) 

La déduction de léquation qui exprime la troisiéme condition 
(qu'une tangente rencontre la droite consécutive &’ K qui passe par le 
point de rencontre de K et K’), est parfaitement analogue 4 celle 
que nous venons d’employer pour la deuxiéme condition. On doit seu- 
lement faire usage de |’équation (16) au lieu de l’équation (17), de 
fagon quon ait partout a changer les coordonnées » contre les coor- 
données z, et réciproquement. Les deux derniéres conditions s’expri- 
ment donc a la fois par les deux équations suivantes: 


te -, Beiy e y 2G 0 
c-. £4 » £4 i) 
(36) or OF oF oF 3/,/eF\ | = 0. 
ot ? Om? O02 ? @n ? ™ (: C 4 


xX,F¥,N,282, SD 


On obtiendra done l’équation de la surface-complexe 
cherchée en éliminant les rapports de w:l:y:m:z2:n des 
six équations (31), (32), (33), (35) et (36). Pour effectuer cette 
élimination, il faut qu’on connaisse la forme particuliére de la fonction 
F; mais, aussi en général, on peut donner aux équations nécessaires 
pour |’élimination des formes plus commodes ou, au moins plus symmé- 
triques. En effet, le tétraedre de référence n’ayant aucune position 
particuliére par rapport au complexe donné (31), 2, y et ne sont 
que trois coordonnées d'une droite par rapport 4 trois arétes qui se 
trouvent dans une méme face, et x, y, 2 en sont trois qui sont rap- 
portées & trois arétes qui concourent &4 un méme sommet. Par consé- 
quent, il y aura plusieurs équations analogues aux équations (36), qui 





le 





ays 
ee] 
ne 
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pourront remplacer le méme nombre d’équations déja trouvées. Les 
équations (36) et les équations analogues seront toutes comprises dans 
les suivantes 


. sat 2 Boe. 5 28 ae oe 0 

. , , ’ , , 

«© ~~ Ss Se) ees ee 0 
oF oF oF oF oF oF = oF == () 
a ? 1 ? A) ¥ ez ’ a» , =|% = 
Ox C oy om Oz en 


, > BF. Ee Se Oe 
Les équations (31) et (35) et la relation identique 
XZ+ YM+ZN= 


permettent d’y ajouter encore les deux colonnes que nous écrirons ici 
a cdté des autres: 


fare fs. eo Se 0 ‘ 0 ‘ 0 | 
Uv, s,m, y’ , n , ‘. 0 , (#55) ? 2 (x L) 


@F OF @ OF OF @F yf, oF " OF i 
on Gt’ oy bm? be? on? 2(" G5)? 2(Gu° ot)? 2(X5q 


ox” Ol’ Oy’ Om’ O02 





él 
L.X,M,Y¥,N,2,2@¢) , 2(X5,) ese 


ou les notations abréviatives 2 sont déja expliquées.*) 
Voici done six autres équations qui donnent aussi, aprés 1]’élimi- 
nation des rapports de x:1 ..., léquation de la surface- complexe. 


Entre ces équations se trouve la suivante 


oF uke 
0 : a : a , (a L) 
Pr. oF oF (vy oF\ | 
, , oF | 
Z(a’L) 2(X 52) : 0 | 


ae /~f29R\ ofw Ol P.O ees 
= 2(#1)| 2 (#32) °2(X53) — Z(55 ae -2(@L)| = 0 


ou apres l’éloignement du facteur étranger 2(v’ L), qui, égalé a zéro 
ne donnerait que le complexe de droites rencontrant la droite fixe K’, 
et dont nous avons déja parle, 


(38) 2 = (# 7 = (x3) = Gz. an)  3(a'L) = 


*) Il faut remarquer que 


_for ew 9 OF oF or oF oF 
E(5n° 9) = 2(; rt Se. a 


Cu 04% on 
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Dans le cas particulier, ou ° 


ox al 


(39) - (3 =, 4 oe, 


ce qui a lieu pour le complexe des tangentes d’une surface ou des droites 
rencontrant une courbe — comme l’a prouvé Mr. Cayley*) — léqua- 


tion (38) se réduit & Tune ou l'autre des deux suivantes: 


(40) » (x ) ne (# o2) na. 
Cx Cx 


Exemples. 1°. Dans le cas d'un complexe linéaire 


a.xr+B.l+y.yto.m+e2+€.n=0, 





on a 
oF oF oF or or or 
== @ = , == = 7 a= € = 
Ox > Ot B, oy VY > om 7 02 7 On g, 


de fagon que l’équation (58) se réduit 4 la suivante 

(41) 2 D(a’ a). &(Xa) — Taf). TS (aL) = 0, 

qui ne contient pas les coordounées w, y, ..., et qui sera par consé- 
quent |’équation de la surface-complexe cherchée. Etant du premier 
degré, et représentant le complexe de droites tangentes 4 une surface 
ou rencontrant une ligne droite ou courbe, elle ne peut que représenter 
le complexe de droites rencontrant une certaine droite fixe. Posons, 
pour trouver les propriétés de celle-ci, 


6 Y 


ee a a ee a 
Uv+aAl “x +Ax m +-Am y +ay n+in +42 
ot aussi 2, y”,... satisfont aux conditions auxquelles les coordon- 
nées d'une droite sont assujéties; alors l’équation (41) se réduira a la 
suivante 
Z(#'l”). 5(Xl”) = 0, 


ou si la quantité constante 2 (2 1”) n’est pas zéro a 
(48) 2(XV) = WX+e7L4+wWV+yYM4wZ4+27N=0, 


qui exprime que la droite (X, Y,...) rencontre une droite fixe 
(x, y”, .--). Or, les équations (42) étant les mémes que les équations 
(19), la droite (~”, y”,...) sera la polaire conjuguée ala droite 
fixe K’ par rapport au complexe. Ainsi, la surface-com- 
plexe de K’ par rapport au complexe linéaire se réduit a 
cette polaire conjuguée. 

Dans le cas ot Y(xl”) = 0, c'est a dire dans le cas ot la droite 
K’ rencontre sa polaire conjuguée, l’équation (41) devient identique, 


*) Quart. Math. Journ. t. II, p. 227. . 
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et Yon voit aussi sans difficulté, que toute droite satisfait alors a nos 
trois conditions.*) 

2°, Le complexe de tangentes d’un hyperboloide qui a les arétes 
db, ca, da et be du tétraédre de référence pour génératrices des deux 
générations, se détermine par ]’équation (30) 


(¢+4n)? + 44c1 = 0. 


en tire 


On 
FF nd ee eee 
ag = 44.1, al = 44.2, oe mee wy = 2(e+4n), 


= 2A(z+An), 
qui donnent 
_for oF > : 2 
2 ( 1) = 8 [4421 +} (e-+an)}| in, 


Ox 


L’équation (38) se réduit conséquemment a l'une ou l'autre des deux 
équations (40). Commengons par supposer que ce soit la premiere qui 





ait lieu. Celle-ci s’écrira 
2aA(UX+aL) + (e+An)(Z+4N) = 0 
ou, a cause de l’équation donnée, 
A(UIX+aL)? + vl (Z+LAN)? = 0. 
= (x oa) étant égal 4 zéro, une autre des équations (37) formée des 
trois premieres colonnes et de la derniere se reduira a 


>» ££ «+ & 
441 , 44% , 0; =O, 
s -» *- 6 = 


dow lon tire sans difficulté léquation (a cause de 75) = ta) 


IX—a«L=0, 
au moyen de laquelle equation déja trouvée se réduit a 
44XL + (Z+AN) = 0 


ou a l’équation du complexe donné. 


*) Dans ce cas, les équations (42) nous montrent que 


eB +yd+ ef =0, 
de fagon que toutes les droites du complexe rencontrent une droite fixe. Celle-ci 
est rencontrée par la droite K’, et toutes les droites qui se trouvent dans le plan 
et passent par le point de rencontre de ces deux droites fixes, sont polaires con- 
juguées a K’. — Ce cas particulier excepté, on peut déterminer au moyen de 
l’équation (41) Ja polaire conjuguée a une droite donnée, sans avoir recours, comme 
avvaravant, a la relation identique (9). 
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De méme la derniére des équations (40) conduirait a |’équation 
4a4v7l + (&+iany =O, 


qui ne contient aucune quantité variable. Par conséquent, si les quan- 
tités données ne satisfout pas a cette derniére équation, c’est-a-dire 
si la droite donnée K’ n’est pas tangente 4 l’hyperboloide, celui-ci 
sera lui-méme la surface-complexe. Dans le cas ot K’ est tangente 
i Vhyperboloide toute droite satisfait aux trois conditions; mais aussi 
alors on doit considérer lhyperboloide comme la surface - complexe. 








Projectivische Erzeugung der allgemeinen Flichen dritter, 
vierter und beliebiger Ordnung durch Flachenbiindel 
niederer Ordnung. 


Von Tn. Reve in Ziricn. 


Wie die analytische Geometrie meistens von den Gleichungen 
der Curven und Flichen ausgeht, so bildet in der synthetischen Geo- 
metrie die Erzeugungsart einer Curve, Fliiche oder eines Strahlen- 
gebildes gewohnlich den Ausgangspunkt fiir die Untersuchung dersel- 
ben. Man lisst ein Gebilde aus anderen einfacheren entstehen oder 
durch sie beschreiben, und gewinnt dadurch nicht nur eine Anschauung 
von demselben, sondern zugleich kriiftige Hiilfsmittel zur Erforschung 
seiner Kigenschaften. Deshalb kann das Auffinden neuer Erzeugungs- 
arten riiumlicher Gestalten von grosser Wichtigkeit werden, und 
fiihrt, wie noch in jiingster Zeit die Theorie der Raumcurven und 
Flichen dritter Ordnung gezeigt hat, hiiufig auf kiirzestem-Wege zu 
den Haupteigenschaften jener Gebilde. 

Nun ist merkwiirdig, dass wohl von den algebraischen ebenen 
Curven, nicht aber von den algebraischen Fliichen und Raumcurven 
eine einfache, fiir die synthetische Geometrie brauchbare Erzeugungsart 
bekannt ist. Eine ebene Curve p + gq‘ Ordnung kann allemal durch 
zwei projectivische Curvenbiischel von den Ordnungen p und q erzeugt 
werden; eine Fliiche von der Ordnung p+ q dagegen lisst sich nur 
dann als Erzeugniss von zwei projectivischen Fliichenbiischeln p'*' und 
q’* Ordnung darstellen, wenn sie unendlich viele Schnittcurven von 
Flichen p'* und q'* Ordnung enthilt. Dieses findet bei den Flichen 
vierter und héherer Ordnung nur in besonderen Fiillen statt; und da 
andere, synthetisch anwendbare Erzeugungsarten fehlten, so waren 
bisher diese Flichen und ihre Schnittcurven fiir die synthetische Geo- 
metrie nur auf Umwegen zugiinglich. Diesem Mangel kann abgehol- 
fen werden, indem man als erzeugende Gebilde nicht allein Flichen- 
biischel, sondern auch Flichenbiindel (Flichennetze) benutzt. 

Die vorliegende Arbeit enthilt allgemeine Erzeugungsarten der 
Flichen dritter und vierter Ordnung durch projectivische Flichenbiin- 
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del niederer Ordnung. Durch ihre Entwickelunggn zeichnet .sie zu- 
gleich emen Weg vor, auf welchem man zu analogen Erzeugungsarten 
einer Fiche n'** Ordnung gelangt. Wir werden ausgehen von einer 
Anzahl, wie ich glaube, neuer Siitze iiber die Schnittpunkte von drei 
und die Durechdringungscurven von zwei algebraischen Fliichen, und 
bezeichnen im Folgenden der Kiirze wegen: 

mit F”, F'\,F* beliebige Flichen, mit K", K* Kegelfliichen n'e Ordn.; 

mit C’",C*" Schnittlinien von zwei Flichen F“ und F"; 

mit (1, m, n) die 1.m.n Schnittpunkte von drei Fliichen 7”, F',F"> 

welche nicht alle drei durch eine und dieselbe Curve gehen. 
Unter den Curven, welche als der vollstiindige Schnitt von zwei 

Flichen betrachtet werden kénnen, giebt es z. B. drei Curven zwilf- 
ter Ordnung C'”, C** und O**. Dieselben unterscheiden sich durch un- 
sere Bezeichnung deutlich von einander; die erste ist eine ebene Curve, 
die zweite der Schnitt einer F? mit einer /®, und die dritte der 
Schnitt einer /* mit einer P'. 


8. 1. 


Die 16 Schnittpunkte (2, 2, 4) von zwei Flichen /* mit einer F". 


1. Eine F'' ist bekanntlich durch 34 beliebig gewihlte Punkte 
bestimmt. Wenn 25 derselben auf einer /'* angenommen werden, so 
zerfallt F’* in F? und eine F’?, welche die iibrigen neun Punkte ver- 
bindet. Beliebige 33 Punkte bestimmen eine C**, welche mit jedem 

qs ? J 
Punkte des Raumes durch eine / verbunden werden kann, durch 
welche also ein Biischel von F'' hindurchgeht. Wenn 24 dieser 33 
Punkte auf einer /’? angenommen werden, so zerfillt C' in zwei C+, 
von denen die eine (C®*) auf J, die andere (C?“) auf einer durch 
die iibrigen neun Punkte gehenden J’? liegt. Denn zu dem Flichen- 
biischel C4 gehdrt in diesem Falle auch diejenige /'', welche aus F° 
te) * 5 
und F’? besteht, und diese wird von jeder anderen F"' des Biischels 
1 ’ J 
in C24 und C2" geschnitten. Also: Durch 24 beliebige Punkte 
1 D5 5 
einer F? ist eine auf F? liegende C*4 bestimmt; in dersel- 
ven wird J? von jeder durch die 24 Punkte gehenden F' 
I l I ; g 
geschnitten. 

2. Von F'? wird F? in einer C*?, und C* in 16 Punkten ge- 
schnitten; und diese 16 Punkte (2, 2,4) liegen auch auf C24. Wenn 
C*4 und F,? gegeben sind, so kénnen wir zur Bestimmung von C?* 
noch neun Punkte derselben willkiirlich auf /';? annehmen (1.); woraus 
‘olgt, dass jede auf F’,* construirte C24, welche durch 15 von den 16 
folgt, dass jed f F, - 

Punkten (2, 2, 4) hindurechgeht, auch den 16'" enthalten muss. 
Daraus aber ergiebt sich sofort: Alle Flichen vierter Ordnung, 


> 


welche durch 15 gegebene Punkte einer C* hindurchgehen, 
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schneiden diese Raumeurve vierter Ordnung noch in einem 
ganz bestimmten 16'e* Punkte. Bei der Bestimmung einer J‘ 
durch 34 Punkte zihlen also 16 Punkte (2, 2, 4) nur fiir 15 unabhiin- 
gige Punkte, und wir kénnen ausser ihnen noch 19 andere Punkte 
von F'* willkiirlich annehmen. Wird eine F' durch 16 beliebig 
angenommene Punkte einer C*” gelegt, so muss sie mehr als 16 und 
folglich alle Punkte von €*? enthalten. 

3. Wir kénnen von (2.) eine interessante Anwendung auf die C?* 
machen. Schneiden wir eine C®” durch drei Ebenen ¢,, ¢,, €, in den 
Punktenquadrupeln A,, B,, C,,.D,; A,, B,, C,, D, und A,, B,, C,, D,, 
und suchen wir sodann die vierten Schnittpunkte A,, B,, C,, D, von 

22 mit den Ebenen A, A, A,, B, B, B,, C, C,C, und D, D, D,, so 
liegen auch diese in einer Ebene. Denn die vier Ebenen der 
A, B, Cund D bilden zusammen eine /"', und jede andere F'*, welche 
durch 15 von ihren 16 Schnittpunkten mit C*? geht, muss folglich 
auch den 16'" enthalten. Offenbar aber bilden die vier Ebenen ¢,, ¢,, &, 
und A, B, C, eine solche #4, und D, liegt folglich in A, B, C,. — 
Lassen wir ¢,, € und é, zusammenfallen, so erhalten wir den bemer- 
kenswerthen Satz: 


4. Die Schmiegungsebenen von vier in einer Ebene g¢, 
liegenden Punkten einer C” schneiden diese Raumcurve 
in vier neuen Punkten, welche gleichfalls in einer Ebene 
liegen. Diese Higenschaft der C*? ist einer bekannten Eigenschaft 
der C'* analog. Schon an einem anderen Orte habe ich daraus ge- 
schlossen: ,,dass die 16 Beriihrungspunkte der stationiiren Schmie- 
»gungsebenen einer CO?” zu vieren in 140 Ebenen liegen, von denen 
,durch jeden der 16 Punkte 35 hindurchgehen.“ Von diesen 16 Be- 
riihrungspunkten und stationiiren Ebenen sind iibrigens héchstens acht 
reell, so dass es unter jenen 140 Ebenen hoéchstens 14 giebt, welche 
je vier reelle Beriihrungspunkte verbinden. — Kine Umkehrung des 
obigen Satzes lautet: Wenn aus jedem der vier Schnittpunkte 
einer C?? mit einer Ebene drei Schmiegungsebenen an C?” 
gelegt werden, so liegen die 12 Beriihrungspunkte zu vie- 
ren in 27 Ebenen. 

5. Wir wollen fortan die acht Schnittpunkte (2, 2, 2) von irgend 
drei F? eine Gruppe associirter Punkte nennen. Zu sieben 
Punkten kann der achte associirte linear construirt werden auf Grund 
des Hesse’schen Satzes: ,,Verbindet man von acht associrten Punk- 
,ten irgend sechs durch eine Raumcurve dritter Ordnung, so ist die 
» Verbindungslinie der letzten beiden Punkte eine Secante dieser Curve.“ 
Ich behaupte nun: Wenn von 16 Punkten (2, 2, 4) irgend acht 
(P) eine Gruppe associirter Punkte bilden, so bilden auch 








458 Tu, Reyer. 


die tibrigen acht (Q) eine solehe Gruppe. + Wir kénnen niim- 
lich (2.) die 16 Punkte mit 19 beliebigen Punkten S durch eine F"' 
verbinden; und wihlen wir 17 von den 19 S auf einer durch die 8 P 
gehenden F'*, so zerfaillt F’* in F? und eine F? (nach 1.). Diese F? 
geht durch die 8 Q und die letzten beiden, ganz beliebigen Punkte S, 
und meine Behauptung ist somit bewiesen, dass niimlich durch die 
8 @ ein Biindel von F? gelegt werden kann. 

6. Der soeben bewiesene Satz ist von gleicher Wichtigkeit fiir die 
Raumeurven C?” wie fiir die Flichen F'*. Wir werden ihn meistens 
in folgender Fassung anwenden: Wenn eine C®* und eine F* sich 
in acht associirten Punkten schneiden, so haben sie noch 
andere acht associirte Punkte mit einander gemein. Von 
acht associirten Punkten ist bekannt, dass wenn vier derselben in 
einer Ebene liegen, auch die iibrigen vier in einer und derselben Ebene 
enthalten sind. Da nun eine F’* und eine Ebene zusammen eine F'* 
ausmachen, so ergiebt sich aus obigem Satze noch: Wenn eine CC®? 
und eine F® sich in acht associirten Punkten schneiden, 
so haben sie noch vier in einer Ebene liegende Punkte mit 
einander gemein; und umgekehrt. 


Die Schnittcurven (** und C* einer /? mit einer 7% oder F°, 
und ihre, Erzeugung durch projectivische Curvenbiischel. 


7. Die Schnitteurve C** einer F? und einer F* hat 12 
scheinbare Doppelpunkte; d. h. aus einem beliebigen Punkte P 
des Raumes kénnen im Allgemeinen und héchstens 12 Secanten an 
(*4 gezogen werden. Wird niimlich P als Centrum und seine Polar- 
ebene x in Bezug auf F” als Involutionsebene eines involutorischen 
Systemes angenommen, so entspricht in demselben F” sich selbst und 
die F' einer F’;‘, also auch C** einer auf F? liegenden C?*. Die 
Curven C+ und C?+ werden aus P durch eine und dieselbe Kegelfliiche 
K® projicirt und schneiden sich in 32 Punkten (2, 4, 4), von welchen 
acht auf a und die iibrigen 24 auf 12 durch P gehenden Secanten 
der C** liegen. — Ebenso ergiebt sich: Eine C?* hat sechs schein- 
bare Doppelpunkte. Je vier durch einen beliebigen Punkt P 
gehende Secanten einer C®* oder C*4 schneiden offenbar die F'? und 
folglich auch die C** oder C®* in acht associirten Punkten. Die Auf- 
gabe: Auf einer C** oder C*4 eine Gruppe associirter Punkte 
zu construiren, ist hiernach leicht zu lésen. 

8. ,,Zwei auf einer I’? liegende C** schneiden sich in 32 Punk- 
»ten (2,4,4), welche mit jedem anderen Punkte S von F? durch 
eine einzige C4 verbunden werden kénnen; und durch 23 dieser 32 
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,»Punkte sind (nach 1.) im Allgemeinen die iibrigen neun bestimmt.“ 
Wenden wir diesen allgemeinen Satz an auf die soeben betrachteten 
32 Punkte, von denen acht in der Ebene z liegen, so kénnen wir 
dieselben, indem wir den willkiirlichen Punkt S ebenfalls in 2 anneh- 
men, durch eine C® verbinden, welche in eine C'? und eine C?* zer- 
fallt. Also die 24 Schnittpunkte der 12 Secanten, welche 
aus einem beliebigen’Punkte P an eine C** gezogen wer- 
den kénnen, liegen auf einer (**. Und die zwiélf Secanten 
selbst liegen auf einer Kegelfliche dritter Ordnung; denn 
da eine C®* nur sechs scheinbare Doppelpunkte besitzt (7), an die 
vorliegende C** aber 12 Secanten aus P gezogen werden kénnen, so 
wird diese C®* aus P durch eine K* projicirt. — Man erkennt leicht, 
dass die 24 Schnittpunkte der 12 Secanten mit je drei anderen Punk- 
ten der C** durch unendlich viele C** verbunden werden kénnen, und 
dass je zwei solche C* sich ausser in den 24 Punkten noch in acht 
Punkten einer C'” schneiden. 

9. Die sechs Secanten, welche aus einem beliebigen 
Punkte P an eine C®* gezogen werden kénnen, liegen auf 
einer K*. Ihre 12 Schnittpunkte liegen auf einer C?* und kénnen 
mit je drei anderen Punkten der C?* durch einen Biischel von C?* 
verbunden werden. Je zwei durch die 12 Punkte gehende C®* schnei- 
den sich noch in sechs Punkten eines Kegelschnittes. Der Beweis 
dieser Siitze ist derselbe wie in (8.). — Zu bemerken ist noch, dass 
jede Gerade der /’*, auf welcher die C®” oder C** liegt, als eine Dop- 
pelsecante von C** und als eine mehrfache Secante von C** zu be- 
trachten ist; denn sie hat mit C®* drei und mit C*“ vier Schnittpunkte 
gemein, niimlich dieselben, wie mit #’* und J". 

10. Zwei Flichenbiischel zweiter Ordnung sind bekanntlich pro- 
jectivisch, wenn die Polarebenen eines beliebigen Punktes in Bezug 
auf ihre Flaichen zwei projectivische Ebenenbiischel bilden; sie erzeu- 
gen alsdann eine /*. Mittelst eines solchen Biischels von Polarebenen 
kann man jeden Flichenbiischel C?” zweiter Ordnung leicht auf andere 
Gebilde projectivisch beziehen. Von einer beliebigen /’? werden zwei 
projectivische Flichenbiischel zweiter Ordnung in zwei projectivischen 
Curvenbiischeln vierter Ordnung, und die von jenen erzeugte F"* in 
einer C? geschnitten; die Polaren eines Punktes in Bezug auf die 
Curven C®? der beiden Curvenbiischel bilden zwei gewéhnliche, pro- 
jectivische Strahlenbiischel. Also: Zwei projectivische Curven- 
biischel vierter Ordnung, die auf derselben F? liegen, er- 
zeugen eine C®4, welche durch die zweimal acht Knoten- 
punkte der Biischel hindurchgeht. Ist die so erzeugte C** die 
allgemeine Durchdringungscurve einer J’? mit einer F'4? 

11. Diese Frage muss bejaht werden; denn wir kénnen beweisen, 
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dass jede beliebig gegebene C** als Erzeugniss solcher Curvenbiischel 
sich darstellen liisst. Bei diesem Beweise wird sich der wichtige Satz 
(5.) auf’s Neue ergeben. Wir nehmen auf C** irgend acht associirte 
Punkte P an (7.) und legen durch dieselben zwei beliebige C??, welche 
auf der durch C®* gehenden F? enthalten sind. Von diesen beiden 
C2 wird C4 noch in je acht neuen Punkten geschnitten, die wir mit 
8@Q und 8Q, bezeichnen wollen. Wir betrachten nun irgend sieben 
von den Punkten @ und sieben Q, als Knotenpunkte von zwei auf F? 
liegenden Curvenbiischeln vierter Ordnung, und beziehen dieselben 
projectivisch so auf einander, dass in den 8 P und in-zwei willkiir- 
lich gewihlten Punkten S von C** je zwei homologe Curven der Bii- 
schel sich schneiden. Die Biischel erzeugen dann eine C** (10.), wel- 
che mit der gegebenen identisch ist; denn beide haben die 24 Punkte 
8SP+7Q0+7@,+2S gemein, von denen 1Q, 1Q,, die 2S und 
mehrere P als ganz beliebige Punkte der gegebenen C** betrachtet 
werden kénnen, und durch 24 beliebige Punkte einer /? ist nur eine 
C24 moglich. Die achten Knotenpunkte der Biischel liegen folglich 
auch auf C**, d. h. die Punkte 8 Q und ebenso 8 Q, bilden eine Gruppe 
associirter Punkte, wie schon in (5.) auf andere Art bewiesen wurde. 

12. Wenn auf einer C** acht associrte Punkte P bekannt sind, 
so schneidet also jede durch die 8 P gelegte F? die C** in einer neuen 
Gruppe associirter Punkte 8@Q; und da wir einen dieser 8 Q willkiir- 
lich wihlen kénnen, so erhalten wir eine Reihe soleher Gruppen. 
Legen wir durch die 8@Q beliebige J’?, so bestimmen diese auf C4 
eine neue Reihe von Gruppen associirter Punkte, zu welcher auch die 
Gruppe 8 P gehért. Aus dem Beweise in (11.) folgt dann der Satz: 
Die beiden Reihen von Gruppen associirter Punkte, welche 
sich auf einer C** ergeben, sobald eine solehe Gruppe be- 
kannt ist, hingen so von einander ab, dass jede Gruppe 
8@Q der einen Reihe mit jeder Gruppe 8P der anderen durch 
eine C?* verbunden werden kann. Verbindet man auf diese 
Weise die Gruppen der einen Reihe mit zwei bestimmten 
Gruppen der anderen, so erhaiit man zwei projectivische 
Curvenbiischel vierter Ordnung, als deren Erzeugniss die 
C*4 betrachtet werden kann. 

13. Wenn C** aus einer C'? und einer C?* besteht, so ergiebt 
sich fiir C?* aus dem eben Bewiesenen die folgende Erzeugungsart. 
Legt man durch acht associirte Punkte Q einer C* einen 
Biischel von Raumeurven C®*, die alle mit C* auf einer J? 
liegen, so schneidet jede dieser C®* die C®* noch in vier, in 
einer Ebene liegenden Punkten P; und die Ebenen dieser 
4 P gehen alle durch eine Secante von C** und bilden einen 
zum Curvenbiischel (8Q) projectivischen Ebenenbiischel, 
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welcher mit (8Q) die C*® erzeugt. Dieser Satz lisst sich auch 
direct beweisen, wenn man davon ausgeht, dass durch 15 beliebige 
Punkte einer J? eine auf EF’? liegende C?* bestimmt ist, und dass alle 
Flichen £'* dritter Ordnung, welche durch eilf gegebene Punkte einer 
"2 hindurchgehen, diese Raumecurve vierter Ordnung noch in einem 
ganz bestimmten zwolften Punkte schneiden miissen. 


8. 8. 


e 


Erzeugung einer 7° oder /'* durch reciproke Flichenbiindel. 


14. Drei Fliichen F°, F,?, FP? zweiter Ordnung, welche nicht 
demselben Fliichenbiischel angehéren, bestimmen bekanntlich einen 
Fliichenbiindel zweiter Ordnung. Zu demselben rechnen wir den Fii- 
chenbiischel J’? F',? und jeden anderen, welchen irgend eine Fliiche 
dieses Biischels mit F’,? bestimmt, ausserdem aber alle Schnittcurven 
C?2 yon je zwei Fliichen dieser siimmtlichen Biischel. Der Flichen- 
biindel besitzt im Allgemeinen acht Knotenpunkte P, durch welche 
alle seine J’? und C?” hindurehgehen. Durch jeden anderen Punkt 
des Raumes geht eine C?* des Biindels; und zwei Punkte kénnen durch 
unendlich viele oder durch eine einzige Fliche des Biindels verbunden 
werden, je nachdem sie auf einer C?* desselben liegen oder nicht. Die 
Polarebenen und Polarstrahlen von je zwei beliebigen Punk- 
ten in Bezng anf alle F? und C** des Biindels bilden zwei 
collineare Strahlenbiindel, deren Mittelpunkte jenen bei- 
den Punkten in Bezug auf den Flichenbiindel, d.h. auf alle 
seine F? und C**, conjugirt sind. Wird ein solcher Strahlen- 
biindel auf irgend ein anderes Gebilde, z. B. auf eine Ebene, collinear 
oder reciprok bezogen, so ist dadurch auch der Flichenbiindel zweiter 
Ordnung auf dieses Gebilde collinear oder reciprok bezogen. 

15. Zwei Fliichenbiindel 8 P und 8 P, zweiter Ordnung sind hier- 
nach reciprok, wenn die polaren Strahlenbiindel, welche wir fiir irgend 
einen Punkt in Bezug auf die Fliichenbiindel erhalten, reciprok sind. 
Jeder F? des einen Biindels entspricht eine C?® des anderen; dem 
Flichenbiischel C?? des letzteren entspricht ein zu ihm projectivischer, 
auf F’? liegender Curvenbiischel des ersteren Biindels. Um die Biin- 
del 8 P und 8 P, reciprok auf einander zu beziehen, kénnen wir vier 
beliebigen J’? von 8 P irgend vier C?” von 8 P, willkiirlich zuweisen; 
oder auch wir kénnen zwei Flichenbiischel von 8 P auf irgend zwei 
Curvenbiischel von 8 P, projectivisch beziehen, so dass der gemein- 
schaftlichen J’? der ersteren jedesmal die gemeinschaftliche C?? der 
letzteren entspricht. Die reciproke Verwandtschaft der Biindel ist als- 
dann vollig festgestellt; denn Analoges gilt fiir die reciproke Verwandt- 


schaft von zwei Strahlenbiindeln. 
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16. Zwei reciproke Flichenbindel zwéeiter Ordnung 8 P 
und 8 P, erzeugen eine Ff‘, welche durch die zweimal acht 
Knotenpunkte der Biindel hindurchgeht. Zu dieser F'' rechnen 
wir jeden Punkt, welchen irgend eine F? des einen Biindels mit der 
entsprechenden C?* des anderen gemein hat. — Bezeichnen wir nim- 
lich die erzeugte Fliche vorliufig mit ®, so leuchtet zuniichst ein, 
dass ® mit jeder F? der beiden Biindel eine C?* gemein hat. Denn 
jede F? des Biindels 8 P kénnen wir uns durch eine C?? desselben 
beschrieben denken; der so gewonnene Curvenbiischel von 8 P erzeugt 
aber (nach 10.) mit dem ihm entsprechenden Flichenbiischel von 8 P, 
eine C4, welche der vollstiindige Schnitt von F’? mit ® ist und durch 
die acht Knotenpunkte P hindurchgeht. Zwei solche durch die 8P 
gehende Schnittcurven C®* haben offenbar noch andere acht associirte 
Punkte mit -emander gemein, in welchen eine durch die 8 P gehende 

22 von der entsprechenden F’? des Biindels 8P, geschnitten wird. 
Wir koénnen deshalb die beiden C*“ als eine einzige C'* auffassen 
(vgl. 1. und 2.) und mit einem beliebigen Punkte des Raumes, insbe- 
sondere auch mit einem der 8 P, durch eine /'* verbinden. Diese F' 
ist aber identisch mit ®; denn die beiden Flichen werden von jeder 
durch die 8P, gelegten F? in zwei C** geschnitten, welche einen 
Pankt P, und 32 Punkte von C** gemein haben und folglich zusam- 
menfallen. Die erzeugte Fliiche ® ist also wirklich eine F'*. 

17. Jede gegebene F! kann als Erzeugniss von zwei 
reciproken Flichenbiindeln zweiter Ordnung dargestellt 
werden. Um dieses zu beweisen, construiren wir (7.) auf /' irgend 
acht associirte Punkte P, und legen durch dieselben zwei Fliichen F” 
und F’,?, welche die F'* in zwei Curven C?+ und C? schneiden. Letz- 
tere haben ausser den 8P noch acht associirte Punkte Q gemein (6.). 
Durch die 8Q legen wir eine F’,?, welche die #* in einer C2* und 
die Curven C** und C?* noch in je acht associirten Punkten R und 
R, schneidet. Endlich wollen wir noch auf C?* eine Gruppe asso- 
ciirter Punkte P, so annehmen, dass dieselbe mit den 8 durch eine 
C* und folglich (12.) auch mit den 8, durch eine C?* verbunden 
werden kann. — Wir beziehen nun die Fliichenbiindel zweiter Ord- 
nung 8 P und 8 P, reciprok auf einander, sodass den Fliichen J’? und 
F? von 8P die Curven C?* und C?* von 8 P, entsprechen, und dass 
die auf /’? und fF’? liegenden Curvenbiischel von 8P mit den ent- 
sprechenden F'lichenbiischeln C?* und C2? von 8P, die Curven C*+4 
und C24 erzeugen (vgl. 11. und 12.). Diese reciproke Beziehung ist 
ausfiihrbar, weil dadurch der Schnittcurve von F? und f’,?, welche 
die 8Q mit den 8P verbindet, die durch die 8Q gehende gemein- 
schaftliche F’,? der Biischel C*? und C?” zugewiesen wird. Die bei- 
den reciproken Biindel aber erzeugen eine F'!, welche mit der gege- 
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benen identisch ist; denn. sie hat mit dieser die 8 P, sowie C?* und 
C24 gemein, also auch (wie in 16.) jede C*“, in welcher F’* von einer 
durch die 8P, gehenden F geschnitten wird. 

18. Die Punkte 8P, 8Q, 8& und 8P, der vorigen Nummer kén- 
nen als vier beliebige Gruppen associirter Punkte der F* betrachtet 
werden, welche nur der einen Bedingung geniigen miissen, dass jede 
derselben mit der folgenden auf einer C?* liege. Die in (17.) ausge- 
fiihrte Construction aber lehrt uns: Je acht Punkte von fF", die 
mit den 8P (oder 8 P,) auf einer C*? liegen, kénnen mit den 
8P, (resp. 8P) durch eine F? verbunden werden; und man 
gewinnt auf diese Weise zwei reciproke Flichenbiindel 
zweiter Ordnung 8P und 8P,, als deren Erzeugniss die F* 
betrachtet werden kann. Sind die acht Punkte P und ein Punkt 
P, gegeben, so kénnen die iibrigen sieben Punkte P, noch unendlich 
viele verschiedene Lagen auf F'' haben. Wir kénnen irgend 8 Q con- 
struiren, indem wir eine durch die 8P gehende C?? mit F'! nochmals 
zum Durchschnitt bringen, und mit diesen 8Q sollen die gesuchten 
8 P, auf einer J’? liegen. Verbinden wir nun die 8 Q mit dem gege- 
benen Punkte P, durch eine C®*, so schneidet diese die #4 in acht 
neuen Punkten 2, von denen einer mit P, zusammenfillt; und diese 
8 R liegen mit den gesuchten 7P, auf einer C®*, welche die F'‘ in 
dem gegebenen Punkte P, beriihren muss. Daraus folgt: Wenn auf 
F' die acht associirten Punkte P und ein Punkt P, (oder 
auch R) gegeben sind, so liegen die iibrigen sieben Punkte 
P, (resp. R) auf einer C**, welche in dem gegebenen Punkte 
P, (oder R) einen Doppelpunkt besitzt. 

19. Von der allgemeinen Fliiche vierter Ordnung sind bisher, ab- 
gesehen von den Siitzen, die aus der Lehre von den Polarflichen sich 
ergeben, fast gar keine eigenthiimlichen Eigenschaften entdeckt wer- 
den. Wenn ich mich nicht tiiusche, wird bei der Theorie derselben 
einst die Frage eine Rolle spielen, wann diese #4 Schaaren von C?? 
enthilt und wie viele solche Schaaren. Sobald die F'* irgend eine 
22 enthilt, liegen auf ihr zwei Schaaren von C*”, und jede 
22 der einen Schaar kann mit jeder C** der anderen Schaar 
dureh eine F? verbunden werden; und verbindet man so 
irgend zwei Raumcurven C** der einen Schaar mit jeder 
C22 der anderen Schaar, so erhilt man zwei projectivische 
Flichenbiischel zweiter Ordnung, als derenErzeugniss die 
F* zu betrachten ist. Ich habe nun im zweiten Theile meiner 
Geometrie der Lage pag. 253 und 254 bewiesen, dass jede "4, welche 
eine C2? enthilt, durch zwei Flichenbiindel zweiter Ordnung erzeugt 
werden kann, deren zweimal acht Knotenpunkte auf einer C?” liegen. 
Sollte es umgekehrt gelingen, die allgemeine F'! als Erzeugniss von 
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zwei solchen Biindeln zweiter Ordnung darzusteHen, durch deren 16 
Knotenpunkte eine C*? gelegt werden kann, so wiire damit zugleich 
auf F’* das Vorhandensein von zwei Schaaren von C** nachgewiesen; 
freilich kénnten diese C?* auch imaginiir sein. Mir selbst ist dieser 
Nachweis bis jetzt nicht gelungen. 

20. Zwei Punkte heissen conjugirt in Bezug auf eine Gruppe asso- 
ciirter Punkte @, wenn sie in Bezug auf drei und folglich (14.) alle 
durch die 8Q gelegten F? einander conjugirt sind. Sind nun auf 
einer F* irgend acht associirte Punkte P gegeben, so schneidet jede 
durch dieselben gelegte C** die /’* in einer neuen Gruppe associirter 
Punkte @, und die 8@Q fiihren ebenso zu uwnendlich vielen anderen 
solchen Gruppen FR auf F'. Ich behaupte nun: Wenn in Bezug 
auf alle Gruppen associirter Punkte, welche auf J in die- 
ser Weise aus einer einzigen 8P sich ergeben, zu einem 
beliebigen Punkte A des Raumes die conjugirten gesucht 
werden, so erhilt man als Ort derselben eine F*. Betrach- 
ten wir namlich die #'* als Erzeugniss von zwei reciproken Fliichen- 
biindeln 8 P und 8 P,, so ist jede Gruppe 8@Q der Schnitt einer C?” 
von 8 P mit der entsprechenden F? von 8P,. Die Polaren des Punk- 
tes A in Bezug auf die F’? und C** der beiden Fliichenbiindel bilden 
aber zwei reciproke Strahlenbiindel, welche eine F? erzeugen; und 
diese F’? enthilt die Punkte, welche zu A conjugirt sind in Bezug 
auf die Gruppen 8Q, 8P, 8P, und in Bezug auf jede Gruppe asso- 
ciirter Punkte R von F'', die mit den 8P, in einer C®” liegen. Be- 
riicksichtigt man noch, welche Freiheit man hat, um zu den 8 P die 
8 P, zu construiren (18.), so springt die Richtigkeit meiner Behaup- 
tung in die Augen. 

21. Der in (16.) und (17.) eingeschlagene Weg fiihrt mit Leich- 
tigkeit zu folgenden Siitzen iiber die Flichen dritter Ordnung. Ein 
Flichenbiindel zweiter Ordnung erzeugt mit einem zu ihm 
reciproken Strahlenbiindel eine F’*; zu derselben rechnen wir 
jeden Punkt, in welchem eine F’? oder C*” des Flichenbiindels von 
der entsprechenden Geraden oder Ebene des Strahlenbiindels geschnit- 
ten wird. Durch acht associirte Punkte P einer F° ist ein 
neunter Punkt P, (der Gegenpunktder 8P) auf F° bestimmt; 
derselbe liegt in einer Ebene mit je vier Punkten Q, in 
welchen F* von einer durch die 8P gehenden C** noch ge- 
schnitten wird. Wenn mittelst der 4Q jeder C*? von 8P 
eine Ebene des Gegenpunktes P, zugewiesen wird, so sind 
der Flichenbiindel 8 P und der Strahlenbiindel P, reciprok 
auf einander bezogen, und F® kann als ihr Erzeugniss be- 
trachtet werden. Jeder Strahl von P, wird alsdann von der ent- 
sprechenden J? des Biindels 8 P in zwei Punkten der J* geschnitten. 
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§. 4. 
Projectivische Erzeugung der allgemeinen Fliiche » +- 1' 
Ordnung. 


22. Jede F' kann auch durch einen Flichenbiindel drit- 
ter Ordnung und einen zu ihm reciproken Strahlenbiindel 
erzeugt werden. Statt,dieser Erzeugungsart will ich jedoch gleich 
eine analoge von beliebigen algebraischen Flichen angeben. Sei also ge- 
geben eine ganz beliebige F"*', sei CT eine ebene Schnittcurve die- 
ser Fiche und P irgend ein Punkt dieser Curve. Von einer durch P ge- 
henden Ebene wird C'"*” in P und ausserdem in » Punkten @Q ge- 
schnitten; eine durch die nQ gelegte F” aber schneidet die C'’*t” noch 
in x? anderen Punkten R, welche als Knotenpunkte eines Biischels von 


C'" betrachtet werden kénnen. Wir kénnen demnach durch diese »? 


Punkte 22 auf unendlich viele Arten eine C"*" legen; dieselbe schneidet 
aber die F"** noch in n° neuen Punkten P,, welche die Knotenpunkte 
eines Fliichenbiindels n'** Ordnung sein werden. Durch die n* Punkte 
P, gehen also unendlich viele C"’"; jede derselben schneidet aber die 


F"** noch in n? Punkten R,, welche mit dem zuerst angenommenen 


Punkte P in einer Ebene liegen. Und wenn jeder C”*" des Flichen- 
biindels »* P, auf diese Art eine Ebene des Strahlenbiindels P zugewie- 
sen wird, so sind die beiden Biindel reciprok auf einander bezogen und 
erzeugen die F"*', Auf ¥"*' liegen auch die » Punkte Q,, welche 
irgend eine 7” von »* P, mit dem entsprechenden Strahle von P ge- 
mein hat. 

23. Fiir den Beweis dieser Siitze (22.), welche auch die vorhin 
angegebene Erzeugungsart (21.) der /% in sich schliessen, sind oben 
Anhaltspunkte genug gegeben, und ich iibergehe ihn deshalb. In (22.) 
ist meine friihere Construction der /" (16.) nicht enthalten; die Ver- 
allgemeinerung der letzteren fiihrt vielmehr zu folgendem Satze: Zwei 
reciproke Flichenbiindel von den Ordnungen p und gq er- 
zeugen eine I’; dieselbe geht durch die p?+ q* Knoten- 
punkte der beiden Biindel und enthalt jeden Punkt, wel- 
chen eine Fliche des einen Biindels mit der entsprechen- 
den Curve des anderen gemein hat. Man erkennt niimlich leicht, 
dass jede Fliiche FY” resp. I’ der beiden Biindel von der erzeugten 
Fliche in einer CT” resp. C'’*® geschnitten wird, woraus der Satz 
folgt (vgl. 16.). Was ich hier unter reciproken Flichenbiindeln ver- 
stehe, ist wohl aus dem Zusammenhange deutlich genug zu erkennen. 

24. Wir kénnen auch durch collineare Flachenbiindel Flichen 
hdherer Ordnung erzeugen; nimlich: Drei collineare Flichen- 
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biindel von den Ordnungen p, qg und r erzeugen eine F?*!*’; 
dieselbe geht durch die p>+ q°+ 7° Knotenpunkte der drei 
Biindel und enthalt jeden Punkt, welchen drei homologe 
Flichen der Biindel mit einander gemein haben. Der Beweis 
ist am leichtesten analytisch zu fiihren. Ist niimlich allgemein FP” =O 
die Gleichung einer Fliche n'*" Ordnung, und bezeichnen 4, 4,, A, 
willkiirliche Constante, so stellt die Gleichung: 
(1) AP’ +i4,F? + 4,7 =0 
die siimmtlichen Flichen eines Biindels p'*" Ordnung dar, wenn man 
den drei Constanten 4 nach und nach alle positiven und negativen 
Zahlwerthe beilegt. Ebenso stellen die Gleichungen: 
(2) A*+4,F'+4,F,' = 0 und 4F’+4,F/'+4,F, =0 
zwei Flichenbiindel qg'* und r'* Ordnung dar; und diese drei Biindel 
sind collinear auf einander bezogen, wenn je drei Fliichen derselben 
einander zugewiesen werden, in deren Gleichungen die Constanten 
A, 4,, 4, dieselben Zahlwerthe haben. Durch Elimination der drei 
Constanten aus (1) und (2) erhilt man aber die Gleichung der von 
den collinearen Biindeln erzeugten Fliche, und man sieht, dass diese 
Gleichung vom p+ q+ 7r' Grade ist. 

25. Die Grassmann’sche Erzeugungsart der Fliche dritter Ord- 
nung mittelst drei collinearer Strahlen- (oder Ebenen-) Biindel ist ein 
besonderer Fall von (24.). Abgesehen von diesem einen Fall p=q=r=1 


darf iibrigéns die durch collineare Flichenbiindel erzeugte F’*?*’ 
nicht als die allgemeine Fliche (p + q+ 7)'* Ordnung betrachtet 
werden. Denn schon die Fiche vierter Ordnung, welche (fiir p=q—1 
und += 2) durch zwei collineare Ebenenbiindel und einen zu densel- 
ben collinearen Flichenbiindel zweiter Ordnung erzeugt wird, ist nur 
ein besonderer Fall der F’*, weil sie durch diejenige RKaumcurve drit- 
ter Ordnung hindurchgeht, in deren Punkten je zwei homologe Strah- 
len der collinearen Ebenenbiindel sich schneiden. 


Ziirich, den 3. Februar 1869. 


























Die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. 


Von Hermann Hanken in ERLANGEN. 


Die bekannte Differentialgleichung 


eR 1 oR n? . 
To xX Ox + (1 = “) k= 0, 


welche in fast allen mathematisch-physikalischen Untersuchungen auf- 
tritt, die sich auf einen gegen eine Axe symmetrischen Zustand be- 
ziechen, wird im Allgemeinen, fiir ein beliebiges complexes x und n, 
durch zwei Functionen 


CA 


J"(x) und J "(x) 


wenn diese Cylinderfunctionen*) erster Art durch 


hmn\n & or eo 
J"(“) = 5) >» (— 1) a\k 
2) po TM+ptyrwty \2 


definirt werden. Nur in dem Falle, dass » eine positive ganze Zahl 
ist, fallen diese beiden sonst verschiedenen Lésungen zusammen und 
es entsteht somit die Aufgabe, neben J"(x) noch eine andere parti- 
culiire Liésung der Differentialgleichung aufzusuchen, die ich in Ueber- 
einstimmung mit Hrn. C. Neumann*™), der kiirzlich diese Cylinder- 
functionen zweiter Art einer ausfiihrlichen Betrachtung unterzogen 


integrirt , 


hat, mit Y"(2) bezeichne. Letzterer hat Y"(x) in zwei Theile zer- 
legt: Y"(x) = L" (x) + i” (a), wo: 
n—l 


f \ n y Pp 2 
ges Wikis a dd rin+1) yy 2"? 1 J? (x) 
L'(w) = JI*(#) + log « — ) Pate n—p I(p+1) 2"? 





gesetzt wird und 

mn 1 n J \p te + 2p ites (x) ° 
EE" (“)=- (1 +it+.-+ n ) J" (x) — 4 = dy 2n+2p 2%? 
pl 


Diesen letzten Theil hat Hr. Lommel***) in die Form: 


*) Ich schliesse mich hier in der Bezeichnung dem passenden Vorschlage Hrn. 
Heine’s an (Crelle Journ. t. 96. p. 128). 
**) Theorie dey Bessel’schen Functionen. 1867. p. 52. 
***) Studien tiber die Bessel’schen Functionen. 1868. p. 86 seq. 
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jm 1 xy" (> on - 9 
E*(z) = r@ Fat) (3) | cos (a cos p)-sin?"@ log sin? pdp 
oder: : 
E* (a) = 2 {py (2n+ 1) — ¥(n + 1) — log 2} J"(z) 


a“ 


~ (—1)” n+ 2p +2 e \ 
+ > rat+p+2) FoF?) (3) +p +2)—¥st Dy, 


gebracht, wo 
é log I(x) 


(7) = —3 
Ox 
und somit ~(1) der negativen Constanten des Integrallogarithmus 
wy (1) = — 0,5772 ... gleich gesetzt wird*). 


Dass die grosse Weitliufigkeit und geringe Durchsichtigkeit die- 
ser Ausdriicke eine eingehende Untersuchung derselben verhindert, 
liegt auf der Hand. Durch gréssere Einfachheit empfehlen sich die 
Integralformen und es hat Hr. Heine**) eine zweite particulire Lé- 
sung durch das Integral 


2 
n xi cos pi 
4 7 | e ? 
0 


°. 2n . 
sin™ gi dp 


dargestellt, analog der ilteren Formel: 


a 
J” (2) = + v* _ricoeg sin” @ d 
MI=THrat+y V2) , ; sien fe 
0 


Diese Form erscheint bei Hrn. Heine aus der Theorie der Kugel- 
functionen abgeleitet, indem die Cylinderfunctionen als Grenzfille von 
Kugelfunctionen angesehen werden kénnen. Allgemeiner gesprochen, 
kann man J” (x) als Grenzfall einer hypergeometrischen Reihe an- 
sehen, und zwar, wie Hr. Hansen ***) bemerkt hat: 


P= (3) rey P(e, +0, seu) 


4oo 


wo @, @' zwei positive unendlich wachsende Gréssen bedeuten und I’ 
die hypergeometrische Reihe: 


: ., dlog I(x 
*) Gauss hat bekantlich = —  - 


# (x) gesetzt, wo IT (x)=T(«x-+ 1). 
Um nun diese Function ¥ mit der ['-Function in bequeme Verbindung zu brin 
gen, habe ich obige Form angesetzt, so dass das Gauss’sche @ (ax) mein 
ap (x -+ 1) ist. 

**) Crelle, Journ. t. 69. p. 140. 

***) Abhandlung d. Siichsischen Ges. d, Wissensch. Mathem.-phys, Classe t. II. 
1855. p. 252. 


. 
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, v ry) 3 P(e+p) Fb+P) »» 

PO, BY) = Fere® —) Paty rwt * 
darstellt. Es hat die Reihe fiir J"(x) ein Element, (n + 1), welches 
in dem beriihrten Falle eine positive ganze Zahl ist, und eine einge- 
hende Untersuchung zeigt, dass in diesem Falle die Differentialglei- 
chung jener Reihe als zweite particulire Lésung nicht eine zweite 
hypergeometrische Reihe 7’ hat, sondern dass diese anderen Lésungen 
aus gewissen abgebrochenen hypergeometrischen Reihen G (a, B, y, x) 
(ganzen Functionen von «) und neuen Reihen von dem Typus: 


@ \ 

H (a, B,y, “) = l(a) — l'(y—1) 2 rea rein 

"a / p—0 
‘o(yt+tp) + ¥(p +1) — v@e+p) — ¥ 6 +p) — log a} 
zusammengesetzt sind. 

Ks ist nicht meine Absicht, hier in eine allgemeine Theorie die- 
ser anomalen, bisher nur sporadisch bemerkten Fille einzugehen, was 
ich einer folgenden Abhandlung vorbehalte. Ich begniige mich hier, 
die particuliire Lésung Y in der neuen Form H (a, B, y, x) von Reihen 
zu entwickeln und die, wie ich meine, natiirlichste Ableitung dersel- 
ben zu geben, die ihr Wesen vollstiindig aufzukliiren geeignet ist. 

In einigen weiteren Paragraphen habe ich dann die J und Y als 
Integrale dargestellt und die Werthe simmtlicher Integrale (auf 
reellen und complexen Wegen), die als Lésungen der Differentialylei- 
chung angesehen werden kénnen, vollstindig untersucht, indem ich 
hier, wie in der ganzen Abhandlung sogleich die allgemeine Voraus- 
setzung eines complexen Index m» und einer complexen Variabelen 
«x mache, 


oP pe 


Am Schlusse habe ich die bisher nur theilweise bekannten semi- 
convergenten Entwickelungen der Cylinderfunctionen erster und 
zweiter Art aufgestellt, und ihnen eine eingehendere Discussion fiir 
complexe Werthe des Argumentes gegeben, die zu eigenthiimlichen 
Resultaten gefiihrt hat und vielleicht als erster Baustein zu einer all- 
gemeinen Theorie der semiconvergenten Reihen fiir unbeschriinkte 
Variabilitit des Argumentes dienen kann; denn die eigentliche Natur 
dieser merkwiirdigen Entwicklungen ist noch fast ganz unerkannt; 
und es diirfte erst die complexe Functionentheorie ihr Wesen zur 
Erkenntniss bringen, ebenso als auch sie erst die wahre Natur der 
convergenten Potenzreihen aufgedeckt hat. 


‘4, 
Entwickelung von Y in eine Reihe. 


Wenn » eine positive ganze Zahl ist, so reducirt sich J~"(x) auf 
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J*"(x); denn lisst man unter jener Voraussetzung eines ganzen posi- 
tiven in: 


jr" (x) = a2 \—@-9 > (...4)" _ (# > 
2 po F(— teeter yy r(pt+h \2 


die Grosse «¢ zu Null ‘abnehmen, so verschwinden alle Glieder der 
Reihe bis zu p=xn, da [(—xn-+p-+1) so lange unendlich gross 
wird, als das Argument eine negative ganze Zahl oder Null ist. Setzt 
man in der zweiten Summe von p= an p— ” einem neven Summa 
tionsbuchstaben p gleich, so hat man: 


a \— @—@ 2-1 _ 4)\P .\ 2p 
J - (n—#) (x) men y (— 1) +) 
2 P(—n+e+pt+1) r(p+i) 2) 


p—v 
+ (—1* (2) 3 fa 2)? 
d 2 tl r(e+p+i1)C(n+p+i1) (2 ? 
¢ pe 4 
und, wenn ¢ = 0, fillt die erste Reihe ganz weg, die zweite verwan- 
+% (4) 


delt sich in J , so dass: 


J~"(a) = (—1)" Jt"(a). 
Um aber auch in diesem Falle eine zweite particuliire Lésung zu er- 
halten, bemerken wir, dass, weil (— 1)" J~“~? (x) — J” * (a) mit 
abnehmendem ¢ verschwindet, der Quotient 

(— 1)* J- 8-9) — J*"*@) 

— 

sich einer Grenze niihern wird, und da er im Allgemeinen, was auch 
n und ¢€ seien, eine particuliire Lésung darstellt, auch im Falle eines 
ganzen n und abnehmenden « eine solche liefern wird. Es ist leicht, 
den Grenzwerth jenes Quotienten darzustellen; denn setzt man _ vor- 
stehende Reihen ein, so wird er: 


fx (n—e) = (no 1)? 1 x we ras n 2 7 ryt) Le 2p 
2 = Cip+i) eT (—n+e+pt+i\2 a) = “rik 


L p—0 


wo f(é) den von ¢, p, x abhiingenden Ausdruck repriisentirt: 


. — 1 fe \* 1 (x Ds 
fe) = PeteForoytal s)— Frete— es orers) 


Den Grenzwerth, dem sich das hier eingefiihrte /(¢), dividirt 
durch ¢, niihert, findet man leicht durch Differentiation des Ziihlers 
und Nenners nach « und nachherige Substitution «= 0 zu: 

1 Stes 2... 1 I” (p+1) oP 1 I" (n+ p+1) 
P(ntp+h) Pp) 9 2 Petpet) (Pt) P+) [P+ p+) 


! j az \* ; ) 
— P(in+ p+1) rox {es (4) _ v(p+ 1) — p(w + p+). 
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Die einfache Transformation von 
1 1 : ; 
gre ee eee Pr (n —ée—p)sin (—n+e+p4+1)a 
mittelst der hkurmel: I(x) (1 — x) sin aa = = liefert ferner den Grenz- 
werth von: 


1 n+p+1_, 
eP(—n+et+p+!) aie P'(n—p); 


und somit schliesslich als zweite particuliire Lésung: 
res. x s e-! Fe—sp) (2\*? 
y (2) =— (3) = Pott) (F) 
p—0 
+ {= m 1 x\"? Hes (G oe v(nt+p+1)—y(p+1) 
2 pao m+ P+) rip+1)\2 | os , a i 


welche sich von dem oben mit Y bezeichneten Ausdruck nur durch den 
Factor 2 und ein Vielfaches von J” (x) unterscheidet. 
So hat man z. B. fiir n = 0: 


¥(c)=2 3 5 =" Nog & — (p+ 1) 

Zz = —=—2 es a ee 7 — P ) 

~ F@+DF (2) )°P 2 iy 
pe 

in welcher Form schon friiher Riemann*), jedoch ohne alle Ablei- 

tung, die Lésung in diesem speciellen Falle gegeben hat. Fiir n = 1 

findet man: 


Y' (#%) + : == 


a x“ = : (— iy ay _ a . Pes w (p + 2) i w(p + 1) | 
2 Ho FO+DPw@+) Vey |e? f 
u. s. w. Wir haben somit diese zweite Lésung entwickelt in der denk- 
bareinfachsten Reihenform, die sich der der Jfunction soweit, als nach 
der Natur der Sache méglich, anschliesst; wiihrend die oben citirten 
Formen der Hrn. Neumann und Lommel, Y selbst nur entwickelt 
nach J functionen aufzeigen. 
Was iibrigens die Convergenz dieser Reihen Y betrifft, so ist der 
Quotient zweier aufeinander folgender Glieder: 
er .2 ad 
2 ~ y . ls » 
1 2 os (s) —¥@+pt2) — o(p+2) 


Tere % log (5) —yp(n+p+1) — o(p+1) 


*) Poggendorff’s Annalen. t. 95. p. 135. 
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Da nun der asymptotische Werth von I(q) mit, unendlich wachsen- 
dem positivem gq bekanntlich 
e(@—Dlesa—4 
der von ~(q) also: log g ist, so wird sich jener Quotient mit wach- 
sendem p der Grenze: 
E 1 «z log (n+p-+ 2) (p+ 2) 
(n-+-p+1)(p+1) 2 log (n+ p+1) (p+1) 
nihern, also unendlich abnehmen; und die Reihc Y convergirt daher, 
wie die Reihe J, fiir jedes endliche complexe z. 
Die Lésungen Y"(x) fiir ein ganzes positives » haben iibrigens 
einen wesentlich anderen Charakter als die Cylinderfunctionen erster 





Art, die J"(x); denn wihrend x " B ai (x) in der ganzen Ebene der 


complexen # eine eindeutige Function der Variabelen x ist und J"(«) 


ani 


bei einem Umlaufe um « = 0 den Factor ¢"” annimmt, der im Falle 


eines positiven ganzen » sich auf 1 reducirt, hat Y"(x) in <=0 einen 
solehen Verzweigungspunkt, dass bei seinem Umkreisen Y"(x) um 
4xi J"(x) additiv zunimmt. Im Allgemeinen wird tibrigens Y"(z) fiir 
“=O unendlich, wie 2—"; fiir » =O aber wird Y (x) in « =0 loga- 
rithmisch unendlich werden. 

Da die beiden Lisungen J*"(x) und J~"(a) fiir ganze » zusam- 
menfallen, wir aber in Y"(x) eine lineare Function beider gefunden ha- 
ben, welche immer von ihnen verschieden bleibt, so kann es zweckmissig 
erscheinen, neben J” (x) noch fiir ein allgemeines » als andere particu- 
lire Lésung: 

(1) y” (x) — Qn ott J” (x) .cos nx—J 


hav sin 2 nx 


~* (2) 


einzufiihren, die dann fiir den speciellen Fall eines ganzen » in die 
obige Lésung iibergeht. Auch werden unten die Summen: 


Rim\ __ pnTi 2 nn ; ° nni 
(2) J” (x) me J~"(2) ie 1 Y"(«)— t € J” (x) 
sin 2nz 2a : 2 cosnz 
(3) nni eX J" (x) — J—* (x) on Y"(x) + ‘a " (x) 
? : sin 2nz Qe , 2 cos nz ‘ 


als particulire Lésungen auftreten. 
§. 2. 


Uebersicht der Integralformen fiir die Cylinderfunctionen 
Um die Differentialgleichung, die wir der Bequemlichkeit wegen: 
set-1 Ox "RR 
on” n+l 


Cx 
a eee 
CL . 
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schreiben, durch Integrale aufzulésen, setzen wir, entsprechend dem 
bekannten Integrale: 
we A 1 
t \n—4 
R= 2x" f e*™ ( —1)" “dt 


om 
allgemein : 


b . 
R=a2 f &e—1y hat 


und erhalten so auf bekannte Weise als Bedingung fiir die Grenzen: 


b ‘ 
je e—pyt —o. 


I. Unter der Voraussetzung eines complexen » und x mit posi- 
tiven reellen Theilen wird ¢“ (#—1)"+4 fiir t= + 1, —1 und fiir 
ein ¢ mit unendlich grossem imaginiiren Theile, ¢ = oo7, ver- 
schwinden. Da aber das f{ e*# (?@ — 1)"-4dt unter diesen Voraus- 
setzungen des Werthes von «, iiber einen Theil des oberhalb der reel- 
len Axe gezogenen unendlichen Kreises genommen, verschwindet, so 
kiénnen wir statt ¢ == oot auch t= k -+ oot setzen. Wir erhalten in 
diesem Sinne als particuliire Integrale: 


1 : 
(1) an fet (ety, 
| i 


$e ati 1 
(2) a f & (#—1)-2dt, 
4) 4 

tot | 
(3) a f é& (e#—1p-tdt, 

an 


zwischen denen die lineare Relation: 

oe 20 i +1 

f+ sf & J 9 

—1 +1 +xi 
besteht, wenn die Potenzen in entsprechender Weise bestimmt wer- 
den. In allen diesen Integralen hat man von einer der Grenzen auf 
einer einfachen Linie, die keinen Verzweigungspunkt ¢=— -+- 1 um- 
kreist, zu der anderen Grenze, und zwar am einfachsten geradlinig 
zu gehen. Kine andere Classe von Integralen entsteht, wenn man 
von einem der Grenzpunkte aus zu ihm zuriickkehrt, nachdem man 
unterdessen einen der Verzweigungspunkte umkreist hat. So hat man 
als particulires Integral 

bd 


(oo ati ys 8 
(4) af &® (P—1)-2 dt, 
3 
wenn man dabei von + 1 ausgehend, den Punkt ¢ = — 1 umkreist 


und so wieder zu ¢== + 1 zuriickkehrt. Ebenso ist: 
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(5) of et (@ — 1)"-4 dt, 
1 

wenn man auf dem Wege den Punkt ¢ = + 1 umkreist, ein particu- 
lares Integral. Das 

+ni 
(6) af & (#1 dt 

+i 
kann auf drei verschiedene Weisen genommen werden, entweder, in- 
dem man von -++ oof ausgehend, den Punkt ¢=— + 1 allein, oder 
¢ = — 1 allein, oder beide gleichzeitig umkreist. 

Es leuchtet ein, dass alle diese Integrale lineare Functionen zweier 
particuliirer Integrale, z. B. J*" (x) und J~ (x) oder J” (a) und ¥"(a) 
sein miissen, und wir werden in §. 3 und 4 diese Reduction thatsiich- 
lich ausfiihren. Zuvor aber mag dieses System von Integralen noch 
weiter vervollstiindigt werden. 

Bei der Symmetrie der urspriinglichen Differentialgleichung nach 
+n und —n, hat man auch 

b : ' 
af & (P—1)""* dt 


a 


als particuliire Integrale anzusehen, wo 


/ d* (F#— 1y-*+} = 0. 
a 

Wenn jun die bisherigen Annahmen festgehalten werden, wonach 
x und n positive reelle Theile haben, so sind von diesen Integralen 
nur die drei in: 

a . 
(7) af et (—1)*-3 dt 
xi 

enthaltenen zu gebrauchen: wenn man entweder um jeden der Ver- 
zweigungspunkte ¢ = -+ 1 einzeln oder um beide zusammen integrirt. 
In den anderen wird dagegen die Function unter dem Integralzeichen 
an den Grenzen im Allgemeinen so unendlich, dass die Integrale ihre 
Bedeutung verlieren. Wir haben somit in diesem Falle 11 brauchbare 
particulire Integrale. 

Wenn dagegen » einen negativen reellen Theil hat, so sind letz- 
tere Integrale die, welche man benutzen wird; oder einfacher: Es tre- 
ten dann 11 Integrale auf, welche man aus den aufgestellten (1) bis 
(7) durch Vertauschung von + » mit — n erhiilt. 

Zwischen diesen beiden Fiillen findet indess ein Uebergang statt; 
denn wenn der reelle Theil von » zwischen -+ } liegt, so verschwin- 
det (@ — 1yt+4 in den Punkten ¢ = +- 1 immer, und es sind dann 
(1) bis (6) und die aus ihnen durch Vertauschuhg von + » mit — x 
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erhaltenen, also im Ganzen 16, siimmtlich brauchbare particulire In- 
tegrale. 

II. Bisher ist « mit positivem reellen Theile vorausgesetzt wor- 
den. Nehmen wir, indem wir zuniichst die Voraussetzung eines » 
mit positivem reellen Theile beibehalten, jetzt x mit negativem reel- 
len Theile an, so behaltey die Integrale (1), (4), (5) ihre Bedeutung 


bei. Da aber e* jetzt nicht fiir ¢ = + coi, sondern fiir ¢ = — oo7 ver- 
schwindet, so hat man die iibrigen Integrale (2), (3), (6), (7) durch 
entsprechende Integrale nach ¢ = — oo7 zu-ersetzen, d. h. in das un- 


endlich negative Imaginiire hinaus zu integriren, wobei es gleichgiiltig 
ist, in welcher Weise man den reellen Theil des ¢ bestimmt. 

Wie man zu verfahren hat, wenn unter derselben Voraussetzung fiir 
“x, n einen negativen oder einen zwischen +- } liegenden reellen Theil 
hat, bedarf jetzt weiter keiner Auseinandersetzung. 

Ill. Ist endlich x rein positiv imaginiir (sein reeller Theil 
Null), so hat man an (1), (4), (5) nichts zu iindern; die Integrale 
(2), (3), (6), (7) miissen aber jetzt nach t= -- oo erstreckt werden, weil 
e* dort verschwindet; und zwar gelten diese unter der Voraussetzung 
eines positiven reellen Theiles von ». Doch mag noch bemerkt wer- 
den, dass in diesem Falle die drei in (7) enthaltenen Integrale mit den 
dortigen Grenzen t = coi beibehalten werden kénnen, unter der Bedin- 
gung jedoch, dass ¢ =k -+ coi gesetzt, der reelle Theil k nicht un- 
endlich in das Negative wiichst. Denn unter dieser Bedingung bleibt 
ex’ an der oberen Grenze endlich und (1 — @)~"—*? wird die ausrei- 
chende unendliche Decrescenz der Function an der oberen Grenze des 
Integrales herstellen. Ebenso wiirde man in diesem Falle t =k — cot 
als die obere Grenze ansehen kénnen. 

Wie man im Falle eines », das einen negativen oder zwischen 
-|- 4 gelegenen reellen Theil besitzt, die Integrale auszuwiihlen hat, 
und dass man, wenn 

IV, x eine rein negativ imaginire Grisse ist, t = — oo im 
Allgemeinen als obere Grenze anzusehen hat, leuchtet nach Vorste- 
hendem geniigend ein. — 

Wir haben so das vollstiindige System der Integrale betrachtet, 
welche als particuliire Lésungen unserer Differentialgleichung ange- 
sehen werden kénnen: Je nach der Beschaffenheit des « und m sind 
bald diese, bald jene Formen zu gebrauchen: Mit # indert sich die 
Art und Weise, wie man in diesen Integralen die Variabeln in’s Uni- 
endliche wachsen lassen muss. Es kann dies in der Form zusammen- 
gefasst werden, dass ¢ so wachsen soll, dass ti = — ov ist, also 


t = — oot. Dies fiihrt darauf, «ti = — uw als neue Veriinderliche ein- 


d 


zufiihren, und so die particuliiren Integrale in der Form: 
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ae 
* du 


a" fe" (u? + 2)*- 
anzunehmen. An Stelle der Grenzen ¢ = -+ 1 treten jetzt w= -+- vi 
auf, und man hat fiir den unendlichen Werth der Integrationsvaria- 
helen jetzt in jedem Falle « = + oo zu setzen (oder allgemeiner 
u—=oo-+ ki, wo k eine ganz beliebige, endliche oder unendlich wach- 
sende reelle Grosse ist). Die drei Integrale: 


D 
a” f e~* (uw? + a2yt—t du, 
x 


wo man um « = -+ 27 allein, oder um « = — i allein, oder um diese 
beiden Verzweigungspunkte gleichzeitig zu integriren hat; wie die wei- 
teren drei in: 


w 


a” fe" (u® + a2)-™-4 du 
yo) 


enthaltenen Integrale gelten jetzt unveriindert fiir jedes n und «. 
Die Integrale: 


der Function 
yn ewe (u? -L ac?)n— 4 


gelten jetzt, wenn » einen positiven reellen Theil hat, unbedingt fiir 
jedes « Wenn aber einen negativen rellen Theil hat, so treten 
an ihre Stelle dieselben Integrale der anderen Function: 


a” e-"(u2 + g2)—"—-3, 
und wenn der reelle Theil von » zwischen +- } liegt, so kann man 
eS 5”) 
simmtliche Integrale benutzen. 
Trotz der etwas allgemeineren Giiltigkeit, welche den Integralen 


der letzteren Form zukommt, habe ich es doch vorgezogen, die fol- 
genden Entwickelungen an die friihere und iltere Form anzuschliessen. 


§. 3. 
Die Integrale fiir die Cylinderfunctionen erster Art. 
Um nun die vorstehenden Integrale zu entwickeln und sie so 
auf J"(x), J-"({x), Y"(«#) reduciren zu kénnen, hat man zunichst fest- 
zusetzen, wie man die vieldeutige Potenz (¢? — 1)"—} oder iiberhaupt 


(¢? — 1)’ in der Ebene der complexen ¢ bestimmen solle. Da 


(@— 1) = (t—1)' 4 PY, 
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so sieht man, dass diese Function die drei Verzweigungspunkte 
—1,+1, co hat. Liuft man um ¢=-+1 oder ¢ = — 1 herun, 
und kehrt wieder zum Ausgangspunkte zuriick, so hat die Potenz den 
Factor ¢? angenommen, und wenn man den Punkt ¢ = oo umkreist, 
den Factor e“‘; wenn in beiden Fiillen in der positiven Richtung 
(d. h. bei gewdhnlicher Lage der reellen und imaginiiren Axe gegen 
einander, umgekehrt wie’ der Zeiger der Uhr) die etwa kreisfoérmige 
Curve durchlaufen wird. Die Potenz wird demnach eindeutig sein, so 
lange man nicht einen dieser Punkte umkreist, also innerhalb der 
Ebene, wenn man sie sich in einer alle drei Verzweigungspunkte ver- 
bindenden, einfachen, keinen Knoten bildenden Linie zerschnitten denkt. 

Nur in dem Falle, dass 2g [= 2n — 1] eine ganze Zahl ist, wird 
die Zerschneidung eine andere. Ist 2¢ eine gerade [also (n — }) eine 
ganze| Zahl, so wird die Potenz iiberhaupt nicht vieldeutig. Ist aber 
2q eine ungerade |n eine ganze] Zahl, so ist ¢ = co kein Verzweigungs- 
punkt mehr und die Ebene ist nur zwischen — 1 und + 1 zerschnitten 
zu denken. Doch bediirfen diese speciellen Fille im Folgenden keiner 
speciellen Behandlung, insofern sie von selbst in den allgemeinen Fall 
eingeschlossen sind. 

Um nun im Allgemeinen (¢? — 1)’ zu bestimmen, betrachten wir 
seine Factoren. Soll der erste derselben (£— 1)‘ eindeutig sein, so 
denken wir uns die Ebene von ¢ = 1 in einer in das Unendliche lau- 
fenden Linie zerschnitten*), und setzen dann: 


t¢—1l=rev , (¢—1)? = rt eva, 


gy zwischen 0 und 2z liegen soll, und 
vi =e! log r 


wo log r der reelle Logarithmus dieser positiven Grésse, also 7? fiir 
ein reelles g der positive reelle Werth dieser Potenz ist. Dann ist 
fiir Werthe von ¢ in der reellen Axe zwischen — 1 und + 1: 


t—1L—=ret , ((—1)! = tf ent 


*) In Betreff der Bedeutung einer solchen Zerschneidung mag folgendes bemerkt 
werden: Geschieht die Zerschneidung in der reellen Axe von 1 bis o, so be- 
deutet dies nichts anderes als: Es soll in t —1=— ref, worin g bekanntlich um 
ganze Vielfache von 2zi unbestimmt ist, die Variabilitiit von g zwischen den 
Grenzen 0 und 2z eingeschlossen sein. Wird in der Linie von ¢ = 1 bist = 1-+ wt 


° a . t 4 v4 : 
zerschnitten, so wird q zwischen den Grenzen + 3 und 5 3 anzunehmen sein, 


oder etwa auch zwischen — 3 : und += und man wird diese beiden Annahmen 
dadurch unterscheiden kénnen, dass man sagt, es solle die Potenz genommen 
werden, welche fiir t= 2 entweder =1 ist, wo dann ¢—1=—e, (¢—1)?=1?=1 
zu setzen wiire, oder im anderen Falle, wo t—1=—e¢™ gesetzt ist, die Potenz, 
welche sich fiir ¢ = 2 auf ¢*? reducirt. 
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478 Hermann Hanket. 


Ferner nehmen wir, um die Potenzen von ,(¢-++ 1) eindeutig zu 
machen, die Ebene von — 1 bis +1 in der reellen Axe und von 1 
bis in’s Unendliche in der schon vorhin festgesetzten Linie zer- 
schnitten an, und setzen, indem wir 2% > g’ > 0 annehmen: 

tpimre™, ¢+18% = rte 
so dass oberhalb der reellen Axe zwischen ¢ = — 1 und + IL 


tti=r (¢4+1% =r 
ttia=re™ (+1) =r" 


und unterhalb 


zu nehmen ist. 
Durch Superposition finden wir dann in demselben Intervalle, 
oberhalb der reellen Axe 
Q  ¢+1 ¢—1 = orye™, @-1)' = Pe ™ 
und unterhalb 
(II) (t + 1)! (t i 1)! _ (rr’)! et vi . (é —_ 1)! — (1 —fy et 
wenn wir mit 
(rr’)* aus (1 — #)? 
diejenige Potenz von (1 — é*) bezeichnen, welche sich aus 
(1 a ty! — log (l1—#) 

fiir den reellen Logarithmus dieser positiven Grésse (1 — ¢?) ergiebt, 
d. h. diejenige, welche die Entwickelung nach dem binomischen Lehr- 
satze: 

;  —_ 3 (— 17 24 

Parr eras frost Cr (q—p+1)(p+)) ; 
liefert, die sich fiir ¢—0O auf + 1 reducirt. — 
Wir betrachten nun das Integral 

r ett (2 — 1)-4 dt 

von + 1 oberhalb der Zerschnei- 

dung und um — | herum nach + 1 
A unterhalb der Zerschneidung gefiihrt, 
| auf einer Curve, wie sie etwa in 
| Fig. 1. ausgezogen ist. Dann kann 
| man unter der nothwendigen Voraus- 
setzung eines mit positivem reel- 





<n /  \enTheile das Integral auf eine Curve 
~~ i zusammenziehen, wie sie in Fig. 1. 
wl. Pd punktirt gezogen ist; und zerfiallt 
a ree -1 
Po Serene ; ; 
GS > man das Integral in eines f ober- 
= jt +00 +1 
* ” 


halb des Schnittes und eines f un- 
—1 
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terhalb desselben, beachtet ferner die in (I), (II) angegebenen Zeichen 
der Potenzen in diesen, so findet man obiges Integral 


= . 
= ono Dif ext (yd dt tet ao—bi fe (1 — ey at 
+1 ioe, 


1 
= — 22 cos nu f emi (1—#?)" dt. 
—1 


+1 1 : 
Reducirt man nun letzteres { auf f , entwickelt den so entstehenden 
—1 0 


cos at nach Potenzen von at, integrirt mittels der bekannten Formel 
fiir die Kuler’schen Integrale erster Art und wendet die auch im 
Folgenden hiiufig benutzten Formeln: 


P(2p+1) _ ow F(p+1) 1 ee one 

r(ip+i) 2 re ? rG+*)P@—”) = cos nx 
an, so findet man 

+1 ae , i » F@) a4 (— 1)? a \ 2? 
| e ( — 1)*—* dt — 251 Gy 2 retpFy rer (s) } 
41 
also nach dem Werthe letzterer Reihe: 
n 1 
n/,. t T'(t—n) (x ° ati 749 = 
(4) J” (a) = 2 aS () | e (@ — 1-4 dt 
1 


oder auch 
n +1 
n/ 1 x ° atti — 
(1) sl sine r (+n) P'(4) (=) J e* (l—#)"~? dt, 
=a 


womit die Werthe der Integrale (1) und (4) des §. 2. gefunden sind. 
Auch (5)Y desselben §. liesse sich so ohne Schwierigkeiten finden, wenn 


e 


man eine andere Zerschneidung einfiihrte. — 
Um weiter das Integral Fig. 2. 


fe @—1" at, r 
+07 

unter der Voraussetzung eines complexen x At 

mit positivem reellen Theile zu behandeln, il 

denken wir uns den von + 1 in’s Unend- at 

liche gehenden Schnitt, dessen specielle 

Lage bisher willkiirlich gelassen war, von ) 

+ 1 nach + coi, oder etwa geradlinig und —<>__ 

der imaginiiren Axe parallel nach 1+ 00% / ! | | 

ausgefiihrt und bestimmen die Potenzen bei- ( stp oreruver ieee Ee, 

derseits nach obigen Regeln (I), (IL), in- \ 

dem wir in ¢— 1 = -re' die Variabilitit \ / 


© bi 4 - = ne 
von g zwischen den Grenzen + 9 und 5; anette 
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nehmen. Wir wollen dann das Integral von der linken Seite dieses 
Schnittes um —1 und +1 herum, ohne an den Schnitt zu treffen, 
auf der anderen, rechten Seite des Schnittes wieder hinaus nach |-+- co, 
in einer Curve erstrecken, wie sie etwa in Fig. 2. dargestellt ist. 

Um dann dies Integral nach aufsteigenden Potenzen von x zu 
entwickeln, miissen wir zuvor 


(f — 1y"-? a 1"-3 prt (1 = ay? 
setzen und 


te : (—1)P 1 
3 =POTH) 2 rapt) TOFD 


nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln. Dies setzt aber voraus, 
dass wir mit unserer Integrationscurve immer ausserhalb des mit dem 
Radius 1 um ¢ = 0 beschriebenen Kreises bleiben, an welchem die 
Convergenz dieser Reihe aufhért. Um aber ausserhalb dieses Conver- 
genzkreises die Gleichung: 


(t? ie 1)"-* _ 1"-2 {1 _s (n—4) ~ se eoee 


behaupten zu kénnen, miissen wir auch #"—' in der von 0 iiber 1 
nach 1 + oo? zerschnittenen Ebene zu 





prt pint 2n—1) gi 


t=—r" e® * =? 
bestimmt denken; dann ist in der so zerschnittenen Ebene weder die 
linke, nock die rechte Seite vieldeutig und es werden beide in allen 
Punkten iibereinstimmen, wenn 1"~? passend, d. h. so bestimmt ist, 
dass beide Seiten fiir Einen Punkt iibereinstimmen. Wahlen wir dazu 
einen Punkt auf der negativen reellen Axe links von — 1, so ist in 


diesem nach Obigem: 
(t— 1"? ie yo? et* (n— hi : (t + 1)"-? es yt en di 
also: 
@—1 4 = ory 
und wird, wenn sich ¢ nach — oo entfernt, und » eine positive reelle 


Zahl ist, in das positiv Unendliche wachsen. Gleichzeitig wird 


gt! —_ ye! ee ni ’ 


und soll die rechte Seite ebenfalls in’s positiv Unendliche wachsen, so 


muss 
jn-4 — gai 


gesetzt werden; so dass man: 
—_ n—}__ —@n—l) ai = (— 1)? 2n—2 p—1 
os escla Ne+d) 2 raspFnrots ! 


zu setzen hat. Nach diesen Vorbereitungen hat man dann: 











n 
ie 
[{- 


n 


9 





a ; \ —(2n ni a P Y gs 2n— 2p— 
i] é™"(2—-1)" ‘Bang @- riot) 2 Ba — * 


oi 
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wt wi 


a = Fe P+4) Per) } 


Es handelt sich nun um die Ermittelung dieser ‘ieee 
wot aa 
a 
J @'t dt, 
od 
in denen ¢ die einzige vieldeutige Grésse ist, so dass man die Zer- 
schneidung sich jetzt nur von 0 nach cot und zwar, der Einfachheit 
wegen, auch direct in der imaginiiren positiven Axe vorgenommen 
denken kann. Es ist dann in 


Su y” ev ‘ t? —_= 4 ef gi 
die Variabilitit des gm” auf die Werthe von + = bis 5+ ~~ beschriinkt. 


Fiihren wir jetzt die neue Variabele u durch t= ui ein, so ist 
die neue wEbene jetzt von 0 bis + oo auf der positiven reellen Axe 
zu zerschneiden, und bestimmen wir dem entsprechend 

ure , “lan r? ery, 
so ist 
t? = 77 y»? 


eine bestimmte Gleichung, wenn 7 entsprechend bestimmt wird. Nun 
a . 
e 


© ee qi . ted q qs 
ist fir ¢=—1, # =e”, und u = + ie? alscou’ =e ? 
und somit, wenn die Gleichheit beider Seiten hergestellt werden soll, 


i 


a. 
qt 
i? =e * , also hat man: 


™ et ati q Ld i 
J e t'dt=ie’?' fe“ udu. 
wnt @ 
Letztere Integrale aber lassen sich durch die [function ausdriicken, 
was auch q sei; und zwar folgendermassen: 
Das Integral 
RK 
fe ut du 
3) 


Fig. 3. 


iiber den in Fig. 3. ausgezogenen Weg ausgedehnt, lisst sich, wenn 
q eine complexe Zahl mit positivem reellen Theile ist, auf eine den 
Schnitt von 0 bis co unmittelbar umschliessende Linie (s. Fig. 3.) zu- 


dt. 
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zusammenziehen, und beachtet man die Vorzeichen, welche ¢’ ober- 
und unterhalb des Schnittes annimmt, so findet man durch Zerlegung 


oa) 0 2) 
des f in f oberhalb und f unterhalb: 
a) = 2) 0 


a 0 re) 2) 

~— 4 , ow ¢ 2qnmi ff — 2x 95,77 5: " —2r , 
fe wt du=f OV ri d¢te™ f Oe” r1dr=2ie™ sin qa f & “ridr, 
© a 0 0 


wo r? die Potenz ist, welche in der bekannten Definitionsgleichung 
von I"(q) fiir complexe q mit einem reellen Theile, der grdésser als 
— i ist, nimlich in: 


2) 
—~er r'(q 1 
fer rnd = hb he 
J vat 
erscheint. In dieser Gleichung ist diejenige Potenz von x?+' zu neh- 
men, welche sich fiir «1 auf +1 reducirt und man hat danach 


endlich : 

¢ is a 

fe “ul du = — rar i . 

I, q) : 
Da nun beide Seiten dieser Gleichung, auch wenn q in seinem reellen 
Theile unter —1 abnimmt, stetig bleiben, wenn nur die Integrations- 
curve den kritischen Punkt ¢= 0 in endlicher Entfernung umliuft, 
so gilt sie auch fiir solehe qg und ist unter der Voraussetzung 
eines positiven reellen Theiles von « fiir alle complexen gq giiltig*). 

Wird alles dies zusammengenommen, so findet man unser obiges 

Integral: . 


ee atisyo \n—4 + nmi a2zp—2n 
, ie etiain 2 = 2 e 1 >’ —_ ’ 
{ora "4 aie P+) 2 pa pF HT ep—In-H) PFH) 


und nach einfachen Transformationen erhalt man rechts die Reihe fiir 
J~" (x), so dass: 


@) Im @agem eG) f we—nrta. 


Diese Gleichung gilt fiir jedes », da das Integral rechter Hand 
fiir alle » seine Bedeutung beibehilt; sie kann also auch zur Er- 
mittelung des Integrales in Anspruch genommen werden, das aus 
diesem durch Vertauschung von » mit (— m) entsteht: 


ne 


° —n - 
7 +m (yt tani D (4+ 2) (=) / ae 
(7) J*" (x) = ¢ rd) : J e—aytt 


ni 


*) Diese Formel und die daraus abzuleitenden Integrale fiir ['(q) habe ich 
bereits in der Dissertation: ,,Die Euler’schen Integrale bei unbeschriinkter Va- 
riabilitit des Argumentes“ (Leipzig 1863) und im Auszuge in Schlimilchs Jour- 
nal t. IX. p. 8 gegeben. . 











s 


4dr, 


g 
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§. 4. 
Die iibrigen Integrale der Differentialgleichung. 


Wenn in dem Integral (6*) des vorigen §. » einen positiven reel- 
len Theil hat, so ist man berechtigt, den Integrationsweg unendlich 
dicht an den Schnitt zusammenzuziehen, wie dies in Fig. 2. durch die 
punctirte Linie angedeutet ist. In dem speciellen Falle,.dass » eine 
positive ganze Zahl ist, wird die Potenz (¢2 — 1)"—+ zu beiden Seiten 
der Linie von 1 bis 1 + oo7 denselben Werth annehmen und sich daher 


ei +1 , 
J auf f reduciren, so dass man aus (4) und (6*) 


wi +1 

J (x) = J" (zx) 
erhalt, eine schon friiher bemerkte Relation. Man kann jedoch aus 
(6*) leicht ein Integral ableiten, welches immer von J"(x) verschie- 


den bleibt: 
Man hat nimlich, wenn » einen positiven reellen Theil besitzt: 


f -f +f +f 


und da f rechter Seits an dem Schnitte entlang zu nehmen ist, wo 
+1 


, itl —— . M +1 
(t? — 1)""? den Factor e!- i gegen seinen Werth in / angenom- 


woe 


men hat, so hat man: 
+1 ot a a : se ot 
f +f = (Aee-de—1) f =2ie sinQnzf , 
wi +1 1 1 


wo letzteres Integral auf der linken Seite des Schnittes zu nehmen 
ist. Fiir ein ganzes » verschwindet in: 


wt 1 > a id 0d 
f =f + 21 sin 2nz f 
wi +1 1 
des Factors sin 2na wegen, das letzte Integral; dagegen bleibt in je- 


dem Falle: wi + 
en 


De 


9; ,2nai 

ai" f “a wae 
von Null verschieden und giebt eine Lésung unserer Differentialglei- 
chung, wenn sie mit #” multiplicirt wird, und zwar findet man ver- 
mittels der Formeln (4) und (6*) des vorigen §. fiir J"(#) und J “(«) 
die Gleichung : 

e2nni "(4 —n) Oe ae aa’ J" (x) — ent J—™ (ax) 

(2) — ( 5 { et (@—1)" * & = ——___,__ ? 


1 r(y) 2 sin 2nz 


“ 
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wo die rechte Seite nach (2) in §. 1. : 
1 n . t enn 
~ Oe OO) — > ame (a ) 
ist, und bleibt, wenn » auch im Speciellen eine ganze Zahl ist*). 


Man bemerkt, dass 
ni +1 od 


te ie ae 


—1 1 1 
wenn man linker Hand von dem Schnitte integrirt, gesetzt werden 
kann, weil zwischen den Wegen dieser Integrale die Function iiberall 
stetig und endlich bleibt, wae es ist hieraus leicht die Gleichung: 


a, anni rae” it (0 si. en J™(x) — " (x) 
(3) - = 'G 2 y ¢ em (# — 1) se -* sin = 7 
abzuleiten, wo am rechte Seite nach (3) in §. 1. 
1 8 nmi n 
-- r@+i Jw 


fiir jedes n gesetzt werden kann. 


Es sind nun in den Formeln (1) des vorigen §. und (2), (3) die- 
ses §. unter der Voraussetzung eines » mit positivem reellen Theile 
die Integrale*von einem Verzweigungspunkte zum andern, durch die 
J und Y dargestellt. Auch sind bereits in (4) und (6*) des vorigen §. 
Integrale behandelt worden, welche von einem Verzweigungspunkte 
ausgehend, wieder zu ihm zuriickkehren. Solcher Integrale aber haben 
wir noch zwei zu entwickeln: . 

Die bisher immer angewandte Zerschneidung von — 1 bis + 1 
und dann parallel der positiven imaginiren Axe hinaus in’s Unend- 
liche, ist, wie schon friiher bemerkt, nur eine arbitriire, da es sich 
im Wesentlichen bei der Zerschneidung darum handelt, ein Umlaufen 
eines Verzweigungspunktes — 1, + 1, co unméglich zu machen. Wir 
kénnen daher auch die in Fig. 4. gewihlte Zerschneidung von + 1 
nach 1 + coz, und von — 1 in’s Unendliche in ganz beliebiger Rich- 
tung zu Grunde legen. Bestimmen wir dann den Werth der Potenz 
linkerseits der Linien von 1 bis 1 + cod ganz wie friiher, so behilt 
das auf der linken Seite gewonnene Integral: 


fee-yta 
1 


*) Setzt man in (2), ¢ = cos (m7), so entspricht dem ¢ = 1 die untere Grenze 
gy = 0; firp =o + ~ i aber wird cos mi = 7 und es verwandelt sich daher 
jenes Integral in das von Hrn. Heine a. a. O. angegebene Integral: 

et ei ' 
f ges) sin? (pi) dg. 


0 





n 


1 
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seinen in (2) gefundenen Werth. Betrachten wir nun of * dervelben 


Function von oot links von dem Schnitte um ¢ = + 1 herum und auf 


der rechten Seite des Schnittes wieder Fig. 4. 
in das unendlich Imaginire hinaus, wie 1+00% 
es etwa in Fig. 4. gezeichnet ist, so » 


stellt. dies eine nach » .immer stetige R 
Function dar, deren Werth wir ermit- 
teln kénnen fiir ein » mit positivem 
reellem Theile; denn in diesem Falle 
liisst sich das Integral dicht an den 
Schnitt zusammenziehen und man fin- 


det, da (# — 1"? rechts von dem 


Schnitte den Factor 2-7! gegen sei- 
nen Werth auf der linken Seite ange- hy 


nommen hat: 











wot , w8 dns 
f =—2cosnx e™ f , 


ne 





wo das letzte Integral links vom Schnitte zu nehmen ist, so dass man 
nach (2) die Gleichung: 
(6) — 2 am rg-*) (z a ext (@ —1)"—! at _ I(x) —e J— (2) 


22 cosnx I" (4) sin 2n2 








erhilt, die nun fiir jedes n, auch fiir solche 
mit negativem reellen Theile gilt. 

Wenn wir die Zerschneidung von — 1 
in’s Unendliche in einer Linie von — 1 
parallel der positiven imaginiiren Axe vor- 
nehmen, wie in Fig. 5., und bestimmen 
(¢? — 1)"-? rechterseits dieses Schnittes so, 


woe 
wie vorhin, so reducirt sich das / in posi- 
pS 


Fig. 5. 


— 74007 +4+00i 


t 
tiver Richtung um ¢ = — 1 herumgenom- 
men, fiir ein » mit positivem reellen Theile 
auf: 








+4 


nt = wt 
f =+2 cos nx ¢ ro , 


ne - 





wo letzteres Integral in demselben Sinne, als in (3) zu nehmen ist, 
so dass man jetzt die wiederum fiir alle  giiltige Formel: 


e™™ Fiy—n) (a\* FF sti 2 n—} nni e” mi J" (2) — J~” (x) 
(6°) + 3; 27 cos nx ra) (5) J ores Hams sin 2nx 


erhalten wird. — 


’ 
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Es sind somit schliesslich alle in §. 2. aufgestellten Integrale der 
Differentialgleichung in §§. 3. und 4. (wo sie gleichbeziffert erscheinen) 
durch die J und Y dargestellt, und das ganze System der méglichen 


Integrale erschépft. 


§. 5. 
Die Cylinderfunctionen zweiter Art, 


Fiir den Fall eines positiven ganzen n, dem wir diesen Para- 
graphen widmen, haben wir in den Formeln (2), (3) des vorigen 
Paragraphen 


_ n \n @¢ is 1 ra . sa 
) FarDTO (3) J Me—Iptd =e PO, To 
1 


n 


‘ —1)* x ° ati 749 1 n } n 
®) reppr@ (=) 7 eM e—p id= SY @+yI*@) 
i" 


zwei Formeln gewonnen, durch deren Addition man Y allein dar- 
stellen kann. 


Doch kénnen diese Formeln noch in eigenthiimlicher Weise trans- 
formirt werden: In den vorliegenden Integralen sind nur ¢==-- 1 die 
Verzweigungspunkte der Function unter dem Integralzeichen und der 
Schnitt von 1 bis oot ist iiberfliissig; fiihren wir aber gleichzeitig 
log (— #) ein, so stellt sich wieder ein von ¢—O ins Unendliche 
laufender Schnitt als nothwendig dar, um log (— ¢) in der Ebene ein- 
deutig bestimmen zu kénnen. Demnach behalten wir den Schnitt von 
—1 iiber + 1 nach 1 + coi bei, bestimmen (é — 1)"-? zu beiden 
Seiten des Schnittes von — 1 bis + 1 nach den Formeln (I), (II) des 
§. 3. und setzen 


t=rev' , log (—t) = logr+ (o—2z)i, 
so dass also log (— ¢) fiir ein negatives reelles ¢ reell ist (log r immer 
reell genommen). 


Wir bilden nun unter der Voraussetzung eines ganzen » das 


wi 
a 
f & (@—1)-4 log (— 4) dt, 
né 
von der linken Seite des Schnittes um +- 1 herum nach der rechten 
Seite desselben (Fig. 2.); ziehen die Integrationscurve dicht an den 
ie 
Schnitt zusammen, und zerlegen das Integral: 


cri 1 +1 me 
as be ef 


Ke 
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1 
Es wird nun die Potenz in / linkerseits am Schnitte dieselben 
ni 


Werthe haben, als in f rechterseits; dagegen hat log (— ¢), weil 


1 we 
unterdessen der Punkt ¢ == 0 umkreist ist, in letzterem f{ um 2zi 
1 


zugenommen, und man hat somit: 


ae de 


i é 


Qai f “(P—1) dt, 
1 
also: 


ani fh & (#1 dt = i - fe (21-4 log (—t) dt; 
1 
so dass man aus (2), wenn man den Werth von J-"(x) = (— 1)" J"(x) 
aus (6°) in §. 3 substituirt: 
Y" (x) = La) + EX(2) 
erhilt, wo 
n . “ — 1)” a\* 7 ev ( ° 

L" (4) =—if EDT ; si fe “(@—1p-4 [los (—t) — ; i dt 


ni 


E’@=+% rere ra) G 4] J oe —i thet 44. 


Letzteres Integral kann noch einer weiteren Reduction unterzogen 
werden. Bemerkt man niimlich, dass (# —1)"-+ zu beiden Seiten 
der Strecke von 0 bis + 1 entgegengesetzte Werthe hat, log (— #) 


aber unterhalb derselben um 2zi grisser ist, als oberhalb, so findet 
=e a atl 
man die beiden heile von / 


+1 
+f =—2 fe C—1y4 loge dt, 


wo dies letzte Integral oberhalb des Schnittes genommen werden muss 
und log (— ¢) + ai = log ¢ gesetzt, also log ¢ innerhalb des Integra- 
tionsintervalles reell ist. 


J 


—1 0 
Was ferner die anderen Theile des Integrales / , J betrifft, so 
0 ~1 


hat die Potenz in dem zweiten Integrale ebenfalls das entgegengesetzte 
Zeichen, log (— ¢) aber en Werth und es ist: 
1 0 
f + f=2 te (#2 —1)"-* log (— #) dt, 
0 = 


oder nach Vertauschung von ¢ mit — ¢: 


p ti 9 ‘ 
—=—? se" (42 — 1)"-4 log ¢ dt, 
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wo dies Integral ebenfalls oberhalb des Schnittes.zu nehmen ist. So- 
mit hat man, wenn man noch (¢? — 1)"-4 = (— 1)"i (1 — #@)"-! nach 
(I) in §. 3. setzt:*) 


1 
2 4 n : ? 
0 


Von Herrn Neumann ist ein zu dieser Art gehériges Integral 
fiir Y°(x) gegeben worden, welches, wie mir scheint, eben nur fiir 
n= ( in dieser Weise existirt. Ich erhalte dasselbe einfach als Grenz- 
fall, indem ich neben (1) in §. 3. noch das andere Integral: 


+1 

—n 1 he ° ati —— 

J) = rq=ara (3) f “dat a 
= 


setze, welches unter der Voraussetzung eines der Null nahen reellen 
Theiles von » gleichzeitig mit jenem J"(x) besteht. Bildet man dann: 





; (a) = Qn J” (a) cos nz — J *(x) 
sin 2nz 





. @\" 1 _ 42)" 2\" ) ge” 
__ sre" ” gatt_ dt () (a tid a (=) ie oii 
sin 2nz J vVi-e T(4-+n) ~ P(i4—n) ? 

—1 
und lisst x zur Grenze Null iibergehen, so findet man durch Differen- 
tiation der letzten Klammergrésse und des verschwindenden Nenners 
sin 2nm: , 


+H 
ati d 
Y(«) = 2 f & AS {log a — #)— ¥(4)} , 
welches mit ™ 
+1 


1 * ati dt 
Jams f Wes 
—l 
zusammen, fiir ¢ == cos g in die erwihnte Formel**) iibergeht. — 
Die obigen Integrale Z und EF gestatten eine directe Entwickelung 
in die Reihe, welche in §. 1. fiir die Yfunction gegeben ist. Was 
zunichst FE betrifft, so entwickele man cos zt in eine Reihe und be- 
diene sich dann zur Integration der aus: 
1 


fe (1 — #)-4 dt =} ae 





0 


*) Wenn man hierin ¢= cos p setzt, so erhilt man ein Integral, welches dem 
von Herrn Lommel (s. p. 468) gegebenen iihnlich, aber nicht gleich ist. 

**) Theorie d. Bess. Funct. p. 46 Formel (27) und (28). Man beachte iibrigens, 
dass schon oben p. 472 auf den Unterschied meiner und der Neumann’schen Be- 
zeichnung aufmerksam gemacht wurde. , 





L’ 
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durch Differentiation nach p folgenden Formel :*) 
1 


[OP — by hog ¢ dey TEENS OLY (y0+)—v@tnt 1}. 
Dann findet man: 
. e\"% @ (—1)? 2p 


Was nun die Entwickelung von L”(x) betrifft, so geschieht sie 
iihnlich, wie die des verwandten Integrales p. 480 — 482. Man 
findet zuniichst: 


L” (4) ==(—1)" 1 (# ‘ > (—1)? ot et pate 1 t ™ | dt 
i va (3) ,2,ra=ptarorn ° [1os(—) — § 4] 


Um den Werth der Integrale, oder allgemeiner : 
4 et (— a! [tos bn G = 7] dt 
fiir jedes reelle zu q ermitteln, setzen wir, wie p. 481, (== wi. Wenn 
nun hier (— ¢)* so bestimmt wird, dass es fiir reelle negative ¢ reell 
wird, und (—w)* in derselben Weise, so ist wre" , (—u)! =r & -™* 
ma nm 








ee * 3? —— ae . 
und daher fiir w=i=—e? ,(—w)'=e ~? . Umnun in(—?#)’ = (—u)*## 
die Potenz von #* zu bestimmen, setzen wir ¢==—1, u=@ und 
finden so: 


(—t)? =e" F* (— ut. 
Wird nun log (— 4) ebenfalls fiir negative reelle ¢ reell bestimmt und 
log (— ) auch so, so ist w= 7 gesetzt log (— u) = — i und daher: 


log (— t) = log (— u) + Si 


*) Ich wahle hier zur Entwickelung die Form von E”(x) durch { , anstatt 
l 
der obigen durch f , um alle Weitliufigkeiten zu vermeiden, welche durch die 


i 
Verallgemeinerung des Euler’schen Integrales erster Gattung entspringen wiirden. 
Ich habe iibrigens bereits a. a. O. in Schlémilch’s Journ. t. IX. p, 13 diese allge- 
meinste Formel in der Gestalt: 


b 
f (t—a)? (t—b)? (t(—c)—?-2—? dt 
b 
oo" ST OCR 
gegeben, wo von b um den Verzweigungspunkt a herum nach 6b zuriick zu inte- 
griren ist; a,b,c, q beliebige complexe Gréssen sind und nur q der Bedingung 
unterliegt, dass sein reeller Theil grésser als — 1 ist. 
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Man erhilt so unter denselben Voraussetzungen in Bezug auf die Zer- 
schneidung in der «Ebene als p. 481: 
ati q wt - . qzi 
J e (— bt) | log(—)— 5%] dt=ie'2 


oe 


f e ™ (—u)’ log (— a) du. 


e 
D 


Letztere Integrale kénnen nun aber aus der dort p. 482 ebenfalls er- 
wiesenen Gleichung: 


5 
> Dare 
ux pe q ere 27t 1 
J e (— u)* du = ti Fi—@ 
leicht durch Differentiation nach q abgeleitet werden, die , 
i) 
Ene’ 4 q f Qni J \ 
e —u)* lore (— u) du = log x — w (— q) 
J ( ) Do \ ) att! r(— 9) (~o y ( 1) § 
D 


ergiebt, und zwar unbedingt fiir jedes g. Indessen bemerke man, dass, 
wenn q eine positive ganze Zahl ist, '(— q) und w (— q) gleich- 
zeitig unendlich werden, und zwar, wie man bei Anwendung der 
Formel I (— q) (1 + q) sin qa = — = leicht findet, so, dass 


? 


Pop = CU r@+). 
Damit geht vorstehende Formel fiir ein solches q tiber in die andere: 
- —ux G q 2x 

| es" (—u)* log (— u) du = (— 1)" 2 Pr @t+)), 

© 
die man auch leicht direct findet, wenn man beachtet, dass fiir ein 
ganzes positives g, (— w)’ keinen Verzweigungspunkt in « = 0 hat, 
der Integrationsweg also auf die reelle Abscissenaxe zusammengezogen 
werden kann. 

Wendet man nun diese Formel auf obige Summe von p = 0 bis 

p =n — 1 an; die erste aber von p =~ an und fiihrt in der letzten 
Summe einen neuen Summationsbuchstaben p fiir p — » ein, so dass 
die Summe wieder bei p = 0 beginnt, so findet man: 


n me a\—" "1 rin—p) (x\*? 
L'(@) = — (3) = T(p+1) (3) 
(—1)? xz > J ¢ ‘ L 


Benutzt man dann die aus: 


(4) F@p +1) = 2” F(p+1) (p+ 4) 


hervorgehende Relation: 


24 (2p +1) = 2log2+ H(p+1)+¥(p+4) 
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so erhilt man durch Addition 
¥"(e) = L"(x) + E"(2) 


vollkommen in Uebereinstimmung mit der §. 1. entwickelten Reihe. 


§. 6. 
Die semiconvergenten Entwickelungen der Cylinderfunctionen. 


Um semiconvergente Reihen fiir die Cylinderfunctionen, zuniichst 
unter der Voraussetzung, dass x und » reelle positive Theile haben, 


zu entwickeln, gehen wir aus von dem 
; 
‘1 


welches im Sinne von (2) des §. 4. auf der linken Seite des Schnittes 
von 1 bis 1 + 007, geradlinig zu erstrecken ist. 

Wir transformiren dies Integral, indem wir ¢=1-+ 7% setzen 

a. 


e" (#2 — 1-3 dt, 


‘ R ‘ — 6 
und hier 7 im Reellen von 0 bis oo wachsen lassen. Dann ist t—1—re ? 
und nach den Festsetzungen in §. 3. 


(¢ — 1)"-3 = yr-4 en—D Fi, 


Ferner ist ¢ + 1 = 2 (1 + _ also: 
(tL 1)e—4 = 2-4 e-2—Dari (1 + =) c 
ri\n—4t ° 2 : . 
wo (1 - ) “ so zu nehmen ist, dass es fiir » =O sich auf + 1 


reducirt. Denn dann wird eben fiir r=0, (f+ 1)"—} = 2"-4 e—2—Dai, 
welchesebenfalls mit den Festsetzungen in §. 3. iiber die Zerschneidung 
in Bezug auf (¢-+ 1)’ iibereinstimmt. Somit gibt diese Substitution 
in (2) des §. 4.: 





J” (a)—e"™™ J—* (x) fn —i F(t—n) oo oxit-§ (n— 4) ni ~ _— - “ 
sin2nz nV2 r(i) x EMTs 2) J e yn 4 (1+ ; 
0 
Ebenso gibt die Substitution von ¢ = — 1 -+ ri in (3) des §. 4. nach 


Bestimmung der richtigen Zeichen: 


pani ent I" (e)— I~" (ar) __ +i Tra—n) Pe eden Das fos +(1— $y _ 1 ip. 


sin 2n2 aVz MT(4) 2 


e 
0 


Um nun diese Integrale nach absteigenden Potenzen von x zu ent- 
5 5 


wickeln, miissen 
° 1 
1 \2—F 


nach aufsteigenden Potenzen von r entwickelt werden; in convergenter 


— 
) dr. 
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von r bedeutet: 





f(r.) = 


anwenden und einstweilen 


thas 


setzen, die Entwickelung: 


fom) = 2S m,($)- + *m(F) ((+¥ a—}—m + ae al 


Hermann Hanxet. 





Weise ist dies nur fiir den Theil des Integratiopsintervalles méglich, 
in dem r < 2 ist; in dem Intervall von r = 2 bis r = oo aber wird 
die Reihe eine semiconvergente werden. 

Erinnern wir uns der Lagrange’schen Form des Restes in der 
Taylor’schen Entwickelung, 


wonach, wenn f(r) eine reelle Function 


f)=fO+ETO+-. + 


Nimmt man nun 2m > n — 
mod (1 rs =) 4-—2m = (1 4 “i 4- ” 1 


und daher der Modul der Summe dieser Binome kleiner als 2; so dass 
der hinzugéfiigte Rest jedenfalls numerisch kleiner ist, als das an 
seine Stelle tretende Glied der regulir fortgesetzten binomischen Reihe. 

Die Giiltigkeit dieser Schliisse beruht auf der stillschweigend ge- 
machten Voraussetzung eines reellen n; ist aber » complex, und be- 
zeichnet man mit n’ die conjugirte imaginire Grésse, so entwickele 
man die jedenfalls reelle Grosse 


Pr (n-+4) 





P (n—p+h) T(p+}) 


m—t1 m 
Ta f (0) 7 T( TH f (i) 


und h eine gewisse reelle Grésse in.dem Intervalle zwischen 0 und r 
darstellt, so haben wir, wenn wir den Satz auf die reelle Grésse 


(1 if $s) a (1 —_ 


:) 


J 


4 an, so ist der Modul 


f(r,n) + f(r,n’) 


2 Nom ( 


ve 
2 


in derselben Weise uud erhilt so: 


. m—1 ri 2p 
(rym) + fw) = 2 J (my, + %y) (FZ) 


CN (Ga ed Oe 
(8) (048 


Das entsprechende Glied der binomischen Reihe, 
fortgesetzt wird, ist: 


*\ 2m 
) + 2 on, ( 


ru 
2 


y 2m 





hi 
2 


—_— = 


rt 


wenn sie reguliir 








— 2m 
° 
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und jener Rest geht aus diesem hervor, wenn die zwei Glieder mit 
complexen Gréssen multiplicirt werden, deren Modulus kleiner als 1 
ist, sobald 2m den reellen Theil von (n — 4) iibersteigt; der Rest ist 
also kleiner als dies Glied. 

Ganz ebensolche Betrachtungen wiirde man iiber die Reihe fiir 
die reelle Grosse 


~ [fo,n) — f(r”) 


anstellen kénnen, und sieht nun, dass, wenn man letztere mit 7 multi- 
plicirt und zur ersteren addirt, eine Reihe: 


fem — (14g) +g) 22m, (F)" 


entsteht, welche die Higenschaft hat, dass der Rest, den man rechter 
Hand hinzufiigen miisste, wenn man die Reihe an irgend einer Stelle 
abbricht, sowohl in seinem reellen als imaginiiren Theile kleiner ist, 
als das regulir folgende Glied. Jedoch gilt diese Higenschaft, welche 
man als Semiconvergenz bezeichnet, erwiesener Massen erst von dem 
Gliede an, wo 2p grdsser als der reelle Theil von (nm — }$) ist. 

Ks ist nun einleuchtend, dass man diese Betrachtung ohne Weiteres 
auf die Entwickelung des reellen Ausdruckes: 


1 ri\n—4 ri\n-4 2 ri \2P +1 
{G+ B= (a) a Fe F) 


iibertragen kann und man erhiilt so, wenn man diese Reihe mit ¢ 
multiplicirt und zur vorigen addirt oder subtrahirt: 


ri \n—$ , ri \ 7 ri\2P +1 
(ht 5) = 2% (2) + 2% (F) 


wo beide Reihen von der Art sind, dass, wenn man bei einem Gliede 
derselben die numerische Berechnung abbricht, die so erhaltene com- 
plexe Grésse von dem Werthe, welchen die Reihe streng darstellen 
soll, um eine Grosse differirt, welche in ihrem reellen, sowie ihrem 
imaginiiren Theile numerisch unter den entsprechenden Theilen des in 
der Reihe niichstfolgenden Gliedes liegt. 

Will man der Kinfachheit wegen beide Reihen in die eine: 


(2s) t= an, (49) 


vereinigen, so darf man doch nie vergessen, dass die Glieder gerader 
Ordnung ebenso wie die ungerader eigentlich eine Reihe fiir sich bilden. 

Wenn man vorstehende Reihe mit einer complexen Grosse multi- 
plicirt, so wird man nicht in allen Fallen behaupten kénnen, dass 
der Rest in seinen beiden Theilen jederzeit unter den entsprechenden 
Theilen des niichsten Gliedes liegen miisse. Die Kigenthiimlichkeit 
32 
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unserer semiconvergenten binomischen Reihe kann aber auch so aus- 
gesprochen werden, dass der Modul (der absolute Betrag, wie ihn 
Herr Weierstrass treffend nennt) des Restes unter dem des niichsten 
Gliedes liegen miisse; und diese Eigenschaft wird bei jeder Multiplica- . 
tion mit einer complexen Grésse erhalten. EKbenso wenig wird die- 





selbe durch eine Integration der Reihe aufgehoben. 
Substituiren wir nun diese Keihen in obigen Integralen, so findet 


man ohne Schwierigkeit: 
i nmi ; —n . nmi if 
(1) J” (x) “¢ J a 4 é y (np) [a= re a 7 j 
sin 2n7 V2xx C08 nx (Qa)? 
(2) enn ~~ J” (x) — a a (a) =" + a em (n »P) ce [x " La(n+ i p) |i 
wi sin 2n2 V2ax ©08 nx (2a)? 


wo zur Abkiirzung 


w—(2 ‘ n?>— (3 ‘ n? may 
r' (n+p+4) 1 > 2) . | aa 4 
Tr (n—p+4) F(p+1) 1 2 p 
gesetzt ist. 


ee 


(n,p) = 


Beachtet man, dass nach (2) und (3) in §. 1. die linken Seiten 

von (1), (2) respective 
1 

2x 


yrs: v ae Rn / 
¥'@ + 2 cos nx J*(@) 
sind, so erhilt man durch Subtraction und Addition: 
n / 2 > esp 
B) II@) = YV Ze = GE cos [ete + 4-9) 
~ nmi 1 rn 2 - ) 

(4) e°"™" cos nx = Y"(@) = = © we sin [ew —4a(n+ $— p)]. 
Ferner leitet man aus (1), (2) leicht: 


9 7) 
©) IW =P xe B Gap em le — ba (m+ hp) 


ux (Qa 
(22) 





ab. Wenn man nun beachtet, dass nach bekannten Keductionsformeln 
fiir ein ganzes p: 
r(i—n+p+s)  Fiar+p+h) 


r (— n — p + 3) lr (n—p+4) 


(+ ”,p) = (—2,p), 
so sieht man, dass die Formel fiir J~"(«) aus der von J*” (x) einfach 
durch Vertauschung von » mit —  gewonnen wird, und somit 
Gleichung (3), welche, wie alle iibrigen Reihen dieses Paragraphen, 
zunichst unter der Voraussetzung eines positiven reellen Theiles von 
m gewonnen ist, in dem Falle eines negativen reellen Theiles von x 
ebenfalls ihre Geltung behiilt. Da nun (1), (2), (4) lineare Functionen 
der beiden J*"(x) und J~"(x) sind, so geltmn sie auch siimmtlich 


also 























weer 


_ 


ide aa ee 
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allgemein fiir alle complexen Werthe von x. Dagegen bleibt die 
andere Voraussetzung, dass x einen positiven reellen Theil habe, noch 
bestehen; und es ist /« so zu bestimmen, dass sein Werth positiv 
wird fiir ein reelles positives x. 

Um den Charakter obiger Reihen vollstiindig zu iibersehen, so 
bemerke man, dass sich J"(a) in die beiden Reihen zerlegen lisst: 


(6) I*(e) = =. cos [x—fa(nt-4)] BCH 1? 


(2a) 2p 
— V2, sinlo—tar+y) 2-1 SEH), 

und jede von diesen hat den Charakter, dass, wenn man die Reihe 
an irgend einer Stelle abbricht, ihr Werth von dem complexen Werthe, 
den sie darstellen soll, nur um eine Grésse abweicht, deren Modul 
kleiner ist, als das nichtsfolgende Glied. Jedoch kann diese Eigen- 
schaft nur von dem Gliede an behauptet werden, von dem an 2p oder 
2p + 1 grosser ist, als der reelle Theil von (m — 4). 

Wenn » und @ reelle positive Gréssen sind, so haben in jeder 
lteihe die Glieder von p >” an alternirende Zeichen; denn es wechselt 
von p > an das Zeichen in der Reihe der Coefficienten (n,p) regel- 
miissig ab, und es haben daher alle (w,2p) dasselbe Vorzeichen; 
ebenso sind alle (2p + 1) desselben Zeichens. Die Reihen sind dem- 
nach in diesem Falle semiconvergente Reihen von dem gewdhnlichen 
Charakter *). 


*) Von den Resultaten dieses Paragraphen ist nur Reihe (3) fiir ganze » und 
reelle positive « von Jacobi (Schumacher astr. Nachr. 28. p. 94) und Lipschitz 
(Crelle Journ. t. 56. p. 194) auf iihnliche Weise, als oben, und eine Reihe fiir 
Y°(@) und Y'(#) von Lommel (Studien iib. d. Bess. F. p. 93) entwickelt worden. 
Was die Ableitung der semiconvergenten Reihe fiir J”(«) betrifft, die Letzterer 
gegeben hat, so entspricht sie nicht den Anforderungen, welche die neuere 
Analyse an eine solche stellt: Nachdem Herr Lommel die endliche Reihe nach 
absteigenden Potenzen fiir ein » = m-+ 4 entwickelt hat, wo m eine ganze Zahl 
ist, und gezeigt, dass diese Reihe ,,vermége ihrer Form allein schon“ den Grund- 
eigenschaften der Bessel’schen Functionen geniigt, ,,hiilt er sich (p. 57) fiir be- 
rechtigt, die Gleichung auch dann noch als Ausdruck der Bessel’schen Functionen 
anzusehen, wenn m gebrochen ist, mit dem Vorbehalte freilich, dass die fragliche 
unendliche Reihe iiberhaupt zulissig sei.“ Die Bedeutung dieses Vorbehaltes, 
iiber den nichts weiter bemerkt wird, kann wohl keine andere sein, als die der 
Semiconvergenz der Reihe. Wie soll dies aber erwiesen werden, ohne den Rest 
zu entwickeln? da es auf keine Weise méglich ist, einer Reihe an und fiir sich 
anzusehen, ob sie semiconvergent ist, oder nicht; und eine solche Reihe ohne 
Kenntniss oder wenigstens vorherige Abschiitzung des Restes iiberhaupt keine 
Bedeutung hat. Eine semiconvergente Potenzreihe ist nicht, wie eine convergente, 
ihrer Form nach characteristisch fiir die entwickelte Function: sie ist nichts 
weiter, als eine Reihe von Einschliessungen innerhalb endlich von einander ent- 
fernter Grenzen, die man nicht ohne Weiteres fiir andere Werthe der Veriinder- 
lichen in Anspruch nehmen kann, als wofiir sie bewiesen ist. 

82* 
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Discussion der semiconvergenten Reihen bei Variabilitiit des ~. 
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Die Reihen des vorigen §. sind zunichst unter der Voraussetzung 
eines x mit positivem reellen Theile abgeleitet worden, und es ent- 
steht die Frage, ob und inwiefern diese Voraussetzung eine zufillige ist. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns in der Reihe aus (1) des 
vorigen §. 

Pa Fe). t 5 (MP) ole-damts-n)i 


(1) sin 2nx ‘Sny COS NE — (ay)? 
at (2x) 


x mit — sx vertauscht, wodurch sie in: 











4 ai 
oe i Econ - (n,p) po let aeti—nli 
V—2nxz COs nx (2 x)? 
iibergeht, welche Reihe nach (2) des §. 6. den Werth: 
(I) i of = a _ 
—2x sin 2nm 
besitzt. Durch Vertauschung von x mit — 2 wiirde aber die linke 
Seite der Gleichung (1) in 
J” i~a)— enn J—"(x) 


sin 2nzx 
iibergegangen sein, und es fragt sich, ob dies mit (I) iiberstimmt oder 
nicht. Man bemerkt nun, dass, wenn die Variabele sich in positiver Rich 
tung (d. h. pberhalb um «0 herum) von + 2 bis zu — x bewegt, J” (x) 
dadurch den Factor e’™, J~"(«) den Factor ¢"” erlangt; wie man 
aus den Reihenentwicklungen in §. 1. leicht findet. Dann wiirde also 
vorstehender Ausdruck 


_ ne (x) — J (2) 

sin 2n2 
sein, und da bei derselben Variabilitit des 2, Y/—a« = /x ¢}”, so 
stimmt dieser Werth mit (1) iiberein, d. h. die Gleichung (1) besteht 
auch noch fiir ein x mit negativem reellen Theile, wenn man sich x 
aus dem urspriinglichen Gebiet der Giiltigkeit (dem 4. und 1. Qua- 
dranten) auf positivem Wege in den 2. oder 3. Quadranten iibergehend 
denkt. 

Die Gleichung (1) besteht jedoch nicht mehr, wenn x nach einem 
vollen Umlaufe um # = 0 in das urspriingliche Intervall der Giiltig- 
keit zu seinem anfinglichen Werthe zuriickkehrt, da unterdessen die 
Functionen J"(x) und J~” (x) respective die Factoren ¢2" , ¢—2n#i 
angenommen haben, die Reihe in (1) aber nur den Factor — 1. Nur in 


1 ‘ , : 
dem Falle, dass n = m + — und m eine ganze Zahl ist, bleiben 


beide Seiten auch dann noch einander gleich;*dann aber ist, wie er- 








— — 











vs 


eC 











Die Cylinderfunctionen erster und zweiter Art. 497 


sichtlich, die Reihe (1) keine semiconvergente Entwickelung, sondern 
eine endliche Reihe. Wir diirfen von diesem Falle daher hier und im 
Folgenden ganz absehen. 

Die Anwendbarkeit der Formel (1) hért hiernach auf, sobald x 
aus dem 3. Quadranten in den 4. tritt; und man kann, wie mir scheint, 
dieses merkwiirdige Verhalten am besten so ausdriicken: 

Man zerschneide die Ebene von 0 bis — oo# in der nega- 


tiv-imaginiren Axe, bestimme die vieldeutigen Potenzen 2” in 


J*" (x) und Yx so, dass sie sich fiir = + 1 auf + 1 reduciren, so 
gilt die Gleichung (1) in der ganzen Ebene, so weit sie 
nicht zerschnitten ist. 

Aehnlich, jedoch anders verhilt es sich mit der Gleichung: 





(2) . on™ J” (ae) — J~*(a) ae ae i — y (n ,P) —_ [x—da(n+4 —p) Ji, 
i oil sin 2n Vinx cos nam ~ (Qy)P © 
Vertauscht man in der Reihe « mit — x, so geht sie iiber in: 


F e(n+4 xi 








_—— dy MP) fe—tawnti-p)i 
V —27x% COS nx (2x)? ? 


welche nach (1) summirt werden kann und: 
ze | ynni J” (at) — ot J—* (x) 


(II) —— iy z 


—2x sin 2n2 





ergiebt. Die linke Seite von (2) geht durch diese Vertauschung in: 


grat MI" (—a) — I~" (2) 


sin 2nz 
iiber, umd soll dies mit dem Werthe (II) iibereinstimmen, so muss 

J"(— a) = oO" I"(+-a), I" (— a) = a J" (4+ 2) und 
/—« =— ip « gesetzt werden, d.h. man muss voraussetzen, dass 
jetzt « sich in negativem Sinne (unterhalb x0) von + x zu —a@ 
bewegt hat. 

Man erhilt daher das Intervall, in dem Gleichung (2) gilt, 
wenn man sich die Ebene in der positiven imaginiren Axe 
von 0 bis + oot zerschnitten denkt. Die Bestimmung der viel- 
deutigen Potenzen erfolgt hierbei so, wie vorhin, dass sie fiir «= + 1 
der reellen positiven Eimheit gleich sind. 

Diese Eigenthiimlichkeit der semiconvergenten Reihen hiingt mit 
dem Umstande zusammen, dass sie fiir die Linien, in welchen wir die 
Ebenen zerschnitten, weil in ihnen resp. die Gleichungen (1), (2) zu 
bestehen aufhéren, selbst alle Bedeutung verlieren. 





Was zuerst (1) anbelangt, so geht diese Reihe fiir «= — yi in: 
i ognzi ( ) 
e2 coats e a (— 1) Av, Pp) 


V22y cos nx (2 y)” 
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iiber. Wenn nun y positiv reell, so ist diese Rgihe uicht mehr semi- 
convergent, wie man fiir ein reelles » leicht erkennt; denn fiir ein 
solches werden die in der Reihe (x, p) alternirenden Zeichen durch 
(— 1)” aufgehoben und die Reihe enthilt von 2p > » an lauter Glie- 
der einerlei Zeichens. 


Werth in 


iiber, also, wenn » reell, in eine Reihe mit abwechselnden Zeichen, 


*) Denn angenommen, die aus lauter positiven abuehmenden Gliedern beste 


hende Reihe 





Hermann Hankev. 


Eine Reihe mit lauter positiven Gliedern aber 
kann die Kigenschaft nicht mehr besitzen, dass sie, an einer belie- 
bigen Stelle abgebrochen, sich von einem gewissen Werthe immer 
weniger unterschiede, als das niichstfolgende Glied angiebt*). 

Was die Reihe (1) fiir «—-+ yi betrifft, so geht sie fiir diesen 


1 e 4 nmi 


} 2nmy COs nz 


R=u+u,+u+.., 


sei semiconvergent, so sei 1) wu, > R. 
Grésse, welche > wu, ist. 


unterscheiden. 


also um so mehr > wg ist. 


e 4 


Dann ist w, + w, jedenfalls > R um eine 
Nun soll aber bei einer semiconvergenten Reihe, wenn 
sie abgebrochen wird, uw) + w, sich von R um weniger, als das niichste Glied wu, 
Dies widerspricht aber vorigem, wonach der Unterschied > wy 
Wenn 2) u% < BR ist, so wiire es doch von R um 
weniger als w, verschieden und daher uw + uw, > R; dann aber kénnen analoge 
Betrachtungen, als im ersten Falle angestellt werden. 

Kine Reihe mit lauter positiven Gliedern kann daher, wenigstens an solchen 
Stellen, wo thre Glieder abnehmen, nicht semiconvergent sein. Nun kann man 
aber in der im Text betrachteten Reihe jedenfalls y so gross annehmen, dass bis 
zu einem beliebigen p die Glieder siimmtlich abnehmen; die Reike kiéunte dem- 
nach bis zu diesem hin nicht als semiconvergent betrachtet werden; und doch 
wiirde man gerade die Reihe bis zu dem kleinsten Gliede fortsetzen, um den még 
lichst hohen Grad von Genauigkeit zu erhalten. Somit kann eine solche Reihe 
mit lauter positiven Gliedern nur in gewissem Sinne noch als semiconvergent an- 
gesehen werden, der mir indess von vorstehender Reihe, die Riemann (Poggen- 
dorfis Annal. t. 95. p. 135) als solche in Anspruch nimmt, nicht verstiindlich ist. 

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir eine héchst einfache, aber, wie mir 
scheint, noch nicht ausgesprochene Bemerkung zu machen, welche fiir semicon 


(n , p) 


= (2y)” 


We Me > hh Me Ss oe 





vergente Reihen mit abwechselnden Vorzeichen — dem am hiufigsten vorkom- 
menden Falle — die oft complicirte Abschiitzung der Grésse des Restes ganz er- 
spart. Wenn man niimlich nachweisen kann, dass der Rest immer von entgegen- 
gesetztem Zeichen, als das letzte Glied, also: 


R= Uy — Uy + te — ~.. + (— 1)? Ua +O (— 1) rot, 


so ist 


(— 19+! rn 


1)?+l tnt + (— 1)et2 rate oder rn+1 = Unti — rnte, 


und somit, wenn die 7 alle positive Gréssen sind, 7n+1 > wa+i. Eine solche 
Reihe ist also immer semiconvergent. 

Wenn die Zeichen nicht rein alternirend sind, wird cine Abschitzung der 
Grésse des Restes und der Nachweis, dass er kleiner, als das folgende Glicd ist, 


allerdings néthig sein, 


. 





ni- 
in 
ch 
ie- 
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en 
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welche allerdings semiconvergent sein wird. Erinnert man sich jedoch, 
dass diese Reihe eigentlich als aus der der Glieder von gerader und der 
von ungerader Ordnung zusammengesetzt zu betrachten ist, deren jede, 
fiir sich genommen, jetzt auch wieder nur Glieder einerlei Zeichens 
enthilt, so scheint jetzt auch vorstehende Reihe unbrauchbar. Indes- 
sen liisst sich zeigen, dass man in dem Falle x = -+ yi die Reihe als 
Kine zu betrachten hat. ‘Denn in dem Falle, dass 7 = yi ist, kann 
an Stelle des Integrales, welches im vorigen §. zur Entwicklung der 
semiconvergenten Reihe fiihrte, das andere Integral 


fe e- 1a 


1 
genommen werden, welches durch die Substitution ¢ = 1 -+ r in: 
—2(n—- 4 i = | - P - ,  # i r r - 4 
Mee mie Hi J ae (1 +s ) * dr 
0 ™ 


i i vas « ° . 
iibergeht. Jetzt aber kann (! += y’ * in eine theils convergente, 


theils semiconvergente Reihe entwickelt werden, welche nicht in zwei 
zu zerfillen ist; und man erhiilt so obige Reihe in dem angegebenen 
Sinne. 

In ganz derselben Weise lisst sich denn auch zeigen, dass die 
Reihe (2) fiir «—-+ yi, in der Schnittlinie, welche die Giiltigkeit 
der Gleichung (2) begrenzt, aufhért, eine Bedeutung zu haben; wiih- 
rend sie fiir «= — yi als Kine Reihe zu fassen, und nicht in zwei 
zu zerfiillen ist. 

Nachdem wir so die Giiltigkeitsintervalle der Gleichungen (1), (2) 
kenneir gelernt haben, so ist es leicht, zu sehen, dass die aus (1), (2) 
durch lineare Verbindung entstandenen Formeln (3), (4), (5) des §. 6. 
nur innerhalb des Intervalles bestehen bleiben kénnen, in dem jene 
beiden Gleichungen (1), (2) gelten, d. h. also: Es gelten die semi- 
convergenten Reihen (3), (4) nur fiir soleche x, die einen 
positiven reellen Theil haben, und es ist diese Beschrinkung 
somit nicht eine zufillige, sondern eine wesentliche. 

In der That: Vertauscht man in der Reihe: 


y2 yy (P) cos |[r—}a(n-+4—p)], 


(3) a ~ Qa)? 
welche fiir ~ mit positivem reellen Theile = J"(x) ist, « mit — a, 
so dass sie in: 

~ (ifn 1 1 

ne ea an! (— 1)? cos [a9 + $a (n+4—p)] 

z ane S 2 

iibergeht, so kann sie nach (4) summirt werden, und es hat die Reihe 
(3) fix w mit negativem reellen Theile den Werth: 
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Y "(— 2): 


i COS NI 


Ebenso findet man, dass die Reihe (4) 


(4) Viz oop sin [e— beet 4 —p)l, 


die fiir « mit positivem reellen Theile den Werth: 





wag % 
cos nz ce“ — Y"(x), 
= 
hat, fiir solche mit negativem reellen Theile den Werth: 
? 5 
t alas i £) 
annimmt. 

Um demnach auch fiir solche ~, welche einen negativen reellen 
Theil haben, eine semiconvergente Entwickelung zu erhalten, hat man 
J" (x) erst auf J"(—~-2zx), in dem also die Variabele (— x) einen posi- 

+? 
tiven reellen Theil hat, mittels der Gleichung: 
J n (a) _ em P (— x) 
zu reduciren. Fiir rein imaginire y aber ist eine Entwickelung dieser 
Art nicht statthaft. 
Wihrend also: 


9 
= 2 , 1 L 
v2. cos [x —_}4a(n-+ }$)] 
der asymptotische Werth von J"(x) fiir x mit reellem positiven Theile 
. 
ist, wo /z mit reellem positiven Theile zu nehmen ist, so niihert sich 
J"(x) fir solche x, die einen negativen reellen Theil haben, dem 


Ausdruck: 





nti Ee . 
em / 2 cos [2 +42 (n +4) 


wenn der Modul unendlich wiichst; und es ist /—~z fiir reelle nega- 
tive ~ positiv zu nehmen. 

Wenn « = « + yi gesetzt wird, wo « eine unendlich abnehmende, 
y eine unendlich zunehmende reelle positive Grésse bezeichnet, so ist 
nach der ersten Formel der asymptotische Werth von J"“(¢ + yi) 


y 1 otha oy 
2a (e+ y?) ? 


 ——~a aa ate I 4 
Vety = /Vety 2 bare tan 


— &§ y : : 
und in — are tan ¥ der Bogen im 1. Quadranten zu nehmen ist, da- 


wo 


mit der reelle Theil von //e + yi positiv sei. Nimmt nun « unend- 





; . : ee ae. 21 wt we We. 8 nine 
lich ab, so wird are tan => und VV: +y% = Vy, so dass: 
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der asymptotische Werth von J"(« + yi) ist. 
Um den von J"(— ¢+ yi) zu bestimmen, nehmen wir 
J"(—e+ yi) =e" J"(e— yi) 


und finden so: 


om V ae en 4 (n+ 4) ni e! 
2x (e—yt) 


als asymptotischen Werth; jetzt ist: 





— 1 fore < y 
Ve =—*i on VV2 tye gare tan; 


° . 4 wu 
und bei unendlich abnehmenden é, are tan # = | zu setzen, so dass 


man 


Vy: ie nmi oY 
2ay ” 


als asymptotischen Werth von J*"(— ¢ + yi) findet. Da dieser mit 
dem von J"(é + yi) iibereinstimmt, so kénnen wir ihn sofort fiir den 
asymptotischen Werth von J"(yi) mit unendlich wachsendem y iiber- 
haupt annehmen. 

Bei richtiger Bestimmung der Zeichen ist dann: 





1 “ -4nzi e! 


U 


any 


der asymptotische Werth von J"(— yi). 





Erlangen, 15. December 1868. 



























Neuer Beweis des Vorhandenseins complexer Wurzeln 
in einer algebraischen Gleichung. 


Von Hermann KINKELIN in Base. 


Seit Gauss seinen ersten Beweis von der Auflésbarkeit einer alge- 
braischen Gleichung durch einen complexen Werth der Unbekannten 
veroffentlicht hat (1799, Werke Bd. III. pag. 1.), sind mehrere Be- 
weise von verschiedenen Verfassern erschienen, welche theils auf einer 
analytischen Grundlage, wie derjenige von Cauchy (1821, Cours 
d’analyse, pag. 331), der zweite und dritte von Gauss (1815 und 
1816, Werke Bd. III, pag. 31 und 57), der von Serret (Cours d’al- 
gebre supérieure (1866, Band I, pag. 97), theils unter Beiziehung 
riumlicher Anschauungen aufgestellt wurden, wie namentlich die bei- 
den von Ullherr (Crelle’s Journal Bd. 31, pag. 231) und der letzte 
von Gauss (1849, Werke Bd. III, pag. 70), der von dem ersten sich 
nur in der Form unterscheidet. Man wird nun wohl an den Beweis 
irgend einer Wahrheit die Forderung stellen diirfen, dass die zu Grunde 
gelegten Principien die vollstindige Wahrheit enthalten und geeignet 
seien, sie zu enthiillen. Ausser dem ersten und letzten Beweise von 
Gauss ist aber keiner, der die Existenz aller Wurzeln einer Gleichung 
unmittelbar zeigt und damit der ausgesprochenen Forderung Geniige 
leistet. Es scheint demnach gerechtfertigt, einen neuen Beweis dieses 
Fundamentalsatzes der Lehre von den algebraischen Gleichungen mit- 
zutheilen , der nicht an dieser Unvollstiindigkeit leidet und ausserdem 
den Vorzug hat, sich auf den allerelementarsten Grundlagen aufzu- 
bauen und mit den ndthigen Modificationen auch auf transcendente 
Gleichungen anwenden zu lassen. 


Es sei « = p + qi eine complexe Zahl, in der p und q reelle 
Gréssen bedeuten und i = Y — 1 ist. Nimmt man auf einer Ebene 


ein festes Axensystem XOY an und trigt p als Abscisse, q als Ordi- 
nate auf, so ist der so bestimmte Punkt m in der Ebene der Reprii- 
sentant von x. Die Gerade, welche diesen Punkt mit dem Nullpunkte 
O der Coordinaten verbindet, habe die Liinge + und bilde mit der 
Axe OX den in der positiven Drehungsrichtung gemessenen Winkel «; 
dann kann man auch setzen: 


xz =r (cos e + ¢ sin «); 
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wobei r und « die Polarcoordinaten von m sind und zwar-r der Ra- 
dius, « das Argument. 

Liisst man p und qg alle modglichen Werthe von — oo bis + co 
annehmen, so durchliiuft « das ganze Gebiet der complexen Zahlen und 
die repriisentirenden Punkte m fiillen die ganze Ebene (Zahlenebene) 
aus. Das Niimliche wird dadurch erreicht, dass man dem Radius r 
alle Werthe von 0 bis -+ oo und dem Argument a@ diejenigen von 
0 bis 22 giebt. 

Es bezeichne J’ (x) eine algebraische ganze rationale Function der 
complexen Veriinderlichen 7, so kann man sie ebensowohl als Func- 
tion der beiden unabhiingigen Veriinderlichen p und q, wie als solche 
von y und «@ auffassen. Sie lisst sich in die Form 

P+ Yi = R (cos A + i sin A) 

bringen, wobei P, Y, R und A stetige reelle Functionen von ry und 
« sind. Der Punkt WZ sei Repriisentant der Function fiir denjenigen 
Werth von x, dessen Repriisentant der Punkt m ist. Er hat die 
rechtwinkligen Coordinaten P und @ und die Polarcoordinaten R und 
A, Giebt man dem Radius r einen bestimmten Werth und variirt « 
stetig von 0 bis 27, so wird sich sowohl F& als A stetig iindern und 
zwar so, dass beide fiir @ —2z die niimlichen Werthe annehmen, 
wie fir «0. Das heisst: Wenn man den Punkt m eine Kreisperi- 
pherie vom Radius ry durchlaufen lisst, so wird der Punkt M eben- 
falls eine geschlossene krumme Linie (von einem oder mehreren Um- 
giingen) beschreiben, welche wir eine repriisentirende Linie nen- 
nen wollen. Da ferner die Function F(x) auch stetig beziiglich des 
Radius + ist, so wird die stetige Variation desselben von 0 bis + oo 
eine Folge von repriisentirenden Linien erzeugen, von denen sich jede 
an die vorhergehende, ohne Zwischenriiume zu lassen, anschliesst. 
Ueberdies ist zu bemerken, dass keine der repriisentirenden Linien fiir 
einen endlichen Werth von y einen wnendlich entfernten Punkt ent- 
hilt, noch fiir einen unendlichen Werth von ry einen Punkt in end- 
licher Entfernung von 0. 

Es soll nun zuniichst gezeigt werden, dass die Function F (x) 
aller méglichen complexen Werthe fihig ist oder, was dasselbe ist, 
dass die repriisentirenden Linien die ganze Zahlenebene bedecken. Um 
die Darstellung zu vereinfachen, wollen wir eine Function, deren reprii- 
sentirende Linien (von « =O bis 22) in der positiven Drehungsrich- 
tung laufende, geschlossene, nicht ins Unendliche gehende Linien sind 
und die ganze Zahlenebene stetig bedecken, in der Weise, dass die 
einem unendlich grossen r+ entsprechenden ganz im Unendlichen lie- 
gen, eine unbegrenzte Function nennen. Die Unveriinderliche 
x ist eine solche ihrer selbst. 

Satz IL Die Summe aus einer unbegrenzten Function 
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und einer constanten Zahl ist selbst eine unbegreuzte 
Function. 

Beweis. Es sei f(x) = P+ Qi eine unbegrenzte Function und 
werde durch den Punkt MW repriisentirt. Addirt man zu ihr die cou- 
stante Zahl a + bi, so wird die Summe gleich 

f(@) = (P+) + (0+ d)i. 

Die Coordinaten jedes die Function /, (x) repriisentirenden Punktes M/, 
sind beziiglich um a@ und b grésser, als die des entsprechenden Punk- 
tes M. Sitimmtliche Punkte WM sind demnach in gleicher Richtung 
und um einen gleichen Betrag verschoben worden, so dass sich in 
ihrer gegenseitigen Anordnuag nichts geiindert hat und die repriisen- 
tirenden Linien in unveriinderter Gestalt, wenn auch in anderer Lage, 
die Zahlenebene bedecken, w. z. z. w. 


Satz. II. Das Product aus einer unbegrenzten Function 
und ihrer Verinderlichen ist selbst eineunbegrenzte Funce- 
tion. 

Beweis. Es sei wieder «=r (cos a+ i sina) die Verinder- 
liche und / (~) = R (cos A + i sin A) eine unbegrenzte Function der- 
selben, so ist ihr Product 

x. f (x) =r R [cos (A + a) + isin (A+ @)]. 

Lisst man in dem letzten Ausdruck zuniichst den Radius r con- 
stant und variirt dann « stetig von 0 bis 27, so wird nach der Vor- 
aussetzung das Argument A fiir «—0O und @ =2z den niimlichen 
Werth A, oder allgemeiner A, + 2gz haben, unter g eine ganze posi- 
tive Zahl verstanden. Wie daher auch im Uebrigen der Gang des 
Argumentes A beschaffen sein mag, so wird die Summe A + a fiir 
« = 0 von dem Anfangswerthe A, ausgehen und in stetigem Verlaufe, 
entweder bestiindig zunehmend oder stellenweise abnehmend, mit dem 
Endwerthe A, + 22 oder allgemeiner A, + 29x + 22 fiira =22 
schliessen, also jedenfalls einen vollen Umlauf machen. Da nun auch 
der Radius rf eine stetige Function von @ ist, so folgt hieraus, dass 
die Linie, welche der die Function x. f(x) fiir den angenommenen 
Werth von yr repriisentirende Punkt beschreibt, um den Nullpunkt O 
des Axensystems herumgeht und in sich selbst zuriickkehrt. Ferner 
sind beide, sowohl der Radius rR als das Argument A + @ nach der 
Voraussetzung stetige Functionen von 7, und der erstere nimmt bei 
stetigem Variiren von y vom Anfangswerthe 0 bis zum Endwerth oo 
ebenfalls stetig alle Werthe von 0 bis oo an, was auch sonst sein 
Verlauf sein mag, da FR fiir keinen unendlichen Werth von r Null 
ist. Die repriisentirenden Linien schliessen sich demnach um den 
Anfangspunkt herum continuirlich an einander an und bedecken die 
ganze Zahlenebene, w. z. z. w. . 
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Es ist nicht iiberfliissig zu bemerken, dass der Radius R, wenn 
auch nicht fiir unendliche grosse, so doch fiir endliche Werthe von r 
ein- oder mehrmals verschwinden kann, wenn niimlich eine oder 
mehrere der die Function f(x) repriisentirenden Linien durch den Null- 
punkt O gehen. Kin solcher Durchgang komme iiberhaupt k mal vor, 
sei es dadurch, dass / verschiedene Linien oder dass einzelne von ihnen 
mehrmals diese Eigenschaft haben. Alsdann wird der Radius FR fiir 
k Werthpaare von r und «@ gleich Null, welche gleich oder ungleich 
sein kénnen (im ersten Fall weisen die repriisentirenden Linien in O 
einen Riickkehrpunkt auf). Der Radius rR der Function «./(x) wird dann 
ein Mal mehr verschwinden, niimlich ausser fiir jene noch fiir r = 0. 
Wenn daher die Gleichung /(x) k complexe Wurzeln hat, so hat die 
Gleichung x.f(x) = 0k -+ 1 solche. Geometrisch wird dies dadurch 
dargestellt, dass die repriisentirenden Linien von «. f(x) k + 1 mal 
durch den Nullpunkt O gehen, wenn diejenigen von f(x) k mal den- 
selben passiren. 

Satz TI. Eine algebraische ganze rationale Function 
einer complexen Verinderlichen ist jedes complexen Wer- 
thes faihig. 

Beweis. Die Gréssen a,, a, ... @,_,) @, mdgen beliebige com- 
plexe Constante bedeuten, x eine complexe Veriinderliche, so sind fol- 
gende Functionen unbegrenzt in dem angenommenen Sinne, und zwar 
abwechselnd zufolge Satz I. und IL: 

XL, “z+a, 
“(a+a,) = #@+a,z, v+ar¢+a,, 
a(e+ae¢ta) = @®+a,e+ae, w+a,2+a,27+4,, 


u. s. w. bis 


a+ aa" tae *+...+4a,,¢2+4, ; 
und kénnen daher jeden gegebenen complexen Werth annehmen, 
W. Z Z. W. 

Aus dem letzten Satz folgt unmittelbar, dass eine algebraische 
ganze rationale Function fiir wenigstens einen complexen Werth der 
Veriinderlichen Null wird, oder dass eine algebraische Gleichung 
mindestens eine complexe Wurzel hat. 

Man ist nun leicht im Stande nachzuweisen, dass eine algebraische 
Gleichung des »‘e" Grades » complexe Wurzeln haben muss; wie folgt: 

Satz IV. Wenn eine algebraische ganze rationale Funce- 
tion des vn" Grades ohne constantes Glied fiir » Werthe 
der complexen Verinderlichen Null wird, so gilt dies auch 
fiir eine solche Function mit constantem Glied. 

Beweis. Es wird behauptet: wenn eine ganze rationale Function 
einer complexen Grésse, in welcher kein constantes Glied vorkommt, 
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fiir » Werthe der Veriinderlichen verschwindet, so gibt es ebenfalls » 
Werthe von x, welche die Function 


F(a) = xv +a,2"-*+a, 0°" +...+4, ,¢4+ a, , 
die das constante Glied a, enthilt, gleich Null machen. In der That, 
es ist im vorigen Satz gezeigt worden, dass sich immer ein solcher 
Werth @ von x finden liisst, dass 


] —1 —2 
(W) @” + a,oa"" +a,o0"""+...+4 _,a0=——a, 
wird. Setzt man daher in F(z) 


z=y+a, 
so dass @ der Bedingung (W) geniigt, so werden x und y eine gleiche 
Anzahl von Werthen haben und es wird 


F(2)=y +h y'+hy X+... +b, 9 
+ (@”" + a, a" + sill + a @ + a,,) 


oder, da nach der Annahme die Klammer gleich Null ist, 


F(a) = y* +hy +h i+... +4+b,_19, 
wo das constante Glied fehlt und die Coefficienten b,, b,,...b,_, 
Functionen von @ und den Coefficienten a,, a,,...a,_, sind. Der 
Voraussetzung zufolge gibt es aber x Werthe von y, welche den letzten 
Ausdruck von F(x) gleich Null machen und daher ebensoviele von 2, 
W. Z. Z. W. 

Satz V: Eine algebraische Gleichung des n'" Grades 
hat » complexe Wurzeln. 

Beweis. Die Grosse 2? + a, 2 =a (x-+ a,) wird Null fiir die 
beiden Werthe «=0 und « = —a,, folglich wird «? + a,x2+ a4, 
nach dem vorigen Satz ebenfalls fiir zwei Werthe von x Null. 

Daraus folgt nach der Bemerkung zu Satz II. weiter, dass 
a(a?+a,2-+a,.) = +a, 2*+ a,x fiir drei Werthe von x ver 
schwindet, was nun auch fiir die Function 2° + a, z* + a, x + a, gilt. 

Auf gleiche Weise schliesst man, dass der Ausdruck 
2 (a+ a, a+ a,2+ a.) =2'+ a, 2+ a, 2 + a, x und mit ihm 
auch #'+ a, 2>+ a, 2*°-+ a,2-+ a, fiir vier Werthe von « ver- 
schwindet. 

Wird in dieser Art weiter geschlossen, so ergibt sich allgemein, 
dass die Function 


ag + a, -' + a, -*?# +... $4,_,4+4, 


fiir » Werthe von z Null werden muss, w. z. z. w. 


Basel, den 16. Januar 1869. 





























Notiz ber das cykloidische Pendel. 


Von Cart Neumann in Lerrzia. 


Auf einem gegebenen Cykloiden - Bogen, dessen Ebene vertikal 
und dessen Symmetrieachse ebenfalls vertikal steht, mag irgend ein 
Mobil sich befinden, welches getrieben durch die Schwerkraft hin und 
her geht liings des gegebenen Bogens. Der unterste Punkt des Bo- 
gens sei fp, ferner seien @ und y diejenigen beiden Punkte des Bogens, 
zwischen denen das Mobil oscillirt; so dass also etwa « den willkiir- 
lich gewihlten Ausgangspunkt des Mobils vorstellt, wiihrend y den 
mit @ gleich hohen Punkt auf der andern Seite des Bogens repriisen- 
tirt. Man denke sich ferner in der Ebene des Bogens eine Kreislinie 
construirt, welche den Bogen beriihrt im Punkte 6, und gleichzeitig 
auch in Beriihrung ist mit der horizontalen geraden Linie ay. End- 
lich denke man sich ein in der horizontalen Richtung «y ankommen- 
des System paralleler Lichtstrahlen, und das Mobil als einen kleinen 
undurechsichtigen Kérper, welcher in jedem Augenblicke seinen Schat- 
ten auf die Kreislinie wirft. Alsdann gilt folgender Satz: 

Wiihrend das Mobil, getrieben von der Schwerkraft, hinabgleitet 
von «a nach B, wird gleichzeitig der genannte Schattenpunkt die eine 
Hiilfte der Kreislinie mit constanter Geschwindigkeit durchlaufen. 

Man kann diesen Satz in sehr elementarer Art beweisen. Ist 
nimlich v die Geschwindigkeit des Mobils in einem Augen- 
blicke, wo sein Abstand von der Linie ey gleich z ist, so wird be- 
kanntlich 

v= 292 
sein, (g die Intensitiit der Schwerkraft). Hieraus ergiebt sich leicht 
die gleichzeitige Geschwindigkeit v, des Schattenpunktes. 
Offenbar ist nimlich: 
v, COS M, = Vv COS g, 

wo » und g, die Winkel bezeichnen, unter welchen die Geschwindig- 
keiten v und v, gegen die Verticale geneigt sind. Und hieraus findet 
man, und zwar durch elementare, rein geometrische Betrachtungen: 
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UO, = 
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wo ¢ und y Constante sind; ¢ repriisentirt den Abstand des Punktes 
von der Linie ey, und r den Radius desjenigen Kreises, durch dessen 
Fortrollen ‘der gegebene Cykloiden- Bogen erzeugt werden kann. Dem- 
nach hat also v, einen constanten Werth. W. z. b. w. 

Bezeichnet mithin 7’ die Zeit, welche der Schattenpunkt braucht, 
um die Hialfte seiner Kreislinie zu durchlaufen, so wird, weil ca die 
ganze Liinge dieser Kreislinie ist: 

z:3 = 


; cx ¢ 4/g 
Le | ise so 


mithin: 


Tax t- 


Diese Zeit T ist offenbar zugleich auch diejenige, welche das von der 
Schwerkraft getriebene Mobil braucht, um von @ nach # zu gelan- 
gen. Somit ergiebt sich die Schwingungsdauer des Mobils durch 
Verdoppelung des fiir 7’ gefundenen Werthes. 


Leipzig, im Miirz 1869. 











Ueber* fortgesetztes Tangentenziehen an Curven dritter 
Ordnung mit einem Doppel- oder Riickkehrpunkte. 


Von H. Durtee in Praa. 


Legt man an eine Curve dritter Ordnung eine Tangente, so hat 
diese bekanntlich ausser dem Beriihrungspunkte noch einen Punkt mit 
der Curve gemein, welcher der dem Beriihrungspunkte zugehérige 
Tangentialpunkt genannt wird*). Man kann nun in dem Tangential- 
punkte auf’s Neue eine Tangente an die Curve legen und den zuge- 
hérigen Tangentialpunkt aufsuchen, sodann in diesem wieder eine 
Tangente ziehen, u.s. f. Bei einem solchen fortgesetzten Tangenten- 
ziehen liegt es nahe, sich die Frage zu stellen, was schliesslich mit 
dem Tangentialpunkte geschieht, ob derselbe in’s Unbestimmte ver- 
liuft oder sich einer bestimmten Grenzlage nihert, oder ob er in ge- 
wissen Fiillen wieder mit dem ersten Beriihrungspunkte zusammenfal- 
len kann. Dieselben Fragen bieten sich dar, wenn man umgekehrt 
verfihrt, wenn man nimlich aus einem Punkte der Curve eine Tan- 
gente an dieselbe legt, aus dem Beriihrungspunkte wiederum, und auf 
diese Weise ebenfalls fortgesetzt Tangenten zieht. 

In Beziehung auf diese Fragen finden nun bei denjenigen Curven 
dritter Ordnung, welche einen Doppel- oder einen Riickkehrpunkt 
besitzen, eigenthiimliche Siitze statt, die im Folgenden erértert wer- 
den sollen. 


3. 


Ich beginne mit den Curven dritter Ordnung mit einem Riick- 
kehrpunkte, weil hier die Verhiiltnisse am einfachsten sind; solche 
Curven haben bekanntlich nur einen Wendepunkt, der auch immer 
reell ist,:und aus einem Punkte der Curve lisst sich nur eine Tan- 
gente an die Curve legen. Das Folgende stiitzt sich nun auf eine von 


*) Cremona. Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane 
(39. b). 
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Salmon angegebene Methode*), daher wird es zweckmiissig sein, 
dieselbe hier in der Kiirze mitzutheilen. 

Bezeichnen A=0O, B=9%, C=O die Gleichungen von drei 
Geraden, indem A, B, C lineare Functionen homogener Punktcoordi- 
naten bedeuten, so kann die Gleichung einer Curve dritter Ordnung 
mit einem Riickkehrpunkte stets in der Form 

7C = A 
dargestellt werden. Die Geraden A, B, C haben dann folgende Be- 
ziehungen zu der Curve: C ist die Wendetangente, B die Riickkehr- 
tangente, und A die Verbindungslinie des Riickkehrpunktes mit dem 
Wendepunkte. Die Durchschnitte der Geraden BC, CA, AB migen 
resp. mit a, b, ¢ bezeichnet werden; dann ist also ¢ der Riickkehr- 
punkt, und b der Wendepunkt. Zieht man nun durch den ersteren 
eine beliebige Gerade, so kann deren Gleichung in der Form 

A=uBb 
dargestellt werden, wo uw einen von der Lage der Geraden abhiingigen 
Coefficienten bedeutet. Diese Gerade schneidet die Curve in einem 
Punkte x, und zwar nur in diesem, da sie in ¢ schon zwei Punkte 
mit der Curve gemein hat, und es kénnen dann auch die Geraden ax 
und bx durch die Zahl w ausgedriickt werden. Verbindet man niimlich 
die Gleichungen A = » B und B°C = A’*, so erhiilt man, indem man 
A eliminirt, C = u*B, also die Gleichung der Geraden ax, und dann, 
indem man A fiir wB setzt, C = w*A als Gleichung der Geraden bx. 
Demnach wird durch die eine Zahl u ein bestimmter Punkt x der Curve 
fixirt, indem der gemeinschaftliche Durchschnitt der drei Geraden 


cz ....4 = gpB 
ba ....C = pA 
ax....C = p®B 


stets auf der Curve liegt. Daraus ergeben sich die Coordinaten des 
Punktes x in Beziehung auf ABC als Fundamentaldreieck, nimlich 
es ist 
A:B:C=up:!1: p’. 

Man sieht leicht, dass jeder Zahl w ein bestimmter Punkt der Curve, 
und umgekehrt jedem Punkte der Curve eine bestimmte Zahl uw ent- 
spricht. Lisst man den Punkt x die Curve in der Weise durchlaufen, 
dass man die Gerade cx stets in demselben Sinne um c herumdreht, 
so durchliuft w alle reellen Zahlenwerthe entweder stets zunehmend 
oder stets abnehmend durch ++ oo hindurch; fiir w = 0 fallt die Ge- 
rade cx mit A, und fiir ~ —co mit B zusammen, daher entspricht 
dem Wendepunkte ) der Werth « = 0, und dem Riickkehrpunkte der 


*) Salmon. A treatise on the higher plane curves. pag. 165. 
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Werth « = oc. Die Werthe, welche w in den unendlich fernen Punk- 
ten der Curve annimmt, hiingen von einer niaheren Bestimmung der 
Art homogener Coordinaten, die zur Anwendung kommen, ab. In 
jedem Falle aber erleidet die Aenderung der Zahl w in den unendlich 
fernen Punkten der Curve keine Unterbrechung der Stetigkeit, da die 
Drehung der Geraden cx sich continuirlich fortsetzt. Daher kann 
man immer je zwei ins Unendliche sich erstreckende Aeste der Curve 
als im Unendlichen zusammenhiingend betrachten. In diesem Sinne 
kann man sagen, dass die Punkte 6 und ¢ die Curve in zwei Theile 
zerlegen, in der Art, dass mw auf dem einen Theile alle positiven 
Werthe von 0 bis oo, und auf dem andern alle negativen Werthe von 
— oo bis 0 durchliuft. 

Schneidet man die Curve mit einer beliebigen Geraden, deren 
Gleichung die folgende sei: 


aA + BB+ 7C = 0, 
und bezeichnet man mit x einen der Durchschnittspunkte, so findet 
man den diesem Punkte entsprechenden Werth von uw, wenn man die 
Bedingung aufstellt, dass die Gerade durch den Durchschnitt der Ge- 
raden cx und bx hindurchgeht, indem man also A, B, C aus den 
drei Gleichungen 

A — ub == ( 

uA nm Cue 

aA + BB+ 7C = 0 
eliminirt. Dadurch erhilt man 

| 1 yo 0 


}w, 0, —1'=—=B+au+ m= 0. 
la, B, M4 


Die Wurzeln u,, #., , dieser cubischen Gleichung geben die den drei 
Durchschnitten jener Geraden mit der Curve zugehérigen Zahlen an. 
In dieser Gleichung fehlt aber das mit u* behaftete Glied, daher ist 


Hy + H+ ow; = 0. 
Man kann auf dieselbe Art auch das Umgekehrte beweisen, nimlich 
dass drei Punkte der Curve stets in gerader Linie liegen, wenn die 
Summe der ihnen zugehérigen Zahlen gleich Null ist. 

Nimmt man nun an, es sei jene Gerade eine Tangente, und be- 
zeichnet mit v die dem Beriihrungspunkte und mit v, die dem Tan- 
gentialpunkte zugehérige Zahl, so hat man, da im Beriihrungspunkte 
zwei Punkte der Curve zusammenfallen, 

2v+u,=0 oder Vv, = — 2. 
Giebt man aber dem Tangentialpunkte die Zahl », und dem Beriih- 
rungspunkte die Zahl v’, so ist 
33* 








512 H. Dorer. 


y+ 2v’ = 0 oder y= — fy. 
Hieraus folgt, wenn man die beiden Theile ins Auge fasst, in welche 
die Curve durch die Punkte } und ¢ getheilt wird, dass der Tangen- 
tial- und der Beriihrungspunkt stets auf verschiedenen Theilen der 
Curve liegen. Setzt man sodann die Tangentenlegung fort, indem 
man zuerst jeden neuen Tangentialpunkt als Beriihrungspunkt an- 
nimmt und den zugehérigen Tangentialpunkt aufsucht, so erhilt man, 
wenn v die Zahl des ersten Beriihrungspunktes ist, fiir die Tangen- 
tialpunkte nach und nach die Zahlen 
—2-v, (—2)*v , (— 2), .... (— 2)», 
diese wechseln fortwihrend das Vorzeichen, und ihre numerischen 
Werthe wachsen unaufhérlich und bis ins Unendliche; daher geht 
der Tangentialpunkt fortwihrend von dem einen Theile 
der Curve auf den andern hiniiber und nihert sich ohne 
Aufhéren dem Riickkehrpunkte. Bezeichnet man umgekehrt die 
dem ersten Tangentialpunkte zugehérige Zahl mit v und legt aus jedem 
Beriihrungspunkte aufs Neue die Tangente an die Curve, so erhiilt 
man fiir die Beriihrungspunkte nach und nach die Zahlen 


— 4v, (—}4)*v, (— $)*v,...., (hr, ..., 

welche sich ohne Aufhéren der Null nihern. Daher niihert sich 
der Beritihrungspunkt, indem er fortwihrend von dem einen 
Theile der Curve auf den andern hiniibergeht, ohne Auf- 
héren dem Wendepunkte. Es leuchtet von selbst ein, dass so- 
wohl im Wendepunkte als auch im Riickkehrpunkte der Beriihrungs- 
und der Tangentialpunkt zusammenfallen, so dass jene Punkte wirk- 
lich Grenzlagen fiir die Letzteren bilden. 

Zieht man durch den Wendepunkt b eine beliebige Gerade, so 
sind die den beiden anderen Durchschnitten x’ und x” mit der Curve 
zugehorigen Zahlen uw einander gleich und entgegengesetzt, weil dem 
Wendepunkte die Zahl « = 0 zugehért; daher liegen x’ und x” stets 
auf verschiedenen Theilen der Curve. Da ferner die Gerade cx die 
Gleichung A = uP hat, so folgt, dass die Strahlen cx’ und cx” ein- 
ander in Bezug auf die Geraden A und B harmonisch zugeordnet 
sind. Die Gerade B theilt demnach jede durch b gehende Sehne harmo- 
nisch und ist daher die harmonische Polare*) des Wendepunktes. 


a 


2. 
Bei Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte kann 
man nach Salmons Vorgange**) ebenfalls jeden Punkt der Curve 


*) Nach der Benennung Salmons (Higher plane curves. pag. 140). 
**#) A. a. O. pag. 170 . 
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durch eine gewisse Zahl bestimmen, indem man von einer andern 
Gleichungsform ausgeht. Bezeichnet man niimlich wieder mit 
A=z=(0,B=0,C=0 

die Gleichungen dreier Geraden, so kann jede Curve dritter Ordnung 
mit einem Doppelpunkte durch die Gleichung 

(A? + B*) C = A’ 
dargestellt werden, und zwar gilt das obere oder untere Vorzeichen, 
je nachdem der Doppelpunkt ein eigentlicher Doppelpunkt oder ein 
conjugirter Punkt ist. Hier gehen von einem Punkte der Curve zwei 
(reelle oder imaginire) Tangenten an die Curve, und diese hat drei 
Wendepunkte, von denen im Falle eines eigentlichen Doppelpunkts 
einer, und im Falle eines conjugirten Punktes alle drei reell sind. 
Was die Beziehung der Geraden A, B, C zu der Curve anbelangt, 
so ist zuerst C eine Wendetangente, und der Punkt AC oder b ein 
Wendepunkt, also derjenige, der in allen Fallen reell vorhanden ist. 
Zerlegt man ferner im Falle des oberen Zeichens A? — B* in die bei- 
den Factoren A + B und A— B, soschneiden die Geraden A + B=0O 
und A — B =O die Curve in drei zusammenfallenden Punkten, und 
zwar beide da, wo die Curve auch von der Geraden A getroffen wird, 
also im Punkte AB oder c. Daher ist ¢ der Doppelpunkt, und 
A+ B=0 und A— B=O die Tangenten in diesem. Die Gerade 
A ist demnach die Verbindungslinie }< des Wendepunkts ) und des 
Doppelpunkts c. Die Gerade B endlich geht ebenfalls durch den Dop- 
pelpunkt und ist der Geraden A in Beziehung auf die beiden Tangen- 
ten im Doppelpunkte harmonisch zugeordnet. 

Im Falle des unteren Vorzeichens zerfillt A? + B? in die beiden 
imaginiiren Factoren A+:i1B und A—iB. Daher sind dann die 
Tangenten im Doppelpunkte imaginiir, und der letztere ein conjugir- 
ter Punkt. 

Wir wollen das doppelte Vorzeichen mit dem Buchstaben ¢€ be- 
zeichnen und daher die Gleichung der Curve schreiben 

(A? — ¢ B*) C= A’. 

Zieht man nun wieder durch den Doppelpunkt ¢ eine beliebige Gerade 
cw mit der Gleichung A = wB, so erhilt man durch Verbindung die- 
ser Gleichung mit der Gleichung der Curve fiir die Geraden ax und bx 
die Gleichungen 

ax ....(w—e) C=pw'B 

bu ....(u?— 8) C= pA. 
Es greifen hier die friiher gemachten Bemerkungen Platz. Eine be- 
stimmte Zahl w und ein bestimmter Punkt der Curve entsprechen ein- 
ander gegenseitig, und zwar sind hier die Coordinaten eines solchen 
A: B:C=u (w*—e): (we —e): w’. 
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Fiir # = 0 erhilt man den Wendepunkt 0; setzt mau aber uw = 00, 
so erhilt man den Durchschnitt der Genie B=0 und A=C. he 
der That geniigen diese Werthe der Gleichung der Curve; demnach 
entspricht der Werth » = co dem Durchschnitte der Geraden B mit 
der Curve (es giebt nur einen solchen, da B ausserdem durch den 
Doppelpunkt geht), welcher Punkt in der Folge mit d bezeichnet wer- 
den soll. A==C ist dann die Gleichung der Geraden bd. Da hier 
dasselbe gilt, was oben iiber den Zusammenhang zweier Curveniiste 
im Unendlichen gesagt ist, so wird hier die Curve durch die Punkte 
b und d in zwei solche Theile zerlegt, dass die Zahl w auf dem einen 
Theile die positiven Werthe von 0 bis co und auf dem anderen die 
negativen Werthe von — oo bis 0 durchliiuft. 

Schneidet man die Curve durch eine beliebige Gerade, deren Glei- 
chung 

aA + BB+ yC =0 

sei, so findet man wie oben die den Durchschnitten zugehérigen Zah- 
len, wenn man A, B, C aus den drei Gleichungen 


A —_ uB = 0 
wrA —_ (u? — é) Cc = 0) 
aA + BB + 7C = 0 


eliminirt. Diese Zahlen sind also die Wurzeln u,, u., uw, der cubi- 
schen Gleichung 


] ; = 0 
ww, 9,—w—es) |= (+7) w+ Bu? — cop — eB = 
| a ? B ? > 
Da hierin die Coefficienten von uw? und uw” resp. 6 und — ¢f sind, so 
besteht zwischen den Zahlen w,, u., uw, die Beziehung 
(1) Hy My + My + EM, yp ty = 0, 


und es folgt ebenso leicht umgekehrt, dass, wenn drei Zahlen dieser 
Gleichung geniigen, die zugehérigen Curvenpunkte in gerader Linie 
liegen. 

Nimmt man an, dass die obige Gerade eine Wendetangente sei, 
so miissen die drei Werthe u,, u., u, einander gleich wis; ‘ae letzte 
Gleichung geht dann iiber in 


3u + eu? = 0 
und liefert fiir die Wendepunkte die Zahlen » =0 und w=-+ / — Be. 
Hierdurch bestiitigt sich das oben iiber die Wendepunkte Gesagte. Ist 
niimlich der Doppelpunkt ein eigentlicher (e = -+ 1), so ist nur der 
dem Werthe w = 0 zugehérige Wendepunkt b reell; ist aber der Dop- 
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pelpunkt ein conjugirter Punkt (e = — 1), so sind alle drei Wende- 
punkte reell, und die ihnen zugehérigen Werthe von w sind: 


u=0 , w=+V3 , w= JB. 

Liisst man die obige Gerade durch den Wendepunkt b (u = 0) 
hindurchgehen, so zeigt die Gleichung (1), dass die den beiden an- 
deren Durchschnitten der Geraden mit der Curve zugehérigen Zahlen 
gleich und entgegengesetzt sind. Daher ist auch hier die Gerade DB 
die harmonische Polare des Wendepunkts B, und man kann den frii- 
her mit d bezeichneten Punkt (« = cc) nun als den Durchschnitt der 
harmonischen Polare des Wendepunkts ) mit der Curve bezeichnen. 
Dann folgt zugleich, dass die Gerade bd, deren Gleichung A = C 
war, die Curve im Punkte d beriihrt. 


3. 

Wir miissen nun die beiden in Rede stehenden Arten von Curven 
abgesondert behandeln und betrachten zuerst die Curven dritter Ord- 
nung mit einem eigentlichen Doppelpunkt. Hier ist e+ 1 
zu setzen. Die Gleichung der Curve heisst dann 

(A? — B) C= A’; 
die Coordinaten eines Punkts, welchem die Zahl w zugehoért, sind 
A:B:C = 4(w—1): w’—1): w, 
und die Werthe w,, u,, wu, welche dreien in gerader Linie liegenden 
Curvenpunkten zugehiéren, erfiillen die Gleichung 
(2) Hy + be + Ms + Hy He Hs = 9. 

Wenn cie Curve eine Schleife bildet, so liegt offenbar der Durch- 
schnitt @ der harmonischen Polare des (reellen) Wendepunkts auf der 
Schleife. Die Curve kann nun allerdings auch andere Formen haben, 
namentlich kann die Schleife sich in abgesonderte, ins Unendliche 
verlaufende Theile spalten; allein beachtet man den durch die conti- 
nuirliche Aenderung der Zahl w vermittelten Zusammenhang im Un- 
endlichen, so kann man stets einen Theil der Curve angeben, welcher 
der Schleife analog ist. Der Doppelpunkt ¢ theilt niimlich die Curve 
in der Art in zwei Theile, dass man von ¢ aus auf jedem derselben 
wieder nach ¢ zuriickgelangen kann. Derjenige dieser beiden Theile, 
auf welchem sich der Punkt d befindet, soll dann die Schleife oder 
der Theil S genannt werden, der andere Theil dagegen, welcher den 
Punkt d nicht enthilt, mége der offene Theil oder der Theil U heissen. 

Die beiden Tangenten in dem Doppelpunkte haben, wie wir oben 
sahen, die Gleichungen 


A=uB wi Aw-—B, 
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daher gehéren dem Doppelpunkte zwei Zahlen ap, niimlich » = + 1 
und w= — 1. In der That, lisst man einen beweglichen Punkt die 
Schleife (den Theil S) durchlaufen und wieder nach ¢ zuriickgelangen, 
so wird der Punkt d iiberschritten; daher durchliuft «, wenn man es 
etwa mit dem Werthe + 1 ausgehen lisst, zwischen ¢ und d die posi- 
tiven Werthe von + 1 bis co, und dann zwischen d und ¢ die nega- 


tiven Werthe von — oo bis — 1. Durchliuft man dagegen den Theil 
U, so geht w von + 1 durch O hindurch nach — 1. Hieraus folgt: 


der (reelle) Wendepunkt liegt stets auf dem Theile U, und dieser Theil 
enthilt diejenigen Punkte, deren zugehérige Zahlen numerisch kleiner 
als 1 sind, wihrend den Punkten des Theiles S (der Schleife) dieje- 
nigen Zahlen angehdren, die numerisch grésser als 1 sind. 

Denken wir uns nun an einem beliebigen Punkte der Curve eine 
Tangente gezogen. Sei v die dem Beriihrungspunkte, v, die dem 
Tangentialpunkte zugehérige Zahl, so folgt aus (2), indem man 

pe ee > 5 Pg Fy 
setzt , 
2vy+y+v'y, = 0 oder y=—; x 
+» 
Zieht man dagegen aus einem Punkte mit der Zahl v eine Tangente 
an die Curve und nennt v’ die dem Beriihrungspunkte zugehdrige 
Zahl, so ist fiir uj» =v, uw — 4, =v 
y+ 2v’+ vv? =0 oder y = — +) Soe 
Hierdurch bestitigt sich zunichst, dass aus einem Punkte der Curve 
im Allgemeinen zwei Tangenten an die Curve gezogen werden kén- 
nen. Ist aber vy numerisch grésser als 1, so wird v’ imaginiir, also: 
Bei einer Curve dritter Ordnung mit einem eigentlichen 
Doppelpunrkte ist es nicht méglich, aus einem Punkte der 
Schleife (des Theiles S) eine reelle Tangente an die Curve 
zu legen, und fiir alle an die Curve gelegten Tangenten 
liegen die Tangentialpunkte auf dem Theile U der Curve. 
2Qy 
1+ 
von v numerisch kleiner als 1. Geht man nun aber von einem Punkte 
des Theiles U aus, so kann man, da dann vy <1 ist, »v=sin @ 
setzen, bezeichnet man ferner die beiden entsprechenden Werthe von 
vy’ mit v,’ und »,', so ergiebt sich 


In der That ist auch der Werth von v, = — fiir jeden Werth 


, 


v, = —itg4 0 v, = — cotg } 9, 


daher ist stets der eine numerisch kleiner, der andere numerisch gris- 
ser als 1. Also: Aus jedem Punkte des Theiles U gehen zwei 
reelle Tangenten an die Curve, und zwar immer die eine 
an die Schleife (den Theil S) die andere an den Theil U. 
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Aus diesen Siitzen folgt, dass man beim fortgesetzten Tangenten- 
ziehen die Schleife ganz unberiicksichtigt lassen kann. Denn einmal 
liegen Tangentialpunkte nur auf dem Theile U; sucht man aber suc- 
cessive die Beriihrungspunkte auf, so kann die Tangentenziehung von 
dem auf der Schleife liegenden Beriihrungspunkte nicht fortgesetzt 
werden, und es kommt daher jedesmal nur der auf dem Theile U lie- 
gende Beriihrungspunkt in Betracht. Hieraus lisst sich abnehmen, 
dass bei alleiniger Beriicksichtigung des Theiles U hier dieselben Siitze 
gelten , wie bei den Curven mit einem Riickkehrpunkte. In der That, 
setzt man wie oben bei einem auf dem Theile U liegenden Punkte 
die zugehérige Zahl v = sin O (wobei man O am einfachsten zwischen 
= 90° und + 90° liegend annehmen kann), so ist fiir den auf dem- 
selben Theile U liegenden Beriihrungspunkt, abgesehen vom Vorzei- 
chen, v’ =tg 40. Setzt man daher nun nach und nach 

tg } O=sin 0’ , tg } O’ = sin O”, etce., 
so nehmen die Winkel © unaufhérlich ab, und folglich niihert sich 
der Beriihrungspunkt ohne Aufhéren dem Wendepunkt, indem er stets 
von der einen Seite desselben auf die andere hiniibergeht. 

Fiir den zu einem Beriihrungspunkte (v) gehérigen Tangential- 
punkt (v,) fanden wir oben die Formel 

2v 
~ ifr 
Man kann nun immer annehmen, dass v positiv und kleiner als 1 sei; 
denn ist etwa v numerisch groésser als 1, liegt also der Ausgangspunkt 
auf der Schleife, so wird schon fiir den niichsten Tangentialpunkt » 


Vv; 


numerisch kleiner als 1, faillt es dann aber etwa negativ aus, so wird 
es fiir den folgenden Tangentialpunkt positiv und bleibt zugleich klei- 
ner als 1. Indem man den so bestimmten Tangentialpunkt als Aus- 
gangspunkt nimmt, kann man das erste v als positiv und kleiner als 
1 voraussetzen. Dann ergiebt sich: 


(1 — v)? (1 +»)? 
‘74 tee ’ l—4 = Te 


also 

i+y, p~”A—»n? 

1—y ee + ») 
Bezeichnet man nun die den folgenden Tangentialpunkten zugehérigen 
Zahlen mit v,, v,, etc., so hat man 
1 Vo 1 — v2 1+ »! 1 v 1 — w§ 
ptt = ( OF ee ) » G2) =( ,»u. Ss. Ww. 
1 Vs 1+ 1—v 1 — », 1+» 
Beachtet man aber, dass, weil v positiv war, auch v2, positiv, V2» +41 
dagegen negativ ist, so kann man schreiben 


ae g2n+1 
c=, Sy 1 — (— venti) __ Gs ;) = 
I+, \i+tr : 1+ (— %on44) ‘+? 
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r ~,1l— . ~ ° . J 
Nun ist ; — ein echter Bruch, also niihern sich diese Werthe mit 





wachsendem » der Null, und daher convergirt v,, gegen +1, und 
Von4i gegen — 1. Demnach nihert sich der Tangentialpunkt ohne 
Aufhéren dem Doppelpunkte, die Tangente aber einer der beiden im 
Doppelpunkte stattfindenden Tangenten, oder, wenn man will, beiden 
zu gleicher Zeit, indem diese in der Grenze unaufhdérlich mit einan- 
der abwechseln. 


4. 


Gehen wir nun zu den Curven dritter Ordnung mit einem con- 
jugirten Punkte iiber. Wir haben hier in den Formeln des §. 2 
é = — | wu setzen, daher ist die Gleichung der Curve 

(A? + B*) C= A; 
der durch die Zahl w bestimmte Curvenpunkt ist der Durchschnitt 
der drei Geraden 
A=uB, (w?+1) C=wA, (+1) C=wB 
und hat die Coordinaten 
A:B:C=u(w+1):w+1): wv. 
Die Zahlen, welche den drei Durchschnitten der Geraden 
eA + BB+ 7C = 0 
mit der Curve zugehéren, sind die Wurzeln der Gleichung 
(3) , («+ 7) w+ But + eu + B=0, 
und daher sind drei in gerader Linie liegende Curvenpunkte dadurch 
charakterisirt, dass die ihnen zugehérigen Zahlen u,, u,, uw, der Glei- 
chung 
(4) Hy + a + My — Hy He Hy = 9 
geniigen. Es existiren jetzt drei reelle Wendepunkte, welchen die 
Zahlen 
we=0 , w=+/Y3 , w=—/3 
angehoren, und die wir der Reihe nach mit b, b’, b” bezeichnen wol- 
len. Jeder Wendepunkt hat eine harmonische Polare. Diese gehen 
alle durch den conjugirten Punkt, und ihre Durchschnitte mit der Curve 
mogen mit d, d’, d” bezeichnet werden. 

Die Wendepunkte liegen, da die Zahlen + /3 und — /3 gleich 
und entgegengesetzt sind, wie bekannt, in gerader Linie, und es er- 
giebt sich hieraus ferner, was auch schon aus dem Begriffe der har- 
monischen Polare eines Wendepunkts folgt, dass die drei von dem 
conjugirten Punkte c nach den Wendepunkten gehenden Strahlen mit 
jeder der drei harmonischen Polaren ein harmonisches Biischel bilden, 


ee 


——_ 
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und zwar so, dass jedesmal der nach einem Wendepunkte gehende 
Strahl der harmonischen Polare dieses Wendepunkts zugeordnet ist. 
Bezeichnet man die nach den Wendepunkten b, b’, b” gehenden Strah- 
len mit A, A’, A”, und die harmonischen Polaren von b, b’, b” mit 
B, B’, B’, so ist also B mit A, B’ mit A’ und B” mit A” zuge- 
ordnet, und hieraus folgt nach einem bekannten Satze*), dass auch 
B, B’, B” mit jedem der drei Strahlen A, A’, A” ein harmonisches 
Biischel bilden, und dass AB, A’ B’, A” B’ conjugirte Strahlenpaare 
einer Involution sind. 

Die Wendetangente in b (uw =0) war C =0; um die Gleichun- 
gen der beiden anderen Wendetangenten zu erhalten, braucht man 
uur zu beachten, dass eine Wendetangente die Curve in 3 zusammen- 
fallenden Punkten schneidet. Wenn daher die Gerade 


aA + BB+ 7C = 0 
eine der beiden gesuchten Wendetangenten sein soll, so muss die Glei- 
chung (3) sich auf (wu +- /3)® = 0 reduciren, wo das obere Zeichen 
sich auf 0’, das untere auf b” bezieht. Die Vergleichung der Coeffi- 
cienten liefert dann die Werthe «a = 9, B = + 3/3, y= — 8. Be- 
zeichnet man also die Wendetangenten von }’ und b” resp. mit C’ 
und C”, so sind die Gleichungen derselben 
C’ = 9A — 3Vf3 B—8C=0 
C"=9A+ 3/3 B—8C=0. 
Daraus folgt: 
Cc” — Cc’ =6y3B, 

und wir erhalten den Satz, der auch aus dem Begriffe der harmoni- 
schen Polare eines Wendepunkts folgt: Zwei Wendetangenten schnei- 
den sich auf der harmonischen Polare des dritten Wendepunkts. Die- 
ser Satz liefert in Verbindung mit dem vorhergehenden ein einfaches 
Mittel, den dritten Wendepunkt und dessen Tangente zu construiren, 
wenn ausser dem conjugirten Punkte die beiden anderen Wendepunkte 
und deren Tangenten gegeben sind. 

Zieht man aus einem beliebigen Punkte (v) der Curve eine Tan- 
gente an dieselbe, so erhiilt man aus (4) fiir den Beriihrungspunkt (v’) 
,_. = Vi+ vr? : 


v 


y+2v — vw"? =0 oder v 
Hieraus folgt, dass aus jedem Punkte, mit Ausnahme des conjugirten 
Punktes, zwei reelle Tangenten an die Curve méglich sind, wenn man 
bei den Wendepunkten die Wendetangenten mit hinzurechnet. Be- 


*) vy. Staudt, Geometric der Lage. pag, 121. oder Cremona. Curve piane 
(26). 
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zeichnet man ferner die den beiden Beriihrungspunkten zugehoérigen 
Zahlen mit v,’ und »v,', so ist 
‘ 1 


ynw=FS- 7 
2 », 


Wir benutzen dies, um die Gleichungen der harmonischen Polaren 
von b’ und b” zu finden. Zieht man niimlich aus einem Wende- 
punkte die beiden Tangenten an die Curve, so ist der eine Beriih- 
rungspunkt der Wendepunkt selbst, der andere aber der Durchschnitt 
d der harmonischen Polare mit der Curve. Nun waren die Zahlen 
der Wendepunkte b, b’, b” resp. 0, + 3, — V3; also sind die den 
Punkten ¢, d’, d” zugehérigen Zahlen resp. 


1 1 
> — ; os Pt 
‘ V3’ V3 
und die Gleichungen der harmonischen Polaren 
1 , 1 
fae, Passe LL Bee _?. B=0 
V3 ' V3 
—— 1 1 . . 
Da die Zahlen + y und — y wieder gleich und entgegengesetzt 
3 3 


sind, so bestiitigt sich zuniichst, dass auch die drei harmonischen Po- 
laren B, B’, B” mit jeder der drei Geraden A, A’, A” ein harmo- 
nisches Biischel bilden. Ausserdem aber ergiebt sich der Satz: Die 
Durehschnitte der Curve mit den harmonischen Polaren 
zweier Wendepunkte liegen mit dem dritten Wendepunkte 
in gerader Linie, nimlich bd’d”, b’d’d, b’ dd’. 


in 
o. 


Man kann die Untersuchung der successiven Tange:‘ial- und Be- 
riihrungspunkte hier vereinfachen, weun man statt des Zahlen wu, 
welche die Curvenpunkte bestimmen, Winkel einfiihrt, deren Tangen- 
ten den Zahlen uw gleich sind. Da die letzteren alsdann ungeiindert 
bleiben, wenn die Winkel um Vielfache von 2 vermehrt oder vermin- 
dert werden, so sollen zwei solche Winkel, deren Unterschied ein 
Vielfaches von z betriigt, einander aequivalent genannt werden. Schreibt 
man niimlich die Gleichung (4) in der Form 


nee Uy, + Ue 
ts = 1 — UyUlo 
und setzt nun 

uy =—tg 0, , m= tg 0, , uw; = tg O;, 


so folgt 


oder 
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Demnach liegen drei Curvenpunkte jedesmal in gerader Linie, wenn 
die Summe der ihnen zugehérigen Winkel gleich Null oder gleich 
einem Vielfachen von z ist. 

Zieht man nun an einem beliebigen Punkte (0) der Curve eine 
Tangente und bezeichnet den dem Tangentialpunkte zugehérigen Win- 
kel mit 0,, so ist 

0, = — 20; 

setzt man dann die Bildung der Tangentialpunkte fort, indem man 
die diesen zugehérigen Winkel mit 0,, 0,, ete. bezeichnet, so erhiilt 
man 

0, =— 20, 0, = (— 2)°0 , 0, = (~ 2)° 0, ..... Op = (— 2)"0. 
Hieraus folgt, dass die successiven Tangentialpunkte sich nicht einer 
bestimmten Grenzlage niihern, da die Tangente eines unendlich grossen 
Winkels jeden Werth haben hann. Aber es kann hier der Fall ein- 
treten, dass ein spiiterer Tangentialpunkt mit dem ersten Beriihrungs- 
punkte zusammenfillt. Dies tritt niimlich jedesmal und nur dann ein, 


wenn 0, = 0 + xz ist, wo x eine ganze Zahl bedeutet. Man er- 
hiilt also 
(F + “um 
(5) (— 2)"0 = 0 + xa und daraus 9 = ————— 
(—2)" —1 


Man braucht hierin der ganzen Zahl » nur alle Werthe von Null an 
zu geben, welche kleiner sind, als der numerische Werth des Nen- 
ners, weil man fiir alle anderen Werthe von x den friiheren aequiva- 
lente Winkel erhilt. Dann liefert dieser Ausdruck diejenigen Punkte, 
von welchen aus die x'* Tangente durch den Ausgangspunkt hindurch- 
geht. Es ist also bei diesen Curven moéglich, Vielecke zu construiren, 
welche der Curve zugleich ein- und umgeschrieben sind, indem ihre 
Kcken auf der Curve liegen, wiihrend ihre Seiten zugleich die Curve 
beriihren*). Wir miissen diese Vielecke etwas niiher betrachten. Setzt 


os . . cd 2a _ 
man n= 1, so erhilt man die Winkel 0, — >. oder die ih- 
. 2x 1 * 
nen aequivalenten 0, =~ , -,, welche den Wendepunkten angehdren, 
» . 
ba _ 22 fe 2 1 é 
datg(— 3) —te> —— 73, te(— >)=—*> =+y73 


*) Ich habe nachtriiglich gesehen, dass solche Vielecke schon von Herrn 
Clebsch bei den Curven dritter Classe und vierter Ordnung aufgefunden worden 
sind (in der Note zu der Abhandlung des Herrn Cremona. _,,Sur l’hypocycloide 
ii trois rebroussements.“ Crelle’s Journ. Bd. 64), wobei sich ein Ausdruck erge- 
ben hat, der von dem oben unter (5) gefundenen nur durch einen Factor 2 unter- 
schieden ist. Bezieht man die hier zu Grunde gelegte Gleichung der Curve auf 
Linien- anstatt auf Punktcoordinaten, so iibertragen sich die vorliegenden Be- 
trachtungen auf die Curven dritter Classe und vierter Ordnung, welche Herr Cre - 
mona in der genannten Abhandlung untersucht hat. 
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ist; in der That sind die Wendepunkte diejenigen Punkte, bei wel- 
chen schon der erste Tangentialpunkt mit dem ersten Beriihrungs- 
punkte zusammenfiallt. Dieselben Punkte erhiilt man auch fiir n = 2, 


2x ea a 
3 ergeben. Dies ist auch an 


sich klar, denn Zweiecke kann es nicht geben, sondern wenn die 
zweite Tangente durch den ersten Beriihrungspunkt hindurchgehen 
soll, so muss sie mit der ersten zusammenfallen. Nun sind aber die 
Wendepunkte auch fiir jeden Werth von » > 2 mit .unter den durch 
die Formel (5) bestimmten Punkten enthalten; denn bezeichnet man 
den numerischen Werth von (— 2)" — 1 mit N, sodass N = 2” — 1, 
oder = 2" + 1, jenachdem m gerade oder ungerade ist, so ist N stets 
durch 3 theilbar, weil (— 2)" — 1 durch (— 2) — 1 theilbar ist. Die 


Wendepunkte treten daher jedesmal auf, sobald x die Werthe 0, 
N 


da sich wiederum die Winkel 0), = . 


2N . . . . r 
3» 3 @nnimmt. Man bemerkt sogleich, dass zwei verschiedene Zah- 
len x dem Winkel 


(— 2)* al — a 


immer und nur dann iquivalente Werthe zuertheilen, wenn sie nach 
dem Modul N congruent sind. Daher hat man im Allgemeinen fiir x 
ein vollstiindiges System incongruenter Zahlen einzusetzen, und daraus 
folgt, dass man auch in dem Falle eines ungeraden n, wo 0 eigent- 


lich = — a ist, dafiir + v schreiben kann; denn offenbar ist — v 
aquivalent mit Ce; durchliuft aber x ein vollstindiges Restsy- 


stem nach dem Modul N, so thut dies auch N — x. 

Bildet man nun von irgend einer Zah] x ausgehend die den n 
successiven Tangentialpunkten angehérigen Winkcl. 
6 um (—2)xx (—2)? xx (— 2)" an 
(6) WV ? N ; gal, TS de WV 
so erhilt man, wenn die Multiplication mit — 2 fortgesetzt wird, im- 
mer wieder Winkel, welche diesen der Reihe nach iquivalent sind. 


Aber von den Coefficienten (—2)x, (—2)?x, ..... (— 2)"-'x ist 
jeder einer Zahl aus dem Systeme der nach dem Modul N incongruen- 
ten Zahlen congruent. Ist nun etwa (— 2)’x = x’ (mod. N), wobei 


‘ 


. . “x . . 

x < mn, so ist der durch den Winkel W bestimmte Punkt einer der » 
Tangentialpunkte der vorigen Reihe, und daher liefern die den Win- 
“4% “ 2 — , : ‘ 
keln 5, und — zugehérigen Ausgangspunkte nicht zwei verschiedene 


n-Kcke, sondern ein- und dasselbe. Man sieht ferner leicht Folgen- 
des ein: wenn man neben der Reihe (6) eine zweite, von der Zahl h 
ausgehende bildet: , 
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hx (—2)hn (—2)?hx (— 2)""ha 

; te ? N “Saal goa N 
und es ist irgend ein Winkel derselben einem Winkel der vorigen 
Reihe iiquivalent, also etwa (— 2)"x = (— 2)*h und s < 1, so folgt 
hieraus, da (—2)* und N relative Primzahlen sind, (— 2)-*x = h, 
also tritt dann der vorige Fall ein, und simmtliche Winkel der zwei- 
ten Reihe sind denen der ersteren iiquivalent. . 


Um nun die Anzahl der wirklich existirenden n-Ecke zu _bestim- 
men, nehmen wir zuerst an, dass » eine Primzahl sei, und zwar eine 
ungerade, da der Fall » = 2 nicht in Betracht kommt. Setzt man 
fiir x die Reihe der Zahlen 0, 1,2; .... N— 1, so liefern die darun- 


N 2N 


ter vorkommenden Werthe x =0, = —, = —* 2 wie wir gesehen 


haben, stets die Wendepunkte, und fiir diese drei Werthe von x be- 
steht die Reihe (6) aus lauter einander iiquivalenten Winkeln. Diese 
Fille ausgenommen aber, kann es nicht vorkommen, dass fiir irgend 
einen Werth von x irgend zwei Winkel der Reihe (6) einander iiqui- 
valent sind. Denn wiire dies der Fall, wiire also etwa (— 2)" x = (— 2)*x 
(mod. N) und s < 1, so wiire auch (— 2)"-*x =x, also ein gewisser 
Winkel der Reihe (6) dem ersten iquivalent. Es kann geschehen, 
dass  — s nicht der kleinste Exponent ist, fiir den dies eintritt; wire 
aber p der kleinste Exponent, so wiirden nur die Zahlen 


(— 2)?%, (— 2), (—2)%?m, ..... 


mit x congruent sein, und da jedenfalls (— 2)"* = x ist, so miisste 
ein Vielfaches von p und kénnte nicht eine Primzahl sein, weil der 
Fall p= 1 den Wendepunkten angehért und ausgeschlossen worden 
ist. Hieraus und aus dem oben bewiesenen Satze, dass zwei verschie- 
dene Reihen nicht zwei fiquivalente Winkel enthalten kénnen, wenn 
sie nicht vollstindig einander iiquivalent sind, folgt nun, dass die 
siimmtlichen Zahlen x, nimlich 0, 1, 2,...N—1 mit Ausnahme 
der drei, welche die Wendepunkte geben, sich in eine Anzahl Grup- 
pen von je » Gliedern theilen, so dass jede Gruppe ein n-Kck liefert. 
Bezeichnet also Y, die Anzahl der Gruppen uud daher auch die An- 
zahl der méglichen n-Ecke, so hat man 


Ouest Seema lly 


“nn 


Dass dies in der That eine ganze Zahl ist, folgt unmittelbar aus dem 
Fermat’schen Satze. 


Etwas complicirter wird die Sache, wenn m eine zusammengesetzte 
. Pod . 
Zahl ist. Wir sahen oben, dass alsdann der Fall eintreten kann, dass 
die Reihe (6) der Winkel, welche den Eckpunkten eines »-Ecks an- 
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gehéren, in mehrere Theile von gleicher Anzahl von Gliedern zer- 
fillt, in der Art, dass die Glieder eines Theiles sich in den anderen 
Theilen periodisch wiederholen. Dieser Fall muss aber auch jedesmal 
eintreten, sobald n eine zusammengesetzte Zahl ist. Denn bezeichnet 
man mit @ einen Divisor von » und setzt n = aa, so ist (— 2)"— 1 
durch (— 2)" — 1 theilbar, und daher, wenn N, und N, die nume- 


é ‘ . Na; 
rischen Werthe dieser Zahlen bedeuten, N. eine ganze Zahl. Sobald 
a 


__ ANn 


nun * = > ist, hat man 
ux ss ANn xs kz. 
a le. eC 


daher gehért der diesem Winkel entsprechende Punkt nicht eigentlich 
einem n-Ecke, sondern schon einem a-Ecke an, und das n-Eck 
kommt nur dadurch zu Stande, dass das a-Eck « Mal hintereinander 
durchlaufen wird. Der Zahl h kommen offenbar die Werthe 


OS pee 


? 


zu. Unter den dadurch bestimmten Punkten sind aber im Allgemei- 
nen nicht allein die drei Wendepunkte enthalten, sondern wenn a 
selbst wieder eine zusammengesetzte Zahl ist, und a’ irgend einen 
Divisor derselben bedeutet, auch die Eckpunkte der siimmtlichen 
a’-Ecke. Die Bestimmung der Anzahl der vorhandenen eigentlichen 
n-Ecke wird nun besonders dadurch complicirt, dass ein und dieselbe 
Zahl a’ ein gemeinschaftlicher Theiler von zwei Divisoren « und b 
von » sein kann. Ist z. B. nm = 30, so hat diese Zahl die Divisoren 
15, 10, 6, 5, 3, 2; giebt man also der Zahl x die Werthe 


ae 


? ees 30 


—1 


? 


so erhalt man nicht blos die 30-Ecke, sondern auch die 15-Kcke, 

die 10-Ecke, etc. schliesslich die Wendepunkte (die Zweiecke fallen 

fort, da es solche nicht giebt). Bestimmt man nun die 15- Kcke, in- 

dem man in der Formel he der Zahl h die Werthe 0, 1, 2, ... N,,—1 
15 

giebt, so erhilt man auch die 5-Ecke und die 3-Ecke mit, aber die 

hn 


Nio 
6-Ecken (x) enthalten; die Wendepunkte kommen sogar bei jedem 


ersteren sind auch in den 10-Ecken ) und die letzteren in den 


Divisor vor. Man kaun indessen diese Schwierigkeit dadurch umge- 
hen, dass man eine Recursionsformel zur successiven Berechnung der 
Anzahl der eigentlichen n-Ecke aufstellt. 

Man bezeichne mit-a, b, c, .... J die siimmtlichen unter sich 
und von 1 und » verschiedenen Divisoren von n, jedoch mit Ausschluss 
der Zahl 2, da es keine Zweiecke giebt, und-setze 





EE 





————————— 
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n=aa=bp=—cy=....=i 


(unter den Zahlen a, B, y, ... 4 kann die 2 aber wohl vorkommen); 
ferner seien A,, Ma, U,,..- UA, die Anzahlen der eigentlichen n-Kcke, 
a-Ecke, b-Ecke, ...l-Ecke. Giebt man nun der Zahl x die Werthe 
0,1,2,...N,—1 und nimmt jeden als Ausgang fiir eine der Reihe 
(6) analog zu bildende Reihe, deren Glieder die aufeinander folgen- 
den Eckpunkte liefern, natiirlich mit Ausschluss derjenigen, welche 
iiquivalente Reihen geben, welche also, wenn man alle Coefficienten 
gleich auf ihre kleinsten positiven Reste nach dem Modul N,, reducirt 
hat, in den friiheren Reihen schon vorgekommen sind, so erhilt man 
zuerst die eigentlichen n-Ecke, nimlich Reihen von n Gliedern, welche 
alle von einander verschieden sind. Die Anzahl dieser Reihen ist %,; 
von den N, Zahlen x werden dadurch »%, absorbirt. Man erhilt fer- 
ner die a-Kcke, deren Anzahl %, ist, aber hier theilt sich, wie wir 
oben sahen, jede Reihe in @ Gruppen, und jede Gruppe enthilt nur 
a Glieder, die sich periodisch wiederholen. Daher kommen hier nur 
aX, Zahlen x zur Verwendung, offenbar aber sind diese siimmtlich 
von den friiheren »%, Zahlen verschieden. Ebenso erhailt man die 
b-Kcke, indem bei diesen jede Reihe aus 6 Gruppen, jede von b Glie- 
dern, besteht. Diese absorbiren daher aufs Neue } 2, siimmtlich von 
den friiheren verschiedene Zahlen. Fiahrt man so fort, indem man 
auch die e-Ecke, .... 1-Ecke aufgucht, so werden nach und nach 
die Zahlen x verwendet, und es bleiben schliesslich nur die den drei 
Wendepunkten angehorigen iibrig. Bei einem solchen aber besteht die 
Reihe nur aus einer einzigen, sich fortwiihrend wiederholenden Zahl, 
daher ist die Anzahl der fiir die Wendepunkte iibrig bleibenden Zah- 
len gleich 3. Da nun diese und die den verschiedenen Vielecken an- 
gehérigen Zahlen alle von einander verschieden sind, so ist die Ge- 
sammtanzahl gleich N,, und man erhiilt die Gleichung 


Nn == NU» + ana -E b A, + oe Se. a 1M, + 3, 


aus welcher nun fiir jedes » das %, successiv berechnet werden kann. 
Ks wiirde nicht wohl ausfiihrbar sein, ein Beispiel aufzustellen, welches 
geeignet wiire, alle bemerkenswerthen Fille zu erliutern; denn bei der 
kleinsten Zahl, welche (bei Ausschluss der 2) zwei verschiedene Divi- 
soren hat, nimlich » = 12, miisste man schon 352 Reihen aufschrei- 
ben, und die kleinste Zahl n, bei welcher es vorkommt, dass ein Di- 
visor gleichzeitig zwei andere Divisoren theilt, nimlich n = 18, wiirde 
nicht weniger als 14602 Reihen erfordern. Ich will mich daher 


damit begniigen fiir das Beispiel nm =—6, N, = 63, die Reihen der 
Coefficienten von a , und zwar gleich auf ihre kleinsten positiven 


Reste (nach dem Modul 63) reducirt, vollstaindig aufzustellen : 
Mathematische Annalen J, 34 
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’... 0 6 0 6 @ © 
1 61 4 55 16 31 
2 59 8 47 32 62 
3 57 12 39 48 30 
5 53 20 23 17 29 
6 51 24 15 33 60 
a>... %t @&ene +2 & 
9 45 36 54 18 27 
10 43 40 46 34 58 
11 41 44 38 50 26 
18 37 52 22 19 25 
D...14 35 56 14 35 56 
b’ ...21 21 21 21 21 21 
b” ...42 42 42 42 42 42. 


Darin gehéren die mit b, b’, b” bezeichneten Reihen den Wende- 
punkten, die mit D, D’ bezeichneten den Dreiecken und die iibrigen 
den Sechsecken an. 

Man sieht leicht, dass der Fall, wenn » eine Primzahl ist, sich 
dem vorigen unterordnet, und man findet auf diese Weise, dass es 
z. B. 2 Dreiecke, 3 Vierecke, 6 Fiinfecke, 9 Sechsecke, 99 Zehnecke, 
2182 Fiinfzehnecke, 35790267 Dreissigecke u. s. w. giebt, welche der 
Curve gleichzeitig ein- und umgeschrieben sind. 


. 
6. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung derjenigen fortgesetzten 
Tangentenziehung, die entsteht, wenn man aus dem Beriihrungspunkte 
einer Tangente aufs Neue Tangenten an die Curve legt. Hierbei sind 
vor Allem die Wendepunkte b, b’, b” und die Durchschnitte ihrer 
harmonischen Polaren mit der Curve, d, d’, d” ins Auge zu fassen. 


Jene haben (§. 4.) die Zahlen 0, + /3, — V3, diese 


1 1 
Oo HE? + V3 
Die entsprechenden Winkel © sind demnach 
fir b ... 0 et... = 
fiir b’... - fir d ....— = 
3 6 
fir b”... — = fir d’.... - =- 


Driickt man dieselben als Vielfache von * aus, so zeigt sich, dass 
sie folgende Reihenfolge bilden: . 








en 


nd 
er 





Se ee 


a 
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d wb ft &.<4 
@ ~ Suh wh £4. 8 @ 
Daher theilen die drei Punkte d, d’, d” die Curve so in drei Ab- 
schnitte, dass in jedem nur ein Wendepunkt enthalten ist, und zwar 
derjenige, welcher mit den beiden den Abschnitt begrenzenden Punk- 
ten d in gerader Linie liegt (§. 4.). Zieht man aus einem Punkte 
(©) der Curve die Tangenten an die Letztere, und bezeichnet die den 
beiden Beriihrungspunkten angehérigen Winkel mit 0,’ und 0,', so 
ergiebt sich aus den friiheren Formeln (§. 5.) 


6;=—};9, 8 == — 140; 
zweien Beriihrungspunkten, die dem namlichen Tangentialpunkte an- 


gehéren, entspricht daher stets ein Winkelunterschied gleich = . Be- 
trachtet man aber die sechs in dem Schema (7) aufgestellten Inter- 
valle der Curve, welche durch die Punkte 6 und d gebildet werden, 
so liegt der eine Beriihrungspunkt stets um drei Intervalle weiter 
rechts oder links als der andere. Daraus folgt, dass der eine Beriih- 
rungspunkt immer in dem niimlichen durch die Punkte d gebildeten 
Abschnitte liegt, wie der Tangentialpunkt, der andere aber in einem 
der beiden anstossenden Abschnitte. Man iibersieht dies am einfach- 
sten bei dem Abschnitte d’d”, welcher den Wendepunkt ) (0 = 0) 
enthilt. Zu dem Ende setze man 
0 = 2a a 
und schreibe die Zahlen in dem Schema (7) als Coefficienten von = , 
also folgendermassen : 
d wb” dba’ vb a 

—6—4-—-2 02 4 6. 
Dann liegt der Punkt (©) zwischen d’ und d”, wenn a@ eine zwischen 
—1 und +1 liegende Zahl ist, und zwar zwischen d’ und b, oder 
zwischen b und d”, jenachdem «@ negativ oder positiv ist. Die dem 


Beriihrungspunkten angehoérigen Coefficienten von = sind nun 
— «a und 6— a, 
der erstere liegt demnach ebenfalls zwischen d’ und d”, und zwar auf 
der anderen Seite des Wendepunkts, der zweite aber liegt fiir ein 
positives « zwischen 5 und 6, also in dem Abschnitte dd, fiir ein 
negatives « dagegen zwischen 6 und 7, oder was dasselbe ist, zwi- 
schen — 6 und —5, d.h. in dem Abschnitte dd’. Der zweite Beriih- 
rungspunkt liegt also jedesmal in dem an denjenigen Punkt d anstos- 
senden Abschnitte, welchem der Ausgangspunkt am niichsten liegt. 
Ausserdem zeigt sich, dass der mit dem Tangentialpunkte in dem 
34* 
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nimlichen Abschnitte befindliche Beriihrungspunkt dem Wendepunkte 
naher liegt, als der Tangentialpunkt. Setzt man daher das Tangen- 
tenziehen in der Weise fort, dass man jedesmal nur den in dem Ab- 
schnitte d’ d” liegenden Beriihrungspunkt beriicksichtigt, so werden 
die Zahlencoefficienten der Beriihrungspunkte nach und nach 


a a a 
—O8, F os — Be T Beee--s 


und daher niihert sich der Beriihrungspunkt ohne Aufhéren dem 
Wendepunkte. Da sich dies nun in den anderen Abschnitten ebenso 
verhalt, so hat man zusammenfassend folgenden Satz: 

Eine Curve dritter Ordnung mit einem conjugirten 
Punkte wird durch ihre Durchschnitte mit den harmoni- 
schen Polaren der Wendepunkte in drei Abschnitte ge- 
theilt, so dass in jedem Abschnitte ein Wendepunkt liegt. 
Zieht man aus einem Punkte der Curve die beiden Tangen- 
ten an dieselbe, so liegt stets nur der eine Beriihrungs- 
punkt in demselben Abschnitte, wie der Ausgangspunkt; 
zieht man dann aus diesem Beriihrungspunkte wieder die- 
jenige Tangente, deren Beriihrungspunkt in dem nimli- 
chen Abschnitte liegt, und setzt dies fort, so nihert sich 
der Beritihrungspunkt dem in diesem Abschnitte liegenden 
Wendepunkte, indem er abwechselnd von der einen Seite 
des Letzteren auf die andere hiniibergeht. 

Ausserdem bemerke man Folgendes: Sind s und ¢ die Beriih- 
rungspunkte der beiden aus einem beliebigen Punkte (0) der Curve 
an diese gelegten Tangenten, und (s) und (¢) die ihnen zugehdrigen 
Winkel, so ist 

@Q@=--+, @—-s-S 


Zieht man aus diesen wieder die Tangenten und nennt s,’, s,’ und 
t,’, t,, die neuen Beriihrungspunkte, so hat man 
ce) e 


4? (6) - x e : 
G)=+ 7 B= sz + Pp WH-— T+ 5 = T+z: 


Nun ist aber 


O®+6)+@)—=2—-2494%4%=c 
O+G+@— —PF$-F+ Prt Ft Z=, 


daher liegen sowohl ¢, s,', s,’ als auch s, ¢,’, ¢,’ in gerader Linie. Das- 
selbe gilt auch, wenn der Doppelpunkt em eigentlicher ist. Denn be- 
zeichnet man in diesem Falle die den Pynkten zugehérigen Zahlen 
ebenso wie oben die Winkel und giebt dem Ausgangspunkte die Zahl 
v, so hat man (§. 3.) 
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nee 14+Vi—# ne Vi-—v 
Vv v 

i  ~ ii nn __ —1—Vi-—6? 

(s,) = — — (sy) = — _—"" 


Da aber hieraus 
(s)Q = (3) (') = 1 
(5) +(%')= — g =— 2 
(8) 
folgt, so ergiebt sich 
(8) + (8) + ® + Gr) (2) O = 0. 

Man hat daher folgenden Satz: Zieht man aus einem Punkte 
einer Curve dritter Ordnung mit einem (eigentlichen oder 
conjugirten) Doppelpunkte die beiden Tangenten .an die 
Curve und wiederholt dies mit einem der beiden Beriih- 
rungspunkte, so liegt der andere mit den neuen Beriih- 
rungspunkten allemal in gerader Linie. 

Kine besondere Beachtung verdient nun noch der specielle Fall, 
wenn die Tangentenziehung in den drei Wendepunkten beginnt und 
aus siimmtlichen auftretenden Beriihrungspunkten fortgesetzt wird. Man 
erhalt dann, da aus jedem Wendepunkte nur eine Tangente médglich 
ist, successive 

$,3.2,aF7 ,39 ,.... 55 
Punkte. Die ersten Beriihrungspunkte sind die Punkte d; driickt man 
die ihnen und den Wendepunkten 6 angehérigen Winkel durch die 


kleinsten positiven Vielfache von ~ aus, so erhiilt man statt des Sche- 
mas (7) das folgende: 

bad vad Ww @ 

01 2 8 4 5. 
Bei der niichsten Tangentenziehung aus den neuen Bertihrungspunkten 


. ’ 7 ’ . . . 
d treten nun Vielfache von jg aut, als solche verwandeln sich die vori- 


gen Zahlen in die doppelten, also in die geraden Zahlen 
bd bb dW a 
02 4 6 8 10. 
Fiir die neuen Beriihrungspunkte aber erhalt man 
aus @”... —1 oder 11, aus d...— 3 oder 9, aus d’... — 5 oder 7 
6—1 oder 5, 6—8 oder 3, 6 — 5 oder 1, 
also alle ungeraden Zahlen zwischen 0 und 12. Werden nun aus die- 
sen Punkten aufs Neue Tangenten gezogen, so treten Vielfache von 


4 ’ . 2 7 . 
5, auf. Die gefundenen Zahlen werden dann die geraden Zahlen 
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b a’ bv’ d b” a 

0 246 8 10 12 14 16 18 20 22 
und fiir die neuen Beriihrungspunkte erhilt man wieder die ungeraden 
Zahlen. Fihrt man so fort, so sieht man, dass die den siimmtlichen 


o° . . o . ° oa 
Punkten angehérigen Winkel die siimmtlichen Vielfachen von —— wer- 
=) 3.2 


den, indem die Coefficienten die natiirlichen Zahlen von 0 bis 3 tani 
sind, und von diesen gehéren die ungeraden Zahlen den siimmtlichen 
zuletzt auftretenden Beriihrungspunkten an. 

Wir wollen die Zahl 3.2" mit 2p bezeichnen. Nun liegen drei 
Punkte jedesmal in gerader Linie, wenn die Summe der zugehdrigen 
Winkel gleich einem Vielfachen von z ist. Da die Winkel alle als 


4 


Vielfache von = dargestellt sind, so tritt dies jedesmal und nur dann 


ein, wenn die Summe der drei entsprechenden Coefficienten ein Viel- 
faches von 2p ist, und da alle diese Zahlen auf ihre kleinsten positi- 
ven Werthe reducirt sind, so treten als Vielfache von 2p nur entwe- 
der 2p selbst oder 4p auf. 

Um nun die Anzahl der Geraden zu finden, welche durch einen 
bestimmten der 2y Punkte und zugleich durch zwei der iibrigen hin- 
durchgehen, mégen «, B, y irgend drei auf diese Art zusammenge- 
hérige Punkte und zugleich die ihnen entsprechenden Zahlencoefficien- 
ten bedeuten. Hilt man a@ fest, so kann man f nach und nach ab- 
nehmend alle ganzzahligen Werthe von 2p —1 bis 0 geben. Dann 
beginnt y mit dem Werthe 4p — « — (2p—1) = 2p—a+1 und 
nimmt zu bis 2p—1, worauf man fiir 2p Null zu schreiben hat, und 
die Werthe 1, 2, ...2p— a folgen. Man hat also folgendes Schema 
zusammengehoriger Werthe 


= °2 4 

a 2p— 1 2p —a+l 
a 2p —2 2p—a+t?2 
an 2p—a+] 2p—1 

ce 2p— a 0 

7 2p—a—1 1 

ra 0 2p — ea 


Demnach kommen sowohl in der Reihe der 6, als auch in der Reihe 
der y alle Zahlen von 0 bis 2p —1 vor. Nun gehoren aber zu den 

















Tangenten der Curven dritter Ordnung. 531 


zu betrachtenden Geraden diejenigen Gruppen nicht, in welchen zwei 
der Zahlen «, B, y einander gleich sind, denn diese liefern Tangen- 
ten. In dieser Beziehung ist zu unterscheiden, ob @ gerade oder un- 
gerade ist. Ist « gerade, so kommt es zwei Mal vor, dass B = y ist, 
einmal in der Reihe y zwischen 2p —a-+1 und 2p —1, niimlich fiir 


9 


B = y = 2p — <, das andere Mal zwischen 0 und 2p —a, niimlich 


fir B—=y—p— <- Dies liefert offenbar die beiden aus « an die 
Curve gehenden Tangenten. Ausserdem wird sowohl £, als auch y 
einmal gleich «, und diese beiden Gruppen geben die Tangente in « 
selbst. Rechnet man diese 4 Gruppen von den vorhandenen 2p ab, 
so kommt in den iibrigbleibenden 2 — 4 jedes Paar By einmal in die- 
ser und einmal in der umgekehrten Ordnung vor, daher geben je zwei 
Gruppen die niimliche Gerade, und die Anzahl der durch a@ gehenden 
Geraden ist »—2. Eine Ausnahme machen hier die Wendepunkte, 
2p _ 4p 
sy 3 
findende Tangente die Wendetangente, so dass alle drei Zahlen a, B, 
y einander gleich werden. Statt der vorhin abzurechnenden vier Grup- 
pen hat man jetzt nur zwei abzurechnen, indem die beiden letzten un- 
ter den friiher erwiihnten mit einer der beiden ersten zusammenfallen. 
Ks bleiben hier also 2» —2 Gruppen iibrig, von denen je zwei die- 
selbe Gerade liefern, und durch jeden Wendepunkt gehen daher p — 1 
Gerade. Rechnet man aber der Gleichformigkeit wegen diejenige Ge- 
rade, welche die drei Wendepunkte selbst verbindet, nicht mit, so 
hat man auch fiir jeden Wendepunkt p — 2 Gerade, und man kann 
dann sagen, durch jeden einer geraden Zahl « entsprechenden Punkt 


fiir welche a0, = ist; dann ist nimlich die in @ statt- 


gehen p— 2 Gerade hindurch. 

Ist @ eine ungerade Zahl, so kann es nicht vorkommen, dass 8, 
y einander gleich werden, weil von diesen Zahlen nothwendig die eine 
gerade, die andere ungerade sein muss. Den ungeraden Zahlen a@ ge- 
héren ja auch, wie wir gesehen haben, die zuletzt auftretenden Be- 
riihrungspunkte an, und von diesen sind keine Tangenten mehr an die 
Curve gezogen. Daher kommen hier von simmtlichen 2p Gruppen 
nur die beiden in Abzug, in welchen entweder B oder y gleich @ ist; 
also bleiben hier 2 —2 Doppelgruppen iibrig, und die Anzahl der 
existirenden Geraden ist p — 1. Diese Geraden kommen nun alle 
mehrfach vor, jedoch ist die Anzahl der von einander verschiedenen 
leicht zu bestimmen. Denn da die Anzahl der Punkte sowohl mit ge- 
radem als auch mit ungeradem Coefficienten gleich p ist, so hat man 
im Ganzen p (p — 2) + p(p — 1) = p(2p—3) Gerade, von denen 
jede durch drei Punkte hindurchgeht, also drei Mal gezahlt ist. Da- 
her ist die Anzahl der von einander verschiedenen Geraden gleich 
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2 i n 
r(3 1) = 3.2" (2" — 1) 
oder wenn man nun die die Wendepunkte verbindende Gerade wieder 


hinzurechnet, gleich 3.2""* (2"—1)+ 1. Alles zusammenfassend 
kann man demnach folgenden Satz aussprechen: Zieht man aus 
den drei Wendepunkten einer Curve dritter Ordnung mit 
einem conjugirten Punkte Tangenten an die Curve und 
dann fortgesetzt aus jedem Beriihrungspunkte wieder, so 
erhilt man nach der n'*™ Tangentenzichung im Ganzeun 
3.2” Curvenpunkte. Diese liegen zu je dreien in 
s2°* (7° — 1) 4+-1 

Geraden, von denen durch jeden der zuletzt aufgetretenen 
Beriihrungspunkte und durch jeden Wendepunkt 3.2””'—1, 
durch jeden der iibrigen Punkte aber 3.2""'—2 hindurch- 
gehen. 


Prag, den 18. Januar 1869. 


> 




















Das Problem der Projectivitéit und seine Anwendung 
auf die Flichen zweiten Grades. 


Von Rup. Sturm zu BromMBera. 


Unter dem Problem der Projectivitiit oder der Homographie ver- 
steht man das Problem, zu zwei Gruppen von einer gleichen 
Anzahl Punkte einer Ebene zwei zu einander gehdrige 
(,correspondirende“) Punkte zu finden, welche resp. mit 
den Punkten der einen und der andern Gruppe verbunden 
entsprechende Strahlen von zwei projectivischen Strahl- 
biischeln liefern. Die Punkte der beiden Gruppen, nach denen 
entsprechende Strahlen laufen sollen, wollen wir homologe Punkte 
nennen und mit demselben Index bezeichnen. Dass die Anzahl der 
Punkte in jeder Gruppe mindestens vier sein muss, leuchtet ein, weil 
sonst von einem anharmonischen Verhiiltniss und von Projectivitiit 
gar nicht die Rede sein kénnte; als die héchste Zahl von Punkten 
einer Gruppe wird sich in der Untersuchung sieben ergeben. 


I, 


1. Es seien zwei Gruppen G4 und [* gegeben von je 4 
Punkten: b, b, b, b,; B, B. B, B,. Hin beliebiger Punkt p, in der 
Ebene der beiden Gruppen erzeugt mit den Punkten von G' einen 
Kegelschnitt S,. Der Kegelschnitt £,, dessen Punkte 2, mit B, B, B, B, 
dasselbe anharmonische Verhiiltniss umfassen wie die Punkte von S,, 
unter ihnen p,, mit b, b, b, b,, ist leicht punktweise zu construiren. 
Da nimlich S, durch 5 Punkte gegeben ist, so lisst sich linear in 


jedem derselben, z. B. in b, die Tangente b,¢ construiren; dann sucht 


man in dem Biischel um #, den Strahl 6,t auf, so beschaffen, dass 
B, (t By Bs B,) = 5, (tb, bs by), 

so ist X, derjenige Kegelschnitt durch B, B, B, B,, welcher B,t in B, be- 

riihrt, denn es ist, wenn z, ein Punkt auf Z, ist, 


1x (By By By By) = B, (t By Bs By) = b, (by b, bs) = pa (D, by b; U4). 
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Nennen wir die beiden Kegelschnitte S, und £,, deren Punkte 
pr: und a, resp. mit G@* und [‘ gleiches anharmonisches Verhiiltniss 
umfassen, analoge Kegelschnitte, so kénnen wir also den Satz auf- 
stellen: 

Jeder Punkt eines Kegelschnitts durch die vier Punkte 
der einen Gruppe correspondirt allen Punkten des analogen 
Kegelschnitts durch die vier Punkte der andern Gruppe. 

Den acht Punkten der beiden Gruppen correspondiren 
offenbar alle Punkte der Ebene, wenn man jeden seiner 
Gruppe zuordnet. 

2. Die beiden Kegelschnittbiischel durch G' und f! sind ersicht- 
lich projectivisch, da je einem Kegelschnitt des einen einer und nur 
einer des andern entspricht, analog ist. 

Analoge Kegelschnitte schneiden sich in Punkten, die sich selber 
correspondiren. Also ist der Ort sich selbst correspondirender Punkte 
eine Curve vierter Ordnung, welche durch die Punkte beider Gruppen 
geht. 

3. Analoge Kegelschnitte sind auch die homologen 
Geradenpaare der beiden Biischel, z. B. (b, b,, b, b,) und (B, f,, 
B, B,). Denn wenn p, ein Punkt auf b, b,, 2, einer auf B, B, ist, so 
ist ersichtlich: 

Pe (dD, by bs bys) = we (B, By Bs By), 
denn die Projectivitiit ist hergestellt durch das Entsprechen von 
Px (b, b, bs) und zw, (B, B, B,). 
Da nun p, b, mit p,b, und a, 8, mit x, B, zusammenfillt, so ent- 
sprechen sie sich auch. 

Liegt aber p, noch auf b, b,, x, jedoch auf B, B,, so ist jederzeit 

Mz (B, B, B; By) = mz (Bs By By Be), 
ferner: 

Px (b, by bs b,) = mz (B; B, B, B,), 
weil gleichzeitig p, b, mit p, b, und a, B, mit x, b, zusammenfiillt, 
also: 

Px (b, by bs by) = mz (B, B, Bs B,)- 


Die beiden iibrigen Fille sind den behandelten ‘hnlich. 


I. 


4. Jede Gruppe werde um einen Punkt b, resp. B, ver- 
mehrt, so dass sich die Gruppen @* und [* ergeben. Ks 
sei wieder p, ein Punkt in der Ebene beider Gruppen. Er erzeugt 
mit den beiden Gruppen (0, b, b, b,) und (b, b, b, bs) zwei Kegel- 
schnitte S; und Sy, deren analoge durch £, 6, B, 6B, und B, B, B, B, 
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die Kegelschnitte £i, und £7 seien; deren vierter Schnittpunkt neben 
B, B, B, ist der einzige correspondirende Punkt 2, von p, in Bezug 
wuf die beiden Gruppen G* und [°. 

Also wenn 2 Gruppen von je 5 Punkten gegeben sind, 
deren Punkte einander als homologe zugeordnet sind, so 
giebt es im Allgemeinen fiir jeden Punkt ihrer Ebene, 
wenn man ihn mit der einen Gruppe zusammenstellt, nur 
einen correspondirenden. 

Der Punkt z, ist als vierter Schnittpunkt von zwei Kegelschnit- 
ten, die durch eine hinreichende Anzahl von Punkten gegeben sind, 
zu construiren, da die drei anderen Schnittpunkte bekannt sind. 

Statt mit den beiden oben gewihlten Gruppen von 4 Punkten 
aus G® hitten wir offenbar p, mit je zwei anderen solchen Gruppen 
zusammenstellen kénnen. 

5. Es sei S, der Kegelschnitt durch die fiinf Punkte der Gruppe 
G*. Suchen wir seine analogen Kegelschnitte £,, 2, 2, £,, =, 
durch B, B; B, B; By Bs By Bs; By B, By B53 By By B; B.; By B, Bs B, (dh. 
indem wir S, als Kegelschnitt durch b, b, b, b,; 0, bs by bs; b, b, by 0,5 
b, by b, b,; b, by b, b, auffassen), so ist ersichtlich, dass z. B. dem 
Punkte b, — der Strahl b, b, wird unbestimmt und kann beliebig, 
also der projectivischen Beziehung entsprechend gewihlt werden — 
alle Punkte von £, correspondiren und auch allen Punkten z, von &, 
nur der Punkt b, correspondirt, denn der analoge Kegelschnitt S, des 
Kegelschnitts 2, = (6, 6, 6, B; az) wird von dem analogen Kegel- 
schnitte zu (8, B, 6, B; x), der durch b, b, b, b, geht, eben ausser 
in b, b, b; nur noch in b, getroffen. 

Aehnlich ist es mit b, und &,, b, und &,, b, und X,, b, und &,. 

6. Die beiden Kegelschnitte £, und X, haben ausser £, A, 6, 
noch einen Punkt 6, gemein, der als Punkt von %,, dem analogen 
Kegelschnitte -zu S, durch p, B, 8, B,, die Kigenschaft hat, dass 


By (By Bs By B;) = pe (Dy dy dy b;), 
wenn p, ein beliebiger Punkt auf S, ist, und als Punkt von &, der- 
artig ist, dass 

By (B; Bs By Bs) = pa (d, b; by d;). 
Fole¢lich ist: 

By (B; By B; By B,) = px (d, bb; b, 05). 
Demnach correspondirt dieser Punkt 6, allen Punkten von S, und durch 
ihn gehen auch die iibrigen drei Kegelschnitte £,, £,, &,. 
Wenn in entsprechender Weise die Kegelschnitte S,, S,, S,, S,, S;, 

den Punkten 6,, B,, 6,, B,, 6, correspondiren, so correspondirt der 
Punkt ),, der ihnen allen gemeinsam ist, allen Punkten des Kegel- 


schnitts X, = (8, B, B; B, B;)- 
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Also jedem Punkte einer der beiden Gruppen corre- 
spondiren, wenn er derselben zugeordnet wird, unendlich 
viele Punkte, die auf einem Kegelschnitte liegen, dessen 
Punkte mit den vier Punkten der andern Gruppe, die je- 
nem nicht homolog sind, dasselbe anharmonische Verhilt- 
niss umfassen, wie der Punkt mit den vier tibrigen Punk- 
ten seiner Gruppe. 

Ausserdem giebt es fiir jede Gruppe noch einen Punkt, 
der allen Punkten des Kegelschnitts correspondirt, den 
die fiinf Punkte der andern Gruppe erzeugen, und der auf 
den correspondirenden Kegelschnitten dieser fiinf Punkte 
liegt. 

Jeder dieser beiden Punkte b, und §, ist als vierter Schnittpunkt 
zweier durch Punkte hinreichend bestimmten Kegelschnitte neben drei 
bekannten Schnittpunkten zu construiren. 

Wir wollen }, resp. 8, den verbundenen Punkt der Gruppe 
G® resp. T° in Bezug auf G®> und f° nennen. 

7. Ordnen wir eine beliebige Gerade Z der Gruppe G°* zu, so 
lisst sich leicht von vorn herein erkennen, dass der Ort der Corre- 
spondenten ihrer Punkte, die correspondirende Curve von L, 5. Ord- 
nung mit 6 Doppelpunkten 6, 6, B, B, B, B; sei. Dass diese Punkte 
Doppelpunkte auf der gesuchten Curve sind, erhellt daraus, dass L 
jeden der 6 Kegelschnitte S,, S,, S,, S,, S,, S;, denen diese Punkte 
correspondiren, doppelt trifft. Da die Curve auf die Gerade ZL punkt- 
weise bezogen ist (punteggiata projettivamente), so wird sie mit ihr im 
Geschlecht iibereinstimmen*), also vom Geschlechte 0 sein, d. h. die 
bei ihrer Ordnung grésstmégliche Anzahl von Doppelpunkten besitzen ; 
folglich ist die Ordnung diejenige positive Zahl, die der Gleichung 

ee F un 6 
1.2 
geniigt, mithin 5. Oder auch die zweien verschiedenen Geraden corre- 
spondirenden Curven kénnen ausser den 6 gemeinschaftlichen Doppel- 
punkten nur noch den Correspondenten des Schnittpunktes der beiden 
Geraden gemein, also im Ganzen 4-6 + 1 = 25 Schnittpunkte haben, 
folglich sind sie 5. Ordnung. 

8. Doch lisst sich dies Resultat auch auf anderem Wege errei- 
chen, wenn wir vorerst die correspondirende Curve einer Geraden 
aufgesucht haben, welche durch einen Punkt der Gruppe geht, der 
sie zugeordnet ist, z. B. einer Geraden Z,, die durch den Punkt b, 


*) Clebsch, tiber die Singularititen algebraischer Curven, Journal von Crelle- 
Borchardt Bd. 64 Seite 98. Cremona, Preliminari di una teoria geometrica delle 
superficie. Nr. 55. 
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geht. Wir sehen von dem Kegelschnitte Z, ab, der dem Punkte 5, 
selbst entspricht. Der correspondirende Punkt 2, jedes Punktes p, 
auf [, werde stets hier als der vierte Schnittpunkt der beiden Kegel- 
schnitte £) und X27 durch B, B, B, B, und B, B, B, B, betrachtet, welche 
den Kegelschnitten S, = (px b, b, b, b,) und St = (pz b, by by b;) 
analog sind. Die Kegelschnittbiischel S; und Sz sind perspectivisch, 
indem die entsprechenden Kegelschnitte die Gerade Z, in demselben 
Punkte p, treffen; mithin sind die Biischel der analogen Kegelschnitte 
x; und Xf projectivisch, folglich durchliuft der Schnittpunkt 2, ent- 
sprechender Kegelschnitte — der einzige, welcher variabel ist — eine 
Curve vierter Ordnung. Dieselbe hat die drei Punkte £,6,8,, welche 
Grundpunkte von beiden Biischeln sind, zu Doppelpunkten, die Punkte 
6, 8, zu einfachen Punkten. Jedoch wenn p, in die Lage (L,, b, b,) 
kommt, so lést sich S; in (b, b,, b, b,), Sz in (b, b,, b, b;) auf. Die 
analogen Kegelschnitte sind (No. 3.) die Geradenpaare (8, 8, , B, B,) 
und (6, B,, B,; B;), welche die ganze Gerade B, B, gemein haben, so 
dass sich der eigentliche gesuchte Ort auf eine Curve dritter Ordnung 
A,* reducirt, welche blos 6, zum Doppelpunkte hat, da B,, 6, auch 
auf dem zweiten Bestandtheile liegen. 

Der Punkt #, liegt auch auf A,*; er correspondirt dem zweiten 
Schnittpunkte von L, mit S). 

Die correspondirende Curve einer Geraden, die durch 
einen der Punkte der Gruppe geht, welcher sie zugeordnet 
ist, ist eine Curve dritter Ordnung, welche durch die 5 
Punkte der andern Gruppe und den derselben verbunde- 
nen Punkt geht und zwar den homologen Punkt jenes 


Punktes zum Doppelpunkte hat. Sie ist — was zu erwarten 
war wegen dieses Doppelpunktes vom Geschlechte 0 und wird durch 


den Kegelschnitt £,, der dem Punkte 6b, correspondirt, zur Curve 
fiinfter Ordnung vervollstiindigt, die, da &, durch #, B, B, B, B, 
geht, und dort A,° trifft, auch diese Punkte zu Doppelpunkten hat. 
9. Viermal zerfaillt, wenn LZ, sich um 0, dreht, A,* in eine Ge- 
rade und einen Kegelschnitt (bekommt noch einen zweiten Doppel- 
punkt), wenn niimlich Z, in die Lage b, b,, b, b,, b, b,, b, b, kommt. 
Z. B. der Geraden b, b, correspondirt die Gerade 6, 6, und der Kegel- 
schnitt £,, welcher letztere dem Punkte 0b, allein correspondirt. Fir 
jeden Punkt p, auf b, b, zerfallen S; und Sz in (b, b,, b, b,) und 
(b, b,, bs b,), deren analoge Kegelschnitte (6, B,, 6, B,) und (8, B,, B, B,) 
sind, welche ausser B. (auf X,) die ganze Gerade B, 6, gemein haben, 
so dass diese bei allen Punkten p, von b, b, als Erzeugniss auftritt, 
der Kegelschnitt £, nur bei b,. Aber jedem Punkte p, auf b, b, — 
abgesehen von b, und 6, — correspondirt nur ein Punkt z, auf p, B,, 
nimlich der zweite Punkt, in dem #, 6, ausser in B, dem Kegel- 
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schnitte durch f, 6, 6, B, begegnet, welcher dem Kegelschnitte 
(pz b, bs b, b;) analog ist. — Den Geraden b, b,, b, b,, b, b, corre- 
spondiren die Curven (8, B;, 23), (B, By, 24), (B; Bs, %;). 

Die simmtlichen Curven A,*, die den durch b, gehenden Geraden 
L, correspondiren, haben den Doppelpunkt £,, also damit 4 Punkte 
und die fiinf Punkte B, 8, B, 6; B, gemein, folglich bilden sie ein 
Biischel, das ersichtlich dem Biischel Z, projectivisch ist. 

Die volle correspondirende Curve einer solchen Curve A,° ist iibri- 
gens 3-5= 15. Ordnung und besteht aus der Geraden LZ, und den 
sechs Kegelschnitten S, S, 8, 8, 5; 8,, von denen S, doppelt zu rech- 
nen ist. 

10. Sei nun L eine beliebige Gerade, die durch keinen der Punkte 
der Gruppe G*® geht, der wir sie wieder zuordnen, und p, ein beweg- 
licher Punkt auf ihr. Die beiden Strahlbiischel L, — 6, p, und 
L., = b, pz sind perspectivisch, folglich die beiden Biischel der ihnen 
correspondirenden Curven A,* und A,* projectivisch. Die Curven A,* 
haben den Punkt £6, zum Doppelpunkt, 6, B, B, 6; 6, zu einfachen, 
die Curven A,° gehen durch £, zweimal, durch B, B, B, 8; 6, einmal. 
Je zwei entsprechende, die den Geraden L, = 0, p, und L, = b, pz 
correspondiren, haben ausser 6, 8,, die doppelt rechnen, und £,£, 6, B, 
noch den correspondirenden Punkt z, zu p, gemein. Dieser durch- 
liuft also eine Curve sechster Ordnung, welche £, 6, zu dreifachen, 
B; B, B; B, za Doppelpunkten hat. Jedoch die identischen Geraden b, b, 
und b, b, entsprechen sich, folglich auch ihre correspondirenden Cur- 
ven (8, B,, X,) und (8, B,, Z,), welche die ganze Gerade #, B, gemein 
haben. Diese Gerade reducirt die Ordnung der gesuchten Curve auf 
5 und auch die Triplicitiit von 6, und 6, in eine Duplicitit. 

Also hat eine beliebige Gerade, welche einer der bei- 
den Gruppen zugeordnet wird, zur correspondirenden Curve 
eine Curve fiinfter Ordnung (vom Geschlechte 0), welche 
durch die Punkte der andern Gruppe und den derselben 
verbundenen Punkt doppelt geht. 

Der correspondirende Punkt zu dem Punkte, in dem die Gerade 
von der Verbindungslinie zweier Punkte der ersten Gruppe getroffen 
wird, ist der dritte Schnittpunkt der Verbindungslinie der homologen 
Punkte mit der Curve fiinfter Ordnung. Die volle correspondirende 
Curve zu A® besteht aus den 6 doppelten Kegelschnitten S,S,S, 8,8, 8, 
und der Geraden L, ist also von der Ordnung 25 = 5-5. 

Finf Punkte einer Geraden L haben ihre correspondi- 
renden auf Z in den Schnittpunkten von L und A’. Die 
ersteren sind dann die Schnittpunkte der Geraden LZ mit ihrer corre- 
spondirenden Curve Z°, wenn man LZ als Gerade A der Gruppe f° 
zuordnet. 








ee 
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11. Die correspondirenden Curven aller Geraden L eines Strahl- 
hiischels bilden ein Curvenbiischel, denn sie haben die sechs Doppel- 
punkte, also 24 Punkte, und den correspondirenden Punkt des Grund- 
punkts des Strahlbiischels gemein. 

Jede solche Curve ist durch die sechs Doppelpunkte und zwei 
Punkte die correspondirenden derer, durch die man sich die Gerade 
L bestimmt denkt — determinirt. Jeder Doppelpunkt hat ja auch fiir 
die Bestimmung einer Curve die Bedeutung von drei Punkten und 20 
Punkte bestimmen eine Curve fiinfter Ordnung. 








Ii. 


12. Jede der beiden Gruppen G@* und [* werde dureh 
Hinzufiigung eines Punktes b, resp. f, in eine Gruppe GSresp. 
° verwandelt. Es seien G,° und [,° zwei andere homologe Grup- 
pen in G° und F*, z. B. b, b, b, b, b, und B, B, B, B, B,. Die corre- 
spondirende Curve zu einer Geraden DL in Bezug auf G* und [° war 
eine Curve fiinfter Ordnung A’, welche £, B, B, B, B; By zu Doppel- 
punkten hat, die in Bezug auf G,° und [,° ist ebenfalls eme Curve 
fiinfter Ordnung A,°, welche durch £, B, B, B, By Bo, doppelt geht, 
wobei ,,, der der Gruppe [,5 in Bezug auf die beiden Gruppen G,° 
und [,° verbundene Punkt ist. Diese beiden Curven haben die vier 
Doppelpunkte 6, B, B, 8B, gemein, welche fiir 16 Schnittpunkte rech- 
nen; ausserdem haben sie noch neun Punkte w gemein. Jedem dieser 
| Punkte a entspricht also auf Z ein Punkt p’, derartig, dass 

p’ (0, by bs by b;) = a (B, By Bs B, B;), 


und ein Punkt p” derartig, dass 


p” (b, by by by by) = 2 (B; By B; By Be): 
Diese beiden Punkte p’ und p” liegen auf dem Kegelschnitte durch 
b, b, bg b,, der zu (a B, B, 8, B,) analog ist, und da derselbe zwei 
Schnittpunkte mit Z hat, so kénnen die beiden Punkte p’ und p” 
verschieden sein. Also nicht alle neun Punkte a haben correspondirende 
Punkte p auf ZL derartig, dass 
p (d, b, bs by bs be) = = (B, By Bs By B; By); 
denn das findet eben nur statt, wenn p’ und p” identisch sind. Wir 
miissen also, um zu entscheiden, wie viele von den neun Punkten die 
genannte Eigenschaft haben, einen andern Weg einschlagen. 


eee 


13. Wir legen Z wieder durch einen der Punkte der Gruppe, 
welcher wir diese Gerade zuordnen, z. B. durch b,. Die correspon- 
dirende Curve von L = L, in Bezug auf die Gruppen G* und [® ist 
eine Curve dritter Ordnung A,*, abgesehen’ von X,, welche dem Punkte 


b, allein correspondirt. In Bezug auf die beiden Gruppen G,° und 
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[,> corvespondire der Geraden eine Curve Aj, abgesehen von &,,,, 
welcher dem Punkte b, in Bezug auf diese beiden Gruppen corre- 
spondirt. 

Die beiden Curven A,* und Aj; haben den Doppelpunkt 6, und 
die drei einfachen Punkte £, 6, 8, gemein, also ausserdem noch zwei 
Punkte 2’x”. Jedem dieser beiden Punkte 2’ und 2”, z. B. x’ ent- 
spricht auf Z ein Punkt p’ derartig, dass p’ (b,b,b,b,b,) = (B,B.B,8,6;), 
und ein Punkt p,’ derartig, dass p,’ (b,b,b,b,b,) = 2° (B, B.B,B, By) ist. 
Da nun aber alle Punkte, welche mit b, b, b,b, das anharmonische 
Verhiiltniss 2’ (6, 6, 6, 8,) umfassen, unter ihnen p’ und p,’, auf einem 
Kegelschnitte durch b, b, b, b, liegen, der der Geraden ZL, ausser in 
b, nur noch einmal begegnet, so miissen die beiden Punkte p’ und 
p, identisch sein: p’, also ist 


p (b, b, bs b, bs bg) = 2’ (B, B, B, B, B; B,). 
p" (b, b, b, b, b,, bs) — a” (B, B, B, B, B, B,)- 


Dem Punkte 6, correspondirt auf A,*° ausser B, B, B, B, 8, noch 
ein Punkt in Bezug auf G* und’, niimlich der sechste Schnittpunkt 
von X, mit A,* neben den genannten Punkten, und mit diesen ist 2’ 
oder x” im Allgemeinen nicht identisch, ebenso wenig wie mit den 
sechs Punkten auf Aj,, welchen b, in Bezug auf G,° und [,° corre- 
spondirt. Der vierte Schnittpunkt B,’ von Z, und £,,, ausser B, B, B, 
ist derjenige Punkt, welcher dem Punkte b, in Bezug auf G° und T° 
correspondirt oder auch in Bezug auf die beiden Gruppen b,b,b,b, b, 
und 6,8,8,8,8,. In der That, weil er auf Z, liegt, so ist 


b, (b, b, b, bs) = B,’ (By Bs B, Bs), 


und weil er auf Z,, liegt, 
b, (dy bs b, bg) = By (B. B; B, By), 
b, (b, bs b, b; bg) = B,’ (B, Bs B, Bs; Bg), 


mithin auch, da b,b, beliebig ist, also passend gewihlt werden kann, 


b, (d, b, bs b, b; by) = By’ (By Be Bs B, B; Bg)- 

Weil aber 6, zu den beiden Gruppen b, b, b, b, b, und B, B, B, B; B, 
beliebige Lage hat, so giebt es nur einen correspondirenden in Bezug 
auf dieselben und demnach auch in Bezug auf G° und [°. 

Es kénnten nun noch die Schnittpunkte von Z, und Aj; und von 
x,,, und A,* in Betracht kommen. Aber wenn z. B. w ein Schnitt- 
punkt von 2, und Aj; ist, so ist sein correspondirender in Bezug auf 
G* und (5, weil w auf Z, liegt, der Punkt b,, der aber in Bezug auf 
G,° und f,° kann nun nicht auch 0b, sein, weil sich sonst ergibe, dass 
wu und 6, correspondirend seien in Bezug auf G® und [°, wiihrend es 
doch nur b, und £,’ sind. 


Ebenso 


also ist: 
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Also giebt es auf der Geraden LZ, (durch b,) nur drei Punkte: 
b,, p’, p”, welche correspondirende Punkte in Bezug auf G* und f° 
besitzen: B,, x’, x”. 

Wir vermuthen daraus schon, dass der Ort der der Gruppe G® 
zugehérigen Punkte, welche in Bezug auf die beiden Gruppen G® und 
[® correspondirende Punkte haben, eine Curve dritter Ordnung und 
natiirlich der Ort dieser correspondirenden Punkte eine eben solche 
Curve ist. 


14. Um dies genauer einzusehen, drehen wir, damit alle Punkte 
der Ebene erschépft werden, die Gerade Z, um den Punkt b,. Die 
Curven A,° beschreiben ein Biischel, dessen Grundpunkte der vierfache 
Punkt 6, und die Punkte 6, B, B, 6B; B, sind; ebenso die Curven Aj, 
ein Biischel mit den Grundpunkten 4 6, B, B, 6, By By. Die beiden 
Biischel sind projectivisch, indem sich die derselben Geraden L, corre- 
spondirenden Curven entsprechen. 


Die Punkte 2’ x” — die einzigen variablen Schnittpunkte ent- 
sprechender Curver — beschreiben also eine Curve sechster Ordnung, 


welche viermal durch 6, geht, zweimal durch #, 6, 6, und einmal 
durch B, B,; By By. Aber sobald die Gerade ZL, in eine der Lagen 
b, b,, b, bs, b, by, z B. in die erste kommt, zerfillt A,* in B, B,, Z, 
und Aj, in B, B,, X,,, wobei £,, der dem Punkte b, in Bezug auf 
die Gruppen G,° und [,° correspondirende Kegelschnitt ist. Diese bei- 
den Cnrven haben die ganze Gerade 6,8, gemein. Also nimmt das 
System der drei Linien £, (6,,8,,8,), fiir welches 6, dreifacher Punkt 
ist und £, 6, 6, einfache Punkte, an der Curve sechster Ordnung 
theil, und der eigentliche Ort der Punkte 2’ 2” reducirt sich auf eine 
cubische Curve P*, auf der B, 6, B; B, B; By By By, einfache Punkte 
sind, 

Wie durch ~, und f,,,, so geht diese Curve nothwendig auch 
durch die vier Punkte, welche den vier iibrigen Gruppen von 5 Punk- 
ten in [T° in Bezug auf sie und die homologen Gruppen in G® ver- 
bunden sind, so dass von der Curve P® ausser den Punkten der Gruppe 
r® noch 6 Punkte construirt werden kénnen, also diese Curve hin- 
linglich durch Punkte bestimmt ist. 

Dass die Punkte p’ p”, denen die Punkte 2’ x” in Bezug auf G* 
und [° correspondiren, ebenfalls eine Curve dritter Ordnung R* bil 
den, die durch die 6 Punkte von G® und die verbundenen Punkte der 
6 Gruppen von je fiinf Punkten in G* geht, leuchtet ohne Weitere 
ein. Die beiden Punkte p’ p” und der Punkt b, (No. 13) sind die 
Schnittpunkte der Geraden Z, durch b, mit dieser Curve. 


Also: Wenn zwei Gruppen von je sechs Punkten G* = 
(d, b, b; b, bs bg) und T° = (6, B, B; B, B; By) gegeben sind, so be- 
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finden sich alle Punkte p, fiir die es correspondirende z 
von der Art giebt, dass 


D (b, b, bs b, bs bg) = m (B, By Bs B, B; Bs) 

ist, auf einer Curve dritter Ordnung R* und die Punkte 
x ebenfalls auf einer Curve dritter Ordnung P*. R* geht 
durch die sechs Punkte von G*, P® durch die von [f, jene 
auch durch die sechs Punkte, die den sechs Gruppen von 
je fiinf Punkten in G® in Bezug auf dieselben und ihre 
homologen in f*® verbunden sind, P* durch die 6 Punkte, 
die diesen 6 homologen Gruppen verbunden sind. 

Mithin auch, um die in No. 12. unerledigt gebliebene Frage zu 
beantworten: Auf jeder beliebigen Geraden L, welche einer 
der beiden Gruppen G® und f® zugeordnet wird, giebt es 
drei Punkte, welche correspondirende Punkte in Bezug auf 
diese beiden Gruppen besitzen. 


15. Die Punkte, welche den 12 verbundenen Punkten auf der 
andern Curve correspondiren, sind leicht anzugeben. Der verbundene 
Punkt von G*® = (b, b, b, b, b;) ist B,; ihm correspondirt in Bezug 
auf diese Gruppe und ihre homologe der Kegelschnitt £, —(A, 8, B, 6, B;,). 
Dessen sechster Schnittpunkt mit P*® ist der correspondirende zu #, 
in Bezug auf G* und F*. 

Der correspondirende Punkt zu einem Punkte einer der beiden Grup- 
pen, wenn dieser seiner Gruppe zugeordnet wird, hat sich schon ergeben 
als der correspondirende Punkt des Gruppenpunktes in Bezug auf 
die Gruppe der fiinf iibrigen Punkte und ihre homologe; z. B. der 
correspondirende B,’ von b, in Bezug auf G* und [F® ist der von b, 
in Bezug auf die beiden Gruppen (0, b, b, b; b,) und (8, B, B, B; Bg). 

Wir kénnen auch diesen Punkt leicht als sechsten Schnittpunkt 
eines Kegelschnitts mit P* nachweisen. Nehmen wir aus G° irgend 
eine Gruppe von fiinf Punkten heraus, zu der b, gehért, z. B. G® = 
(b, b, b, b, b;), so muss unser Punkt auch auf dem Kegelschnitte £, 
liegen, der dem Punkte b, in Bezug auf G* und die homologe f° 
correspondirt, und (da dieser Kegelschnitt durch B, B; B, B; B, geht, 
wo f, der verbundene Punkt der Gruppe [* in Bezug auf G® und [® 
ist) der sechste Schuittpunkt dieses Kegelschnitts £, mit P* sein. 
Der sechste Schnittpunkt aber einer Curve dritter Ordnung und eines 
Kegelschnitts, die beide hinreichend durch Punkte bestimmt sind, ist 
bekanntlich zu construiren, wenn die fiinf anderen gegeben sind. 
Also lassen sich auf jeder der beiden Curven R* und P® eine grosse 
Anzahl von Punkten zu den gegebenen durch Construction hinzu- 
fiigen. 

Ueberhaupt ist fiir einen beliebigen Punkt, von dem man weiss, 
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dass er einen correspondirenden in Bezug auf G® und [° besitzt, also 
dass er auf R® oder P® liegt, dieser correspondirende zu construiren, 
denn er ist ja der correspondirende in Bezug auf zwei in G* und f° 
enthaltene homologe Gruppen von je 5 Punkten (No. 4). 


IV. 


16. Wir fiigen nun schliesslich zu jeder der beiden Grup- 
pen Gund f* noch einen siebenten Punkt b, und £, hinzu, so 
dass sich die Gruppen G’ und [’ ergeben; seien G,° und [,° 
irgend 2 andere homologe Gruppen von je 6 Punkten in G7 und [’, z. B. 
b, b, b, b, b, b, und B, B, B; B, B; B,;, denen also die bisher mit G* und 
[> bezeichneten Gruppen von fiinf Punkten gemeinsam sind. 


Die correspondirenden Punkte in Bezug auf G* und [° sind (Abschnitt 
III.) auf zwei cubischen Curven R* und P* enthalten, und die correspon- 
direnden Punkte in Bezug auf G,* und [,° auf zwei Curven R,* und 
P,3. Die beiden Curven #* und &,* haben die fiinf Punkte der Gruppe 
G* und den verbundenen Punkt }, dieser Gruppe, die beiden Curven 
P® und P,° die fiinf Punkte der Gruppe [° und ihren verbundenen 
Punkt 6, gemein; jene also noch drei Punkte p,)’, 9”, po”, diese 
ebenfalls drei Punkte 2,, 2)", 2)”. 


Jeder der drei Punkte p, hat nur einen correspondirenden Punkt 
in Bezug avf G> und f°, da er eben verschieden ist von den sechs 
Punkten b, b, b, b, b; 6), denen unendlich viele (je auf einem Kegel- 
schnitte liegende) correspondirende Punkte in Bezug auf diese beiden 
Gruppen zukommen; folglich muss der correspondirende Punkt des 
Punktes p,’ in Bezug auf G® und [*, den wir auf P* suchen miissen, 
weil p, auf R® liegt, identisch sein mit dem in Bezug auf G,° und 
r,°, der sich, weil p,’ auch auf R,° liegt, auf P,° befinden muss, also 
ersichtlich in einen der drei Punkte 2, — wir nehmen an, in 2)’ — 
fallen, nicht etwa in einen der Punkte £, 6, 6, B, B; B,, denn diese 
haben, weil b, und B, ganz beliebig zu G® und [® zugefiigt sind, 
sicher andere correspondirende Punkte in Bezug auf G*® und [°, als 
in Bezug auf G,° und f,°. Demnach ist: 


Po (b, by by b, b; bs) = my (B, By Bs By B; Bg) 
Do (by by bg by bs b;) = my (By Bo Bs By B; Bz), 


Dy (dy by by by b; bg b;) = my’ (By Bo Bs By Bs Be Br). 
Da ebenso die Punkte 2, je nur einen correspondirenden Punkt 
in Bezug auf G* und f°, also auch in Bezug auf G® und [® und auf 


G,° und [,® und in Folge dessen in Bezug auf G7 und [”’ haben, so 
35* 


und 


mithin 
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gilt fiir p,” und 2,” und fir p,” und 2,” dasselbe, wie fiir py 
und 2,. 

Sind also zwei Gruppen von je 7 Punkten gegeben, die 
einander als homologe zugeordnet sind, so giebt es drei 
Paare correspondirender Punkte, die mit den beiden Grup- 
pen verbunden projectivische Strahlbiischel liefern. 

In der Aufsuchung dieser drei Punktenpaare besteht das Problem 
der Homographie oder Projectivitiit im engern Sinne*). 

Es sind jedoch im Allgemeinen diese drei Punktenpaare 
nicht zu construiren; denn die einen, wie die anderen 3 Punkte 
sind eben die drei noch iibrigen Schnittpunkte zweier freilich hinrei- 
chend durch Punkte bestimmten Curven dritter Ordnung neben sechs 
bekannten Schnittpunkten [die Punkte ), und f, lassen sich auffinden 


(No. 6.)]. 


Aber in dem besondern Falle, fiir den das Problem der 
Homographie sehr wichtig ist, ist einer der drei Punkte 
bekannt; dann sind die beiden anderen zu finden. Es 
ist dieser Fall die Construction einer Fliche zweiten Gra- 
des durch zwei projectivische Ebenenbiischel, wenn neun 
Punkte gegeben sind. 


ws 
17. Es seien also neun Punkte beliebig im Raume ge- 
geben: PTT %, 8, 8, 8, B; B, B,. Wir projiciren aus zweien von 


ihnen, P und TI, die 7 iibrigen auf eine beliebige Ebene &. Die Pro- 
jectionen aus P seien b, b,b,b,b,b,b,, die aus TT: 6, 6,8, 8, B; B, By. 
Der Punkt $%, in dem die Gerade PTT die Ebene € trifft, 
liegt mit je zwei homologen Punkten aus den beiden Grup- 
pen G? und [7 der Punkte b und # in gerader Linie; es ist 
also 


$ (b, b, by by b; bg bz) = B (B, By B; By B; Bg Bz). 


§ reprisentirt demnach zwei zusammengefallene cor- 
respondirende Punkte in Bezug auf die beiden Gruppen. 
Wir haben es folglich nur mit den beiden anderen Paaren 
Po Ho» Po % zu thun. Nehmen wir die beiden Geraden 
Jo = Pp, und y, = Tia, zu Axen von Ebenenbiischeln, so 
sind diese derartig projectivisch, dass sich in ihnen die Ebenen 
9 (B, B, Bs B, B; By B;) und yy (B, B, B; B, B; B, B;) entsprechen, 


*) Man sehe die Abhandlung des Herrn Hesse im Journal von Crelle -Bor- 
chardt Bd. 62. Seite 188. 
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denn diese Ebenen schneiden & in den Strahlen p,’ (b, b, b, b, b; by bz) 
und 2, (8, B, B; B, B; B, B;), welche sich ja in den projectivischen 
Strahlbiischeln entsprechen. Folglich liegen die neun Punkte auf 
der durch die beiden Biischel erzeugten Fliche zweiten 
Grades J,? und zwar die sieben Punkte $, weil sie auf den Durch- 
schnittslinien entsprechender Ebenen, P und Tl, weil sie auf den 
Axen der Ebenenbiischel liegen. 


18. Die Punkte p,’ p,” lassen sich, wie gesagt, construi- 
ren. Sie sind neben 7 bekannten Schnittpunkten b, b, b, b, b; by B 
zweier Curven dritter Ordnung R* und R&,' die beiden iibrigen. Von 
jeder dieser beiden Curven liisst sich eine hinreichende Anzahl Punkte 
auffinden; es geniigen fiir jede ausser den 7 rnewes noch zwei. 
Nun kann man in jeder durch 9 Punkte 1,2 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
gegebenen Curve dritter Ordnung stets zu je vieren te Z. B. 
zu 1, 2,3, 4 den sogenannten Gegenpunkt construiren*). Wenn 
man in 1 die Tangenten an die fiinf Kegelschnitte des Biischels 
(1, 2, 3, 4), die durch 5, 6,7, 8,9 gehen, construirt, was in Folge 
des Pascalschen Satzes mtalich A, und nun nach Abschnitt IJ. den 
Punkt o aufsucht, dessen Verbindungsgeraden mit 5, 6, 7, 8, 9 ein 
Biischel bilden, das dem der fiinf Yew ery projectivisch ist, so ist 
o der Gegenpunkt. (Nebenbei: Sind 1, 2,3, 4,5 fiinf Schnittpunkte 
eines Kegelschnitts mit der Curve dritter Ordnung, so ist der sechste 
Schnittpunkt heider Curven der zweite Schnittpunkt des Kegelschnitts 
mit der Geraden 05, der gefunden werden kann.) 

Nun liegt Deekennttich der Gegenpunkt zu 4 von den 9 Schnitt- 
punkten zweier Curven dritter Ordnung mit den 5 iibrigen stets auf 
einem Kegelschnitte. Seien also o und 0, die Gegenpunkte zu b, b,b,), 
auf den beiden Curven R* und f,*, von deren 9 Schnittpunkten 7: 
b, b, b, b, b, by B uns bekannt sind, die beiden iibrigen py py’ aber 
gesucht, o° und o, aber die Gegenpunkte zu b, b, b, b;; so liegen 
einmal die Punkte B, 8, $% 00, ~~)", das andere Mal B,B, $ 00,’ po py” 
auf einem Kegelschnitt; jeder ist vollstiindig durch die jedesmaligen 
fiinf ersten dieser Punkte gegeben. Die Punkte p,’ p,” sind die bei- 
den ferneren Schnittpunkte dieser beiden Kegelschnitte neben $3} und 
b,, also zu coustruiren. 

Die correspondirenden Punkte 2,’ 2,” findet man nun bequemer 
als correspondirende Punkte von p, py’ in Bezug auf zwei homologe 
Gruppen von fiinf Punkten in G’ und [’. 


19. Zu der obigen Construction der Flache zweiten Grades durch 
die neun Punkte wurde nur das eine Paar correspondirender Punkte 


*) Cremona’s Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane No. 65. 
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Po % verwandt. Es lisst sich leicht erkennen, dass die beiden ande- 
ren Punkte p,” 2," dieselbe Fliiche erzeugen. Auf F,? geht ausser 
go und y, durch P und TT noch je eine andere Gerade, gy,” und y,”, 
aus der Schaar der erzeugenden Durchschnittsgeraden entsprechender 
Ebenen der Biischel um g,’ und y,’, und nothwendig ist, da die Fliche 
F,? auch durch die Biischel um g,” und y,” erzeugt werden kann, 
Jo" (B, By Bs; By B; Be Bz) = 79" (B, B. Bs B, B; Be Bz); 

beide Ebenenbiischel schneiden die Ebene © in zwei projectivischen 
Biischeln um die Schnittpunkte von g,” und y,” mit (, deren ent- 
sprechende Strahlen durch die homologen } und f gehen. Folglich 
miissen die genannten Schnittpunkte mit den -beiden Punkten p,” 2,” 
identisch, mithin Pp,” = g,", Ta,” =,” sein. Also ergeben die 
beiden Punktenpaare p, a, und p,"2," dieselbe Fliche zwei- 
ten Grades und der Unterschied besteht darin, dass bei 
dem einen Paare die durch P und TT gehenden Geraden aus 
der einen Schaar auf der Fliche zweiten Grades zu Axen 
der erzeugenden Ebenenbiischel, bei dem andern Paare 
die aus der andern Schaar genommen werden. 

20. Die beiden Punkte p,’ p,” (und gleichzeitig ebenso 2,’ z,") 
sind zugleich reell oder imaginiir. In ersterem Falle geht durch die 
neun Punkte eine Fliche zweiten Grades mit reellen Geraden, also 
im Allgemeinen ein einflichiges Hyperboloid, das sich demnach durch 
projectivische Ebenenbiischel construiren liisst. Sind aber die beiden 
Punkte p,’ p,” und mit ihnen die Punkte 2,’ x,” imaginiir, so erhal- 
ten wir eine Fliche zweiten Grades ohne reelle Geraden, also ein 
Ellipsoid oder zweiflichiges Hyperboloid, auf dem mithin durch P und 
durch TT — sowie demnach durch jeden Punkt — zwei imaginire Ge- 
raden (punktirte Geraden mit gemeinsamem reellen Punkte) gehen. 
Da nun aber die Axen imaginir sind, so kann die Fliche durch pro- 
jectivische Ebenenbiischel nicht erzeugt werden. Die Geraden p,' p,” 
und 2,’ 2," sind jedoch auch in diesem Falle reell und lassen sich mit 
Hiilfe der Involution construiren. Die Ebene P p,’ p,” ist die Beriih- 
rungsebene im Punkte P an F,?, ebenso TT 2,’ 2,” die im Punkte TT. 
Also: Wenn eine Fliche zweiten Grades durch neun Punkte 
gegeben ist, so lasst sich in jedem derselben die Beriih- 
rungsebene construiren, und es kénnen, falls sie ein ein- 
flichiges Hyperboloid ist, auch die durch zwei der Punkte 
gehenden Geraden aus jeder der beiden Schaaren gefun- 
den werden, deren Ebenenbiischel in projectivischer Be- 
ziehung die Fliche erzeugen. — 


Die beiden projectivischen Strahlenbiischel um p, und 2, erzeu- 
gen denselben Kegelschnitt &,? — den Schnitt von F,? durch die 
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Ebene & —, wie die beiden projectivischen um p,” und 2,” (waihrend 
im allgemeinen Falle bei drei Paaren correspondirender Punkte in Be- 
zug auf zwei Gruppen von je sieben Punkten es drei solche Kegel- 
schnitte giebt, deren zwei also hier zusammengefallen sind, der dritte 
aber wegen der Identitat der beiden Strahlbiischel, die ihn erzeugen 
wiirden, illusorisch geworden ist). Auf &,? liegen ausser den vier 
Punkten p), 2, auch die 14 Schnittpunkte (p,‘ bz, 2)‘ B,); es sind diese 
18 Punkte die Spuren der 18 durch die neun Punkte gehenden Gera- 
den der Fliche F,? auf ©. 


VI. 


21. Es seien nun blos acht Punkte gegeben: 
PTT B, B, B, B, B, B,- 
Die einfach unendlich vielen Flichen zweiten Grades durch 
diese Punkte bilden ein Biischel zweiter Ordnung B (F%). 
Die Projectionen der Punkte $ aus P und TT seien wieder: 
b, b, bs by b; b¢ 5 By By Bs By Bs Be- 

Da giebt es (nach Abschnitt III.) zwei Curven 2? und P*, jene durch 
die 6 Punkte }, diese durch die 6 Punkte 6 gehend, derartig, dass 
jeder Punkt p, auf R* semen correspondirenden 2, auf P*® hat, so dass 

Pz (b, by bs by b; by) = we (B, By Bs By B; Bs), 
also, weun Pp, = gx, Wa, = yz, auch das Ebenenbiischel 

Ja (d,-be bs by bs bg) = Ye (By By Bs By Bs Bs); 
oder, was dasselbe ist, 

Jz (B, By Bz By B;, Bo) = Ye (B, B, Bz B, B; Be), 

folglich durch dieselben eine Fliiche zweiten Grades erzeugt wird, welche 
durch die sechs Punkte 8 und durch die beiden Geraden g, und yz, 
mithin durch P und TT geht und demgemiiss zu dem Biischel B (F%) 
gehért. Bewegt sich p, auf h® und damit 2, auf P*, so erhilt man 
das ganze Flichenbiischel B (J’2); aus dem vorigen Abschnitt wissen 
wir aber, dass jede Fliiche 7’? bei zwei Punkten p,’ und p,” auf R® 
und ihren correspondirenden 2,’ und a,” auf P* sich ergiebt; jenes 
sind die Schnittpunkte der beiden Geraden auf I; durch P, diese derer 
durch TT mit ©. 

Der Punkt $ liegt als sich selbst correspondirender Punkt auf 
beiden Curven F® und P*. 

22. Es seien F°2, und F%, zwei Fliichen des Biischels B (1), p: 
py, die beiden Punkte auf R°, welche F?, veranlassen, p’,, und p7, die 
beiden, aus denen F2, hervorgeht; endlich sei N%,., die Durchschnitts- 
curve der beiden Flichen, welche nothwendig durch die acht Punkte 
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— die Grundpunkte des Biischels — geht. Sie wird von den vier 
Geraden g, = Pp’, 9, = Pp”, 9. = Pp,,, 9, = Pp’, ausser in P 
je noch einmal getroffen, von den beiden ersten in den zweiten Punk- 
ten, in denen sie F?, treffen, von den beiden letzten in ihren zweiten 
Schnittpunkten mit F'2,. Folglich geht die Projection der Curve %},,. 
auf © aus P, einem ihrer Punkte, welche dritter Ordnung ist, durch 
P,,> Pz,» Pz,» P,,» ferner durch b, b, b, b, b, b; und durch $, die Pro- 
jectionen der 6 Punkte $ und die des Punktes TT, hat demnach mit 
R® 11 Punkte gemein und ist folglich mit ihr identisch. 

Ebenso wird die Durchschnittscurve irgend einer dritten Fliche 
des Biischels mit F?, aus P in die Curve F* projicirt, und da jeder 
Projectionsstrahl diese leiztere Fliiche im Allgemeinen nur noch in 
einem Punkte ausser in P trifft, so schneiden alle iibrigen Flichen 
des Biischels in eine desselben die niimliche Curve ein, d. h. alle gehen 
durch dieselbe Raumeurve vierter Ordnung ‘i'. 

Also alle Flichen zweiten Grades, die durch acht belie- 
bige Punkte gehen, haben eine ganze Raumcurve vierter 
Ordnung ®' gemein. 

Da durch acht Punkte nur einfach unendlich viele Flichen zwei- 
ten Grades gelegt werden kénnen, so erhellt, dass an die Stelle der 
gegebenen acht Punkte jede beliebige acht andern Punkte dieser Raum- 
curve %' zur Constitution des Biischels B (J?) gewiihlt werden kén- 
nen. Also eine Raumcurve vierter Ordnung, in der sich un- 
endlich viele Flichen zweiten Grades begegnen, die Grund- 
curve des Biischels dieser Flichen, die bekanntlich mit der 
Bezeichnung ,,erster Species“ belegt worden ist, ist durch 
acht beliebige Punkte eindeutig bestimmt, und jede Fliche 
zweiten Grades, die durch acht Punkte einer solchen Raum- 
eurve gelegt ist, enthalt sie ganz. 

23. P® ist in gleicher Weise die Projection von ‘ aus TT. Die 
beiden Curven F* und P®* sind also in zweifacher Weise Punkt fiir 
Punkt auf einander bezogen: LErstens entspricht je eimem Punkte b, 
von R* der homologe £, auf P*, der mit b, und $ in gerader Linie 
liegt und aus TT die Projection des Punktes %, auf %' ist, dessen Pro- 
jection aus P der Punkt b, ist. Sechs Paare solcher homologen Punkte 
kénnen an die Stelle der beiden Gruppen G* und [f° treten, sowie ja 
die sechs Punkte % durch sechs andere auf Xt! ersetzt werden kénnen. 

Ferner entspricht jedem Punkte p, auf R*® ein correspondirender 
Punkt 2, auf P*, so dass die Geraden g, = Pp, und y, Tz, zu 
derselben Schaar einer Fliche J? unseres Biischels (mit den 8 Grund- 
punkten P, TT, %, ...8, oder mit der Grundcurve ‘t*) gehéren. Die bei- 
den Strahlbiischel um Pr und 2, sind so bezogen, dass entsprechende 
Strahlen nach den homologen Punkten in G® und [ gehen, und wenn 
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man immer weitere entsprechende Strahlen in ihnen sucht, so wer- 
den diese stets nach 2 Paar homologen Punkten auf * und P* gehen, 
d. h. solehen, welche Projectionen derselben zwei Punkte auf Rt‘ sind 
(diese befinden sich auf der Durchschnittslinie der beiden Ebenen durch 
gx und y,, die jene entsprechenden Strahlen in © einschneiden) und 
je mit $ in gerader Linie liegen. Oder: Wenn p, und az, ein Paar 
correspondirender Punkte auf J und P® sind und p,, und z,, ein 
zweites Paar und ein Strahl in p, die Curve R* in den Punkten b, 
und b,, trifft, so trifft sein entsprechender in 2, die Curve P*® in den 
homologen Punkten 6, und $,, ferner der Strahl p,, b, hat zum ent- 
sprechenden in z,, den Strahl z,, 6, und der Strahl p,, b, den Strahl 
Nr, By - 

24. Die beiden Biischel p, und z, erzeugen den Kegelschnitt 
R?, in dem J? durch die Ebene © geschnitten wird; er geht durch 4 
feste Punkte, nimlich die Schnittpunkte x, r, 1, 1, der Curve %* mit 
der Ebene ©, zugleich vier von den 9 Schnittpunkten der beiden Cur- 
ven [t} und P*, Punkte, in denen sich zwei homologe vereinigt haben, 
also natiirlich zwei entsprechende Strahlen aus p, und a, einander 
treffen. §2 schneidet ausserdem J? und P® in den beiden Paaren cor- 
respondirender Punkte p’, a, (= pz, Tr) und Dz» % .» Welche beide 
die Fliche J? liefern. Die Geraden p, p, und a x, laufen in Folge 
dessen durch die Gegenpunkte + und @ zu den vier Punkten r auf 1? 
und P*. Da die Ebenen Pp, p, und Tlz, x. Beriihrungsebenen von 
F? in P und TI sind, so ergeben sich Pr und To als die Tangenten an 
*' in P und TT. Also lassen sich die Tangenten einer Raum- 
curve vierter Ordnung und erster Species, die durch acht 
Punkte gegeben ist, in jedem derselben construiren. 

Die beiden Gegenpunkte + und @ liegen mit den fiinf iibrigen 
Schnittpunkten der beiden Curven F? und P* auf einem Kegelschnitt. 
Einer von diesen fiinf Punkten ist $,; die vier iibrigen sind im All- 
gemeinen weder homologe, noch correspondirende Punkte; sie sind 
in der Ebene © liegende Beriihrungspunkte von Tangentenebenen, 
welche von der Geraden PTT an Filiichen des Biischels B (I) gelegt 
sind. 

25. Die Strahlen um + und die um @ sind projectivisch auf die 
Kegelschnitte &2 bezogen. Die entsprechenden Strahlen und Kegel- 
schnitte begegnen sich in zwei Punkten auf R* resp. P*. Die Beriih- 
rungspunkte P’ P” P” P”” der von r an FR gelegten Tangenten und die 
TY 11” TT” T1’” der von g an P® gelegten Tangenten correspondiren ein- 
ander und jedes Paar, z. B. P’ TT’ vereinigt in sich zwei Paare solcher 
correspondirender Punkte, die stets dieselbe Fliche erzeugen, so dass 
diese Fliiche von den Ebenen PrP’ und TleTT’ in zwei zusammenge- 
fallenen Geraden durchschnitten, also lings der Geraden PP’ und 
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TITT’ beriihrt wird. Folglich ist diese Fliche ein Kegel, und es erge- 
ben sich so die vier Kegel des Biischels. 

Die Geraden PP’ und TIT’ miissen sich in der Spitze des Kegels 
begegnen, folglich auch P’ und TI’ mit $ in gerader Linie liegen. 
Homolog sind sie aber nicht, weil sich die beiden Projectionsstrahlen 
PP’ wnd TIIT’ in der Spitze des Kegels schneiden, also nicht auf der 
Curve sit. 

Wenn die Strahlen rp',p: und o2,2; in dem einen Winkel, 
z. B. r(P’, P”) resp. o (11, 17’) mit ihren entsprechenden Kegel- 
schnitten &2 in reellen, auf R*® resp. P® liegenden Punkten p’, pz resp. 
x’, x” sich begegnen und aus diesen beiden Paaren correspondirender 
Punkte ein Hyperboloid mit einem Fache hervorgeht, das durch die 
Ebenenbiischel um Pp’, und lla, oder um Pp? und Tix? in der That 
hergestellt werden kann, so begegnen die Strahlen in den Nachbar- 
winkeln r (P”, P’”’) und 9 (TT, TT”) ihren entsprechenden Kegelschnit- 
ten R2, welche, sobald die vier Punkte r imaginiir sind, auch imagi- 
nir (imaginir-reell) sein kénnen, in imaginiiren Punkten p, p, und 
a2, welche auf Ellipsoide oder Hyperboloide mit zwei Fiichern hin- 
weisen, bei denen freilich die Erzeugung durch Ebenenbiischel ihre 
reelle Bedeutung verloren hat und also nicht zur Construction ver- 
wandt werden kann. 


Vu. 


26. Es werde wiederum die Anzahl der Punkte um einen 

vermindert: 
PTT B, B, B; B, B;. 
Durch sie gehen doppelt unendlich viele Flichen zweiten 
Grades, ein sogenanntes Flichennetz oder Flichenbiindel 
zweiter Ordnung N(F2). Die Projectionen der fiinf Punkte $ 
aus P und TT bilden wieder die Gruppen G> = (b, b, b, b, b,) und 
r> = (B, B, B, B, B;). Es correspondirt (Abschnitt II.) jedem Punkte 
p in der Ebene & ein Punkt z,, derartig, dass 
Pz (b, by bs b, b;) = ae (B, B, Bs By B;); 

folglich correspondirt jeder durch P gehenden Geraden gy, im Allge- 
meinen eine durch TT gehende Gerade y,, deren Ebenenbiischel so auf 
das jener bezogen werden kann, dass 


Jz (B, Bo Bs By Bs) = V2 (B, B, Bs B, Bs), 
also durch die Biischel eine Flache des Netzes N (F7) erzeugt wird, welche 
die Geraden gy, und y, — correspondirende Axen durch P und 
TT in Bezug auf das Netz durch die 7 Grundpunkte — enthilt. 

27. Der Punkt b, in der Ebene © hat unendlich viele correspon- 


dirende Punkte in Bezug auf G* und [°, die einen gewissen Kegel- 














und seine Anwendung auf die Flichen zweiten Grades. 5Dd1 


schnitt £, durch £, 6, 6, 8, bilden, den analogen Kegelschnitt zu 
x, = (b, b, b, b, b,). Folglich hat die Axe Pb, = P%, unendlich 
viele correspondirende Axen durch TT, welche den Kegel TTZ,, d. i. 
einen Kegel erfiillen, dessen Kanten mit den vier Geraden TT (A, A, 6, B;) 
oder TT (8, 8, 8,%,) dasselbe anharmonische Verhiiltniss haben, wie die 
Kante P$,b, mit P (B,b,,8,b,,8,b,,B,b,). Jene ap epee 
Axen bilden mithin einen Kegel, welcher durch T1(%,8,%8,%8,;) geht 
und analog ist zum Kegel P (8, 8, 8, B, B,). Also jedenfalle gehen 
durch P%, unendlich viele Flichen des Nelew N, und da PS, den 
eben genannten analogen Kegel zweimal trifft, so begegnet sie zweimal 
einer ihrer correspondirenden Axen, so dass sich unter diesen unend- 
lich vielen Flichen durch PX, zwei Kegel befinden. 

Der Gruppe G® ist in Bezug auf sie und [* der Punkt 0b, ver- 
bunden, dem alle Punkte des Kegelschnitts £, = (8, 8, 6, B, B,) cor- 
respondiren, so dass die Axe Pb, ebenfalls unendlich viele correspon- 
dirende Axen durch TT hat, welche den Kegel TT (%, 8, 8, 8, 8,) er- 
zeugen, und durch Pb, unendlich viele Fliichen des Netzes gehen, 
unter ihnen wiederum zwei Kegel. 

Was nun die Gerade PTT anlangt, welche © in } trifft, so ist 
ihre correspondirende Axe durch TT sie selbst, da $ sich selbst in Be- 
zug auf G° und [°® correspondirt; die beiden erzeugenden Ebenen- 
biischel werden also identisch, und die Erzeugung mit Hiilfe von zwei 
Axen durch P und TT liisst uns hier im Stiche. Dass aber dennoch 
durch PTT unendlich viele Flichen des Netzes gehen, leuchtet durch 
eine blosse Vertauschung von TT oder ? mit einem der Punkte % ein. 

Also durch jeden der sieben Grundpunkte gehen sieben 
Gerade, welche auf unendlich vielen Flichen des Netzes 
sich befinden, unter denen zwei Kegel vorkommen; sechs 
von diesen Geraden gehen nach den sechs iibrigen Grund- 
punkten. 

28. Alle Flichen des Netzes, die durch eine solche Ge- 
rade gehen, haben noch eine cubische Raumcurve gemein. 
Beweisen wir dies fiir die Gerade P%,b, und fiir die Gerade Pb,. Es 
seien J? und J} zwei Flichen des Netzes, welche durch P%, gehen; 
jene sei erzeugt durch die Biischel um PY ,>, und um TTz,-, diese 
durch diejenigen um P%,b, und um TIz,”, wo also x, und zm,” zwei 
Punkte auf X, und rata | Tz, und TIz, zwei Kanten des Kegels 
TTX, sind. Die beiden Flichen F? und F’? haben ausser PY, noch eine 
cubische Raumecurve 2... gemein, welche der Geraden P%, zweimal 
begegnet, ersichtlich durch TT 8, B, 8, 8, geht und jede der beiden 
Geraden TTz, und TIz,”, die auf ihren betreffenden Flichen zu der- 
selben Schaar wie P%, gehéren, noch einmal ausser in TT trifft. 
Thre Projection aus TT ist ein Kegelschnitt, der durch #, 8, 6,6, und 
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durch x, und z,° geht, also nothwendig mit £, identisch ist. In ihn- 
licher Weise wie in No. 22 ergiebt sich hieraus, dass eine von den 
Flichen durch PX, von den iibrigen stets in derselben cubischen 
Raumcurve ,* durchschnitten wird, also alle dieselbe gemein haben 
und folglich ein Biischel mit der Grundeurve (P%,,%;,°) bilden. ,3 
liegt ersichtlich auf dem Kegel TTZ, und trifft also P¥, in den Spitzen 
der beiden Kegel, die unter den Filiichen des Biischels sich be- 
finden. 

Ebenso wird die cubische Raumeurve, in der sich zwei Flaichen 
des Netzes durch Pb, noch durchschneiden, aus TT in einen Kegel- 
schnitt projicirt, der mit £, = (8, 6, 6,8, 8,) diese fiinf Punkte und 
noch die beiden ahnlichen Punkte 2, und a,» gemein hat; so dass 
sie also allen Flichen durch Pb, gemein ist u. s. f. 

29. Es sei F? irgend eine Fliche des Netzes; sie gehért zu ein- 
fach unendlich vielen Biischeln B, des Netzes (welche wir erhalten, 
indem wir sie mit simmtlichen Flichen eines Biischels des Netzes, 
in dem sie sich nicht befindet, zusammenstellen). Die Grundcurven 
Ri dieser Biischel werden aus P und TT in je zwei Curven R} 
und P% projicirt. Sind p,, 2, und py, xz, die beiden Paare corre- 
spondirender Punkte, welche die Fliche F%, hervorrufen, so liegen 
die fiinf Punkte 5, b, b, b,b;, ihr verbundener Punkt ),, der Punkt % 
und die beiden Punkte p;, pz auf allen Curven fF}, so dass diese 
ein Biischel bilden, ebenso £, B, B, 6, B; By % xz, 72, auf allen P§. Es 
muss nun der entsprechende Strahl zu p;, b, (oder zu p;, b,) in dem 
Biischel um 2, (oder um x_) stets durch den homologen Punkt von 
b, auf allen P} gehen. Die Projectivitit der Biischel um p, und z, 
(oder um p* und z .) ist nun eine feste, von der Veriinderung der 
Curven R} ‘und Pe “ganz unabhingige , ako bleibt der genannte ent- 
spoochende Strahl fest, und da der homologe Punkt von }, nothwen- 
dig auf $ b, liegen' muss, so ist er ein gleichfalls unverinderlicher 
Punkt, also einer von den neun gemeinsamen Punkten der Curven 
P}, mithin da die Punkte £, B, 6, 8, 8; schon als homologe den Punk- 
ten b, b,b,b,6; zugehdren, die Punkte a, und x, mit der Fliche 
F?, sich andern, wihrend doch b, intact bleibt, so kann nur #, der 
der homologe Punkt zu b, sein und beide liegen also mit § in ge- 
rader Linie. Sie sind demnach stets die Projectionen desselben festen 
Punktes 8, = (Pb,,1TB,) auf allen #4, durch den also auch die Fliche 
F?, geht, auf der sich ja alle j befinden. Folglich ergiebt sich uns 
der wichtige Satz: 

Alle Flachen zweiten Grades, die durch sieben Punkte 
gehen, gehen auch noch durch einen achten, den wir den 
den sieben Punkten verbundenen oder associirten Punkt 














und seine Anwendung auf die Flichen zweiten Grades 553 


nennen wollen. Er ist also der achte Grundpunkt des Netzes 
der Flichen zweiten Grades. 

Alle Raumeurven vierter Ordnung und erster Species, 
die durch sieben Punkte gehen, gehen auch durch deren ver- 
bundenen Punkt. 

Je zwei correspondirende Punkte p, und z, in der Ebene € er- 
zeugen folglich nicht nur mit den Punkten der Gruppen G* und [ ® pro- 
jectivische Strahlbiischel, sondern auch durch }, und f, gehen stets 
entsprechende Strahlen, so dass also auch zwei Gruppen wie z. B. 
b, b, b, b, by und B, B, Bs B, B, ganz dieselben Paare correspondirender 
Punkte haben wie G> und [° und fiir jene sind dann b, und #, die 
verbundenen Punkte. 

Mithin kénnen b, und £, stets mit zwei homologen Punk- 
ten aus G' und f°, folglich %, stets mit einem der Punkte 
B, B, B, B,B, und, wie diese, auch mit P und TT vertauscht 
werden. Wir kénnen also die acht Punkte, da von ihnen jeder der 
verbundene oder associirte achte sein kann, kurz acht verbundene 
oder associirte Punkte nennen. 

Es leuchtet nun ein, dass wenn acht Punkte zur Bestim- 
mung eines Flichenbiischels zweiter Ordnung oder einer 
Raumecurve vierter Ordnung und erster Species gegeben 
werden, dieselben nicht verbundene (associirte) Punkte 
sein dirfen. 

Und: Legt man eine Fliche zweiten Grades durch acht 
Punkte einer Raumcurve von vierter Ordnung und erster 
Species, so enthialt sie dieselbe ganz, wenn die acht Punkte 
nicht associirte Punkte sind. 

Hine Fliche zweiten Grades und eine Raumcurve vier- 
ter Ordnung und erster Species, welche sieben Punkte ge- 
mein haben, durchschneiden sich noch in dem associirten 
achten Punkte*). 

Der achte Punkt %, ist zu construiren, da dies mit den Punkten 
b, und f, der Fall ist. 

30. Es ist in No. 10. erkannt worden, dass auf jeder Geraden 
in © fiinf Paare correspondirender Punkte in Bezug auf G* und [® 
liegen. Geht die Gerade durch den Punkt $3, in dem sich zwei corre- 
spondirende Punkte vereinigt haben, so liegen ausserdem nur noch 4 
Paare auf ihr; in jeder Ebene also durch PIT} befinden sich 4 Paare 
correspondirender Axen, also vier Kegelspitzen des Netzes, ausser den 


*) Reye: Sopra le curve gobbe di quart’ ordine e prima specie e i loro 
punti d’intersezione con superficie di secondo grado. Annali di Matematica. Ser. II. 
t. II. pag. 129. 222. 
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beiden, welche auf PTT selbst liegen und deren Kegel (No. 27.) nicht 
aus correspondirenden Axen durch P und TT entstehen kénnen. Es 
ergiebt sich daraus, dass die Kegelspitzen des Netzes eine 
Curve sechster Ordnung 6° bilden. Durch jeden der Punkte 
PTT B, B, B, B,B; (und auch durch B,) gehen 7 Gerade, welche S° 
doppelt treffen, durch Pz. B. die Geraden P (TT 8, B, B, B, B; Bg Bo)- 
Jede andere Gerade durch P hat nur eine correspondirende Axe 
durch TT, kann also héchstens von dieser getroffen werden, also die 
Curve ©* héchstens einmal treffen. Keiner der acht Grundpunkte 
liegt im Allgemeinen auf S*, da sechs Gerade, wie P (TT $,8,8,%,%;), 
bei der Beliebigkeit der Punkte keinen Kegel erzeugen. Folglich hat 
S* sieben scheinbare Doppelpunkte. Sie ist demnach vom 
Range 6.5 — 2.7 = 16*). 

Der iiber dieser Curve stehende Kegel sechster Ordnung mit der 
Spitze P (oder TT) trifft die Projection R* (oder P*) der Grundcurve 
R* eines Biischels des Netzes aus P (oder TT) ausser in den sieben 
Punkten b (oder f), die doppelt zahlen, weil sie auf den Doppelkan- 
ten des Kegels liegen, noch in den vier Punkten P' P’ P” P’”” (oder 
TT’ ir’ 1’”’), welche die vier Kegel des Biischels bewirken 
(No. 25.). 


Vill. 


31. Es seien endlich blos sechs Punkte PTT %,%,%,%, ge- 
geben. Das dreifach unendliche System der durch sie geleg- 
ten Flichen zweiten Grades ist ein besonderer Fall des Fli- 
chengebiisches zweiter Ordnung (Linearsystems); das allge- 
meine F'lichengebiische**) entsteht durch alle die Flichen, welche sich 
in den Biischeln befinden, die durch Zusammenstellung einer Fliche 
2. Grades mit simmtlichen Flichen eines Flichennetzes zweiter Ord- 
nung oder durch Zusammenstellung simmtlicher Flichen eines Biischels 
zweiter Ordnung mit denen eines andern veranlasst werden. Unser 
specieller Fall tritt ein, wenn die constituirende Fliche durch sechs 
der Grundpunkte des constituirenden Netzes geht, oder wenn die 
Grundcurven der beiden constituirenden Biischel sechs Punkte gemein 
haben. Die Projectionen der vier Punkte 8 aus P und TT geben wie- 





*) Man sehe iiber diese Curve und ihre Singularitiiten des Verf. Buch iiber 
die Flichen dritter Ordnung No. 16, 64 und 70. 

**) Dasselbe wurde von mir in meinem Buche iiber die Flichen dritter Ordnung 
Flaichennetz genannt. Ich habe aber um der Uebereinstimmung willen diese Be- 
zeichnungsweise verlassen und verstehe unter Fliichennetz dasselbe, wie unter 
Flachenbiindel, fiir das dreifach unendliche System habe ich die Benennung des 
Herrn Reye adoptirt. 
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der die beiden Gruppen GG = (b, b, b, b,) und [ = (6, B, B, B,). Jede 
Gerade g, durch P hat unendlich viele correspondirende 
Axen y, durch TI, die einen Kegel zweiten Grades bilden, 
der itiber dem Kegelschnitte £, durch £, B, 6, 8B, steht, welcher dem 
Kegelschnitt S, = (b, b, b,b, pr) analog ist [wobei p, = (©, gz)|. Es 
ist also der analoge Kegel durch TT (,f,, 8.8., 838;, 8,B,) zu dem 
Kegel durch P (%,b,, 8,b,, Bjb,, B,b,) und gz; wir kénnen ihn auch 
den correspondirenden Kegel A, der Geraden g, nennen; da er die- 
selbe zweimal trifft, so liegen auf g, und so auf jeder durch 
einen Grundpunkt gehenden Geraden zwei Kegelspitzen des 
Gebiisches, abgesehen davon, dass in diesen Punkt selbst 
eine solche Kegelspitze fallt, wie ja bekannt ist. Eine Gerade, 
die zwei Grundpunkte verbindet, wie P%,b,, sondert aus dem 
Biischel (6, b, b, b,) keinen besonderen Kegelschnitt, ihr correspon- 
diren alle Geraden durchTI, also wird sie auch vollstindig 
von Kegelspitzen erfiillt, wie ebenfalls bekannt ist. 

32. Aber dem Kegel A, = (TT, =), d. h. allen seinen Kanten y,, 
correspondirt nicht blos die eine Gerade g,, von der wir oben spra- 
chen, sondern alle Geraden des Kegels D, = (P,S,), da ja in Bezug 
auf G* und [ simmtliche Punkte von S, und simmtliche Punkte von 
x, correspondiren. In der Schnittcurve s$ von D, und A, treffen 
sich also correspondirende Axen, sie enthilt folglich lauter Kegelspitzen 
des Netzes. Da die analogen Kegelschnitte durch (b, b,b,b,) und 
(8, 8. B; 6,) zwei projectivische Biischel bilden, so gilt dies auch fiir 
die iiber ihnen stehenden analogen Kegel D, und A,. Diese beiden 
projectivischen Kegelbiischel erzeugen nun durch die Durchschnitts- 
curven st den Ort simmtlicher Kegelspitzen des Gebiisches, 
eine Fliche vierter Ordnung Y', die Kegelspitzen- oder 
Kernfliche des Gebiisches. Die vier Grundstrahlen des einen 
wie des andern Biischels, also die acht Geraden, welche P und 
TT mit den vier anderen Grundpunkten verbinden, liegen 
auf %'; die vier Punkte %, beiden Grundcurven gemeinsam und 
deshalb auf allen Curven si liegend, sind Knotenpunkte der 
Fliche, ebenso die beiden anderen Grundpunkte P und TI, 
da sie Knotenpunkte der beiden Grundcurven sind; trifft ja auch jede 
durch einen der sechs Grundpunkte gelegte Gerade die Kernfliche 
ausser in jenem nur noch zweimal (No. 31). 

In den beiden Kegelschnittbiischeln durch G‘ und [* sind die 
Kegelschnitte analog, welche durch $ gehen, da ja $ (b, b, b; bs) = 
(8, B. B, B,). Also entsprechen die iiber ihnen stehenden Kegel mit 
den Spitzen P und TI, welche iibrigens zu den Kegeln des Gebiisches 
und zwar zu den sechs ausgezeichneten, die ihre Spitzen in den Grund- 
punkten selber haben, gehéren, in den Kegelbiischeln einander. Ihre 
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Durchschnittscurve s4 zerspaltet sich in die Gerade PTT, die ja durch $ 
geht, (also die neunte hap eittaree na von zwei Grundpunkten), 
und die Raumcurve dritter Ordnung *, welche durch die sechs Grund- 
punkte geht und durch sie bestimmt ist. 

Ferner sind in © je zwei homologe Geradenpaare analog, z. B. 
(b,b,, b,b,) und (8,8,, B,8,), also entsprechen einander in den Kegel- 
biischeln die Ebenenpaare (P%, 8, , PB; B,) und (17%, B,, TB, Y,). 
Ihre Durchschnittscurve zerfaillt in die beiden Geraden 8, B,, 8, B, 
und die Geraden (P%,B,, TT B,%,) und (PB, B,, 1B, B,). 

Wir erhalten so noch die sechs iibrigen Verbindungsgeraden von 
je zwei Grundpunkten und die Durchschnittsgeraden von sechs Ebe- 
nenpaaren, die zum Gebiische gehéren; welche Geraden wir als zu Gera- 
den erweiterte Spitzen von degenerirten Kegeln des Gebiisches auf der 
Kernfliche erwarten mussten. Die vier iibrigen derartigen Schnitt- 
geraden wird eine andere Gruppirung der Grundpunkte auch als Ge- 
raden der Fliche %* erkennen lassen. 

Keine zwei der 10 Durchschnittsgeraden treffen einander, weil sie 
stets sich als Gegenseiten eines windschiefen Vierseits ergeben, wie 
wir dies bei den beiden obigen gesehen haben. 

Durch je vier der Knotenpunkte von %' gehen also auf 
dieser Fliche einfach unendlich viele Raumcurven vier- 
ter Ordnung und erster Species, die aus den beiden iibri- 
gen Knotenpunkten durch Kegel zweiten Grades projicirt 
werden. EKinmal zerfaillt diese Raumcurve in die Verbin- 
dungsgerade der beiden iibrigen Grundpunkte und die 
durch alle sechs Grundpunkte gelegte cubische Raumcurve 
R® (die demnach allen 15 derartigen Systemen gemeinsam ist); die 
Projectionskegel aus P und TT gehéren dann zu dem Gebiische und zwar 
zu den sechs ausgezeichneten Kegeln. Dreimal endlich lést sich die 
Raumeurve vierter Ordnung in ein windschiefes Vierseit 
auf, dessen ein Paar Gegenseiten aus zwei Verbindungs- 
geraden von Grundpunkten, das andere aus Durchschnitts- 
geraden von Ebenenpaaren des Gebiisches besteht. 

33. Ferner liegen auf %' noch dreifach unendlich viele 
Raumeurven sechster Ordnung (16. Ranges) ©°, die Kegel- 
spitzen- oder Kerncurven aller im Gebiische enthaltenen Netze. Durch 
je drei Punkte auf %* geht eine solche Curve; sind aber die 3 Punkte 
Spitzen von Kegeln desselben Biischels, so liegen sie auf unendlich 
vielen Curven S*, die alle noch durch die Spitze des vierten Kegels 
des Biischels gehen: oder: durch zwei beliebige Punkte auf 
geht ein Biischel von unendlich vielen Curven ©*, welche 
sich noch in zwei festen Punkten treffen, den beiden anderen 
Kegelspitzen des Biischels, dem jene beiden Punkte als Kegelspitzen 
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zugehdren. Z“ehnmal lést sich in einem solchen Biischel, wenn niimlich 
in das Netz, dem die Curve zugehért, eins der zehn Ebenenpaare ein- 
tritt, die Curve in dessen Durchschnittsgerade und eine ihr zweimal 
begegnende Curve fiinfter Ordnung ©G® auf, welche vier 
scheinbare Doppelpunkte hat (da von den sieben Geraden, die von 
einem der Grundpunkte des Netzes nach den sieben iibrigen gehen, 
drei die genannte Durchschnittsgerade treffen), also zwélften Ran- 
ges ist*). — Durch jeden Punkt gehen doppelt unendlich viele Cur- 
ven S*, von denen sich natiirlich unendlich viele in der beschriebe- 
nen Art, 45 aber sich, wenn niimlich das Netz zwei Ebenenpaare 
aufnimmt, in die beiden Durchschnittsgeraden (die gegen einander 
windschief sind) und eine (jeder von ihnen zweimal begegnende) Raum - 
curve vierter Ordnung ©! aufliésen; da die beiden Durchschnittsge- 
raden zusammen fiinf Verbindungsgeraden der Grundpunkte des Netzes, 
die von einem Grundpunkte ausgehen und von denen eine beide trifft, 
begegnen, so hat die Raumeurve vierter Ordnung zwei scheinbare 
Doppelpunkte, ist also achten Ranges und erster Species*). Die 
Curve S° endlich, welche einem der 120 Netze des Gebiisches zuge- 
hért, in denen sich je drei Ebenenpaare befinden, zerfillt in deren 
drei (gegen einander windschiefe) Durchschnittsgeraden und eine jeder 
der drei Geraden zweimal begegnende Raumecurve dritter Ord- 
nung ©G*, an welche von jedem der Grundpunkte nur eine Secante 
geht, die also die bekannte cubische Raumeurve ist, so dass es auf 
%4 ausser 2° noch 120 cubische Raumeurven @* giebt; doch nur 60 
von diesen bleiben ungetheilte cubische Raumcurven, die iibrigen 60 
lésen sich auf je in eine Durchschnittsgerade und eine Verbindungs- 
gerade zweier Knotenpunkte, diese doppelt gerechnet; so dass sich auch 
die oben erwiihnten 120 Netze des Gebiisches, in denen drei Ebenen- 
paare vorkommen, auf 60, in denen blos drei sich befinden, und 15, 
welche vier enthalten, reduciren. (Man sehe No. 36.) 

Je zwei Curven ©® schneiden sich in vier Punkten, den 
Spitzen der vier Kegel des Biischels, das ihren beiden Netzen ge- 
meivsam ist, und constituiren ein Biischel von Curven S°. Geht eine 
Curve @* durch einen der Knotenpunkte der Fliiche %', z. B. durch 
P, so ist dieser fiir sie ein Doppelpunkt. Alle Biischelgrundcurven 
des Gebiisches gehen durch die sechs Grundpunkte; die Grundcurven 
also derjenigen, zu denen der Kegel des Gebiisches mit der Spitze P 
gehdrt, haben in derselben einen Doppelpunkt und der genannte Kegel 
reprisentirt bekanntlich zwei Kegel jedes solchen Biischels; so zeigt 
sich von einer andern Seite der Grund der Duplicitiit von P auf S°. 


=6 


Alle Curven ©°, die durch einen Grundpunkt und einen andern 


*) Des Verf. Buch tiber die Flichen dritter Ordnung No, 65. 56. 
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Punkt auf %* gelegt sind, haben nur noch einen festen Punkt gemein, 
weil der vierte sich mit dem Grundpunkte vereinigt hat. 

Wahlt man gar zwei Grundpunkte zu festen Punkten eines Bii- 
schels von Curven G*, so sind beide weiteren festen Punkte mit ihnen 
zusammengefallen, und die Curven haben nur die beiden Doppel- 
punkte gemein. 

Von der Curve S* durch drei Grundpunkte soll im niichsten Ab- 
schnitte gesprochen werden; sie geht auch durch die drei iibrigen und 


ist die Curve * doppelt. 


IX. 


34. Wir halten nun sechs Grundpunkte PITS, 8, %, %, 
fest und wollen zu einem siebenten %, stets den associir- 
ten achten Punkt %, suchen. Zuerst wollen wir %, einige aus- 
gezeichnete Lagen hinsichtlich der sechs festen Punkte geben , dann 
(in den beiden niichsten Abschnitten) werden wir den Ort des achten 
Punktes suchen, wenn der siebente eine Gerade oder eine Ebene 
durehliuft, also die associirte Curve oder Fliiche dieser Gebilde *), 

Es falle der Punkt 8, auf die Verbindungsgerade zweier der festen 
Grundpunkte, z. B. auf $,%,. Wenn nun g, und y, zwei correspon- 
dirende Axen durch P und TT sind, welche irgend eine Fiche des 
Netzes erzeugen, so ist also g, (8, B, B, B, B;) = vz (B, B, B; B, B;), 
mithin fallen in den beiden projectivischen Punktreihen, in denen 
die Ebenenbiischel um g, und y, die Gerade %, 8, %, treffen, dreimal 
zwei entsprechende Punkte, folglich alle zusammen; woraus hervor- 
geht, dass die Durchschnittsgeraden je zweier entsprechenden Ebenen 
die Gerade %, B, 8, treffen, diese also auf der Fliiche und demnach 
auf allen Flichen des Netzes liegt; ist ja doch der Satz, dass eine 
Fliche zweiten Grades, die durch drei Punkte einer Geraden geht, 
diese ganz enthiilt, hinliinglich bekannt. Wir werden also auch ver- 
muthen kénnen, dass der associirte achte Punkt die ganze Verbin- 
dungsgerade erfiillt, was nun auf Grund der bisherigen Betrachtungen 
genauer nachgewiesen werden soll. 

Da die drei Punkte b, b,b; und ebenso f, 6, 6, in © auf je einer 
Geraden liegen, so zerfallen die beiden Kegelschnitte S, und X) in 
die beiden Geradenpaare (b, b, b,,b,b,) und (6, 6, B;, 6, B,) mit den 
Schnittpunkten s und 6. Der analoge Kegelschnitt zu S, durch 


*) Man vergl. die Abhandlung des Herrn Geiser: Ueber zwei geometrische 
Probleme, Journal von Crelle-Borchardt Bd. 67, so wie die Resultate der Unter- 
suchungen des Herrn Reye iiber das allgemeine Flichengebiische zweiter Ord- 
nung, welche er in seiner Geometrie der Lage II 8. 255 mittheilt. 
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B, B, B, B, zerfillt in die Geraden £, B,, B, 6B, (No. 3.), der aber durch 
B, B. B, B; in die Geraden f, 8B, 8B; und B, 6’, wenn o’ auf 6, B, B, so 
liegt, dass (b, b, b; s) = (6, B, B, o’)*). Beiden Geradenpaaren ist 
ausser 6, (und #, , B,) die ganze Gerade B, 6,8, gemein; in diese hat 
sich also der Punkt f, erweitert. In gleicher Weise hat sich der 
Punkt b, zur Geraden b, b, b, erweitert. Folglich hat sich der Punkt 
%, in die Schnittgerade der beiden Ebenen (P, b,b,b,) und (TT, 6, 6, £;), 
d. i. in die Gerade %, $, 8, erweitert. 

Legt man also bei sechs festen Grundpunkten eines 
Netzes zweiter Ordnung den siebenten auf die Verbin- 
dungsgerade zweier der festen, so erfillt der associirte 
achte diese ganze Gerade. 

Drei Flichen zweiten Grades, die durch dieselbe Ge- 
rade gehen, haben, sofern sie nicht demselben Biischel an- 
gehéren, also noch durch eine der Geraden zweimal be- 
gegnende cubische Raumeurve gehen, vier Punkte ausser- 
halb der Geraden gemein. 


35. Hs liege nun der siebente Punkt 8, auf der cubischen Raum- 
curve t* durch die sechs festen Grundpunkte, dann liegt $ sowohl 
auf dem Kegelschnitt S, = (b, b,b,b,0,), als auch auf 2) = (6, 6, 8,8, B,), 
denn dieselben sind die Projectionen der Curve }* aus P und TT. Nun 
ist aber $ (0D, b, b, b, b;) } (6, B. By; B, B;). Folglich gilt dies auch 
fiir je zwei Punkte p, (auf S,) und a, (auf 2); die beiden Kegel- 
schnitte S, und £, correspondiren einander, oder in den Kegelschnitt 
x, hat sich der Punkt 6, und in S, der Punkt b, erweitert, und an 
die Stelle des Punktes 8, = (Pb,, 11B,) tritt die Schnittcurve der 
Kegel (PS,) und (IT %,) d.i. (abgesehen von PTT selbst) die Curve s°. 

Also, wenn bei sechs festen Grundpunkten eines Netzes 
zweiter Ordnung der siebente Grundpunkt auf die durch 
jene sechs bestimmte cubische Raumeurve fallt, so erfillt 
der achte associirte Punkt diese ganze Raumcurve, so dass 


*) Diese Bedingung bewirkt, dass px (b,b,b3);) = mz (6; B, Bs B;), wenn px auf 
bg by, ma auf B,o° liegt; denn beide anharmonischen Verhiiltnisse haben den Werth 
@ = (b, be 8 b;) = (B, Bp o’ B;). Nun gilt fiir jeden Werth des anharmonischen Ver- 
hiiltnisses (nicht blos fiir — 1, welcher bei der Harmonicitiit statt hat) der Satz: 
Fallen von drei Strahlen (Punkten), die ein gegebenes anharmonisches Verhiilt- 
niss umfassen, zwei zusammen, dann muss sich mit ihnen auch einer von den bei- 
den iibrigen vereinigen. Also kann das anharmonische Verhiiltniss von vier Strah- 
len, von denen drei zusammengefallen sind, jeden beliebigen Werth haben, mit- 
hin z. B., wenn px auf b,b,b, oder zx auf B, BB, liegt, so kann dem anharmo- 
nischen Verhiiltnisse px (), 0,0; b;) oder zx (B; Bp 63 8,) auch der Werth o beigelegt 
werden, so dass diese beiden Verhiiltnisse stets diesen Werth haben und einan- 
der gleich sind, wo auch px auf (b,b,),, 0,04) und wz auf (B, B, B, , By o’) liege. 

36 * 
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simmtliche Flichen des Netzes durch sie gehen. Eine 
Fliche zweiten Grades, die mit einer cubischen Raumeurve 
sieben Punkte gemein hat, enthalt dieselbe ganz. 

Die iibrigen 5 Kegelschnitte S (No. 5.) fallen, wie leicht einzu- 
sehen ist, in unserm Falle mit S,, die X mit X, zusammen. 

36. Wenn, wie in No. 34, alle Fliichen eines Netzes durch eine 
Gerade und vier Grundpunkte gehen, so zerfillt die Grundcurve jedes 
Biischels in diese feste Gerade und eine dieselbe zweimal treffende und 
durch die vier Graundpunkte gehende veriinderliche cubische Raum- 
curve. Das System also der cubischen Raumeurven durch vier Punkte 
und mit einer gegebenen Secante ist doppelt unendlich (ihnlich dem 
der Raumeurven vierter Ordnung und erster Species durch acht asso- 
ciirte Punkte). Durch jeden Punkt im Raume geht eine Curve, durch 
jeden Punkt auf der Secante einfach unendlich viele, welche den 
Kegel erfiillen, der zu Kanten die Secante und die Verbindungslinien 
des Punktes mit den vier Grundpunkten hat. 

Weil durch die Grundeurve eines Flichenbiischels, die in eine 
(ierade und eine cubische Raumcurve zerfallt, nur zwei Kegel gehen, 
die ihre Spitzen in den Begegnungspunkten der beiden Theile der 
(irundeurve haben, und deren jeder 2 Kegel des allgemeinen Falles 
repriisentirt, so reducirt sich die Kegelspitzencurve fiir das Netz, des- 
sen Fliichen alle durch eine Gerade gehen, auf die Gerade doppelt 
gedacht; der fehlende Bestandtheil wird durch die Durchschnittsgeraden 
der vier Ebenenpaare gebildet, die in dem Netze enthalten sind. Da 
dies QQuadrupel von Durchschnittsgeraden, das einer Verbindungsgera- 
den begegnet, aus vier Tripeln besteht, so ergeben sich uns die 
15.4 = 60 Tripel, deren zugehérige ©* zerfiillt. (Man s. No. 33.) 

Also eine besondere Abart der Curven ©° bilden auf 
die Systeme aus je einer Verbindungsgeraden zweier Kno- 
tenpunkte (doppelt gedacht) und den Durchschnittsgera- 
den der vier Ebenenpaare, in deren einer Kbene jene Ver 
bindungsgerade liegt. 


37. In dem Netze, dessen Fliichen alle durch eine cubische Rawm- 
curve jt? — die Grundeurve des Netzes — gehen, zerfallen ebenfalls 
alle Biischelgrundcurven in die feste Curve %* und eine bewegliche 
Secante derselben. In gleicher Weise wie oben erkennen wir, dass die 
Kegelspitzencurve sich auf die Curve 3t° (doppelt gedacht) reducirt*). 


*) Dass die Kegelspitzencurve dieses Netzes sich von der sechsten auf die 
dritte Ordnung erniedrigt, muss sich auch aus der Betrachtung der No, 30. erge- 
ben. Da sich in dem vorliegenden Falle die beiden Kegelschnitte S, und Ly hin 
sichtlich der beiden Gruppen G®> und [® correspondiren, so correspondirt jeder 
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Also ist die Curve %* auf % (doppelt gedacht) auch eine 
Abart der Curven 6°, 

Die Kegel des Gebiisches, die ihre Spitzen auf dieser Curve haben 
und speciell die, welche sie in einem der sechs Grundpunkte haben, 
gehéren zum Netze, dessen Grundcurve ®* ist. Eine Curve 6°, die 
durch drei Punkte dieser Curve X* gelegt ist, also auch besonders 
durch drei Grundpunkte, reducirt sich stets auf die Curve ‘° selbst. 
Fiir jedes System von Curven ©°, gelegt durch zwei feste Punkte auf 
x — zu dem also diese Curve mit gehért, sowie auch die etwaigen 
Abarten 6°, S', ©* —, fallen die beiden ferneren festen Punkte mit 
jenen stets zusammen, so dass alle Curven 6°, gelegt durch zwei 
Punkte von ®%, sich in denselben beriihren. — 


CAD 


38. Es ist oben gesagt (No. 34.), dass je zwei Curven S° sich in 
vier Punkten schneiden. Keine irreducible Curve S° trifft eine oder meh- 
rere der 10 Durchschnittsgeraden der Ebenenpaare; sobald eine Kern- 
curve dies thut, zerspaltet sie sich auf die in No. 33. angegebene Weise, 
denn dann liegt mindestens eine Spitze des Ebenenpaar-Kegels auf S°, so 
dass dieser zum zugehdrigen Netze gehdrt und also natiirlich alle seine 
unendlich vielen Spitzen an dessen Kernecurve theilnehmen. Von den 
vollstindigen Curven S° wird nun der iibrig bleibende Bestandtheil 
S°, S! oder G* viermal getroffen, sowie auch diese degenerirten Cur- 
ven einander je viermal treffen, da alle Durchschnittsgeraden von Ebe- 
nenpaaren gegen einander windschief sind. Von den zehn Durch- 
schnittsgeraden wird )* im Allgemeinen nicht getroffen (ebenso wenig 
wie eine vollstiindige Curve ©"); diese Curve wird also von allen ¢°, 
S°, S', S* zweimal getroffen (da sie selbst doppelt zu denken ist). 
Jede Vetbindungsgerade von zwei Grundpunkten begegnet ebenso jeder 
S* doppelt, und nicht minder jeder ©°, S', S*, deren zugehdrige 1, 
2, 3 Durchschnittsgeraden die Verbindungsgerade nicht treffen. 

Trifft die einer Curve 6° zugehérige Durchschnittsgerade s die 
Verbindtngsgerade 1 zweier Knotenpunkte, so haben die beiden Netze, 
zu deren Kerneurven ©° und / resp. gehdéren, wiihrend s zu beiden 
gehdrt (No. 36.), ein Biischel gemein, in dem das Ebenenpaar mit der 
Durchschnittsgeraden s sich befindet; dessen eine Ebene ist (sl), und 
der fernere Bestandtheil der Grundcurve ausser / setzt sich zusammen 
aus einer Geraden m in dieser Ebene (durch den dritten Grundpunkt 


beliebigen, also auch einer durch 38 gehenden Geraden ZL, weil sie S) zweimal 
trifft, ausser dem doppelten Kegelschnitte £, cine Gerade A, die im Allgemeinen 
nicht durch % geht, da dies X) schon thut. Also liegt auf J nur ein Paar cor- 
respondirender Punkte; demnach befindet sich in jeder Ebene durch PTT nur ein 
Paar correspondirender Axen, folglich neben den beiden Punkten P und TT, die 
ersichtlich Kegelspitzen sind, nur noch eine. 
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in derselben) und einem Kegeischnitt in der andern Ebene (durch 
deren drei Grundpunkte). Durch diese Grundeurve geht ausser dem 
Ebenenpaare nur ein einziger Kegel, der seine Spitze in (l,m) hat. 
Dies ist der Begegnungspunkt von ©° mit l. 

Begegnet von den beiden einer Curve ©* zugehérigen Durch- 
schnittsgeraden s und s, nur eme der Geraden /, so begegnen sich 
auch ©‘ und / einmal; treffen aber beide die Gerade 1, so hat G* mit 
1 keinen Punkt gemein; in dem Biischel, das den Netzen gemein ist, 
zu deren beiden Kerncurven s und s, gehéren, wihrend ©‘ an der 
einen, / an der andern theilnimmt, befinden sich zwei Ebenenpaare (die 
mit den Schnittgeraden s und s,), also kein wirklicher Kegel. 

Wenn endlich von den drei einer Curve ©* zugehérigen Durch- 
schnittsgeraden eine, zwei oder alle drei die Gerade / treffen, so trifft 
S* diese Gerade einmal, gar nicht oder zerfillt in die doppelte Gerade / 
und die vierte Durchschnittsgerade, die derselben begegnet. 

39. Wir wollen die sechs ausgezeichneten Kegel des Gebiisches, 
welche ihre Spitzen in den Grundpunkten P,TT, 8,, 8, B,, 8, haben, 
mit &,, Ry, KR, Ry, Kz, Ry bezeichnen. Verlegen wir den sieben- 
ten Grundpunkt 8, eines Netzes aus dem Gebiische auf einen dieser 
Kegel, z. B. auf &,, so geht der Kegelschnitt S, = (b, b, bs b, b,) 
durch $, jedoch nicht gleichfalls der Kegelschnitt £, = (f, 6, B, B, B,), 
es sei denn, dass $, gerade auf die Curve }t°, die sich ja auf allen 
sechs ausgezeichneten Kegeln befindet, zu liegen komme; was wir 
im Allgemeinen nicht annehmen. Die beiden analogen Kegelschnitte 
zu S, durch 6, 6, 8;8, und B, 6, 8,8, gehen, da $ auf S, liegt und 
jederzeit $ (bd, b, b, b, b;) = B(B, B, B; B, B,) ist, beide auch durch §, 
so dass also dieser ihr vierter Schnittpunkt und der correspondirende 
Punkt £, des Kegelschnitts S, ist. Der correspondirende Punkt |, 
des Kegelschnitts £, wird sich dagegen mit dem Punkte %, auf &, 
aindern; wo er aber auch liege, stets ist, da 6B, =}, der achte asso- 
ciirte Punkt 8, = (Pb,, 1%) = P. 

Liegt also bei sechs festen Grundpunkten eines Netzes 
der siebente auf einem der sechs ausgezeichneten Kegel 
zweiten Grades, die durch diese Punkte gehen und ihre 
Spitzen in je einem von ihnen haben, so ist der associirte 
achte Punkt stets diese Spitze, fillt also mit einem der 
festen Grundpunkte zusammen. Kommt freilich der sie- 
bente Punkt auf die durch die sechs Punkte gefiihrte cubi- 
sche Raumcurve §°, welche sich auf allen sechs Kegeln be- 
findet, zu liegen, so sind ihm nicht nur die sechs Kegel- 
spitzen oder Grundpunkte, sondern die ganze Curve f% 
associirt (No. 35). 


Jedo Kante eines solchen ausgezeichneten Kegels, z. B. K,, hat 
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mithin — abgesehen von dem Punkte P — die Curve ®* zur asso- 
ciirten Curve und zwar sind beide so associirt, dass dem Punkte, in 
dem % von der Kante zum zweiten Male getroffen wird, die ganze 
Curve %*, allen iibrigen Punkten der Kante der eine Punkt P asso- 
ciirt ist. 

40. Umgekehrt: Fiillt der siebente Punkt mit einem der sechs 
festen Grundpunkte zusammen, so sind ihm alle Punkte des ausge- 
zeichneten Kegels, der seine Spitze in diesem Grundpunkte hat, asso- 
ciirt und, was uns eigentlich doch nur noch zu beweisen bleibt, blos 
diese Punkte (jeder Richtung durch die Spitze entspricht ein bestimmter 
Punkt des Kegels). 

Es falle also 8, mit P zusammen, so wird b, unbestimmt, £6, 
fillt in den Punkt $; der Kegelschnitt X, ist also (6, 6,8,8, $), hin- 
gegen S, erweitert sich zu dem ganzen Biischel durch (b, b, b,b,). Je- 
denfalls kann der Punkt }, nur auf dem analogen Kegelschnitt durch 
(b, b, bs b,) zu XZ, sich befinden; dieser ist, da f auf Z, liegt und 
$B (b, by by b,) % (6, B, B, B,), der Kegelschnitt ($ b, b, b, b,); nun 
muss %, stets auf Pb, sich befinden, also kann %, nur auf dem Ke- 
gel iiber dem genannten Kegelschnitte und mit der Spitze P zu finden 
sein, d. i. aber auf dem Kegel &,. 


41. Wir legen nun den siebenten Punkt %, auf die Ebene dreier 
der sechs festen Punkte, z. B. auf (P%,%,), so gehért das Paar der 
Ebenen (PS, 8,%,) und (¥,%, 11) ersichtlich zam Netze, und der asso- 
ciirte achte Punkt muss auf einer der beiden Ebenen liegen; wir ver- 
muthen auf der zweiten, da jede Grundcurve des Netzes die erste schon 
viermal, die zweite erst dreimal trifft und doch durch den achten Punkt 
gehen muss. Es liisst sich dies aber auch auf Grund unserer Con- 
struction des achten Punktes erkennen. Da offenbar die drei Punkte 
b, b, b; in gerader Linie liegen, so zerfallt der Kegelschnitt S, in diese 
Gerade und in b,6,; der analoge Kegelschnitt durch 6, B, 6, B, ist 
(B; B., B,B,), der durch B, B, B, B, ist em Kegelschnitt, der mit diesen 
vier Punkten das anharmonische Verhiltniss (b, b, sb;) umfasst, wenn 
s der Sehnittpunkt des Geradenpaares S, ist*). Dieser Kegelschnitt 
und das Paar (8, 6,, 8, 8,) treffen sich ausser in £,, B,, 8, noch in einem 
vierten Punkte 6, auf 6, 6,; da nun %, stets auf 1A, liegt, so leuch- 
tet ein, dass %, auf der Ebene (ITA, 6,) = (TTB, %,) liegt. 

Befindet sich also der siebente Grundpunkt auf der 
Kbene von dreien der sechs festen Grundpunkte, so liegt 
der associirte achte auf der Ebene der drei andern festen. 


Befindet sich folglich dieser siebente Grundpunkt auf 


*) Hier gelten tihnliche Betrachtungen, wie in der Anmerk. zu No. 34. 
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der Schnittgeraden eines der zehn Ebenenpaare des Ge- 
biisches, so liegt auch der achte auf dieser Geraden. 


Dass er mit dem siebenten zusammenfillt, also jeder Punkt einer 
solchen Geraden sich selbst associirt ist, wird sich im niichsten Ab- 
schnitte als eine Folgerung des Satzes ergeben, dass das bei jedem 
Punkte der Fliiche %* der Fall ist. 


X. 


42. Da im Allgemeinen eine Gerade Q jeden der sechs ausge- 
zeichneten Kegel zweimal trifft, so geht in Folge von No. 40. ihre 
associirte Curve durch jeden der Grundpunkte doppelt. 
Eine Gerade jedoch, welche durch einen der Grundpunkte 
geht, trifft den ausgezeichneten Kegel, der seine Spitze in demsel- 
ben hat, ausserdem nicht mehr, jeden der fiinf anderen aber nur noch 
einmal. Folglich ist ihr, abgesehen von dem Kegel, welcher dem 
Grundpunkte associirt ist, eine Curve associirt, die durch die- 
sen Grundpunkt nicht geht, durch jeden der anderen aber 
einmal. 


Ferner miissen zwei associirte Curven, da sie Punkt fiir Punkt auf 
einander bezogen sind, von demselben Geschlechte sein (man s. No. 7.), 
also die associirte Curve einer Geraden wird stets das Ge- 
schlecht 0 haben, d. h. wenn ihre Ordnung n ist, so wird die An- 
(n — 1) (n— 2) 

1.2, 

43. Bewegen wir zuerst den Punkt %, auf einer Geraden &, 
die durch einen Grundpunkt, z. B. P, geht; so bleibt b, fest, wihrend 
B, die Geraden $b, durchliuft; es bleibt ferner der Kegelschnitt S, 
fest und also auch der analoge Kegelschnitt £, dessel®en durch £,3,8, 8, , 
auf dem sich £, befinden muss. Jeder Punkt & dieses Kegelschnitts 
wird einmal £,, denn wenn ~& ein beliebiger Punkt auf S, ist, so ist 
doch «x (b, b, b, bs) = & (8, B. B,B,). Wenn nun der dem Strahle «xb. 
entsprechende im Biischel § die Gerade $b; in f, trifft, so ist dies 
der Punkt 6,, dem & als £, zugehért. %, muss nun auf TTA, liegen. 
Bewegt sich also $, auf der Geraden £ = Pb,, so beschreibt TT, 
den Kegel (TZ,), der durch TT (B, 8, B, B,) geht und der analoge zu 
dem durch P (%, 8, 8,%,) und Q ist. Vertauschen wir TT mit einem 
der vier tibrigen Grundpunkte, z. B. mit 8,, so ergiebt sich als Ort 
von 8,8, der analoge Kegel durch %, (SB, 8, 8,11) zu dem Kegel 
durch P(%, 8, 8, 11) und &; mithin als Ort des Punktes 8, die cubi- 
sche Raumcurve ¢°, die diesen beiden Kegeln ausser TTS, gemein ist 
und die durch 8, 8,8, 8,1 geht. Bewegt sich & auf einem Ke- 


zahl der wirklichen und scheinbaren Doppelpunkte sein. 
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gel durch P (%, 8, B, 8,), so durehstreicht 2° den analogen Kegel 
durch TT (S, B, B, B,). 

44, Diese beiden Kegel sind aber zwei entsprechende Kegel D, 
und A, der beiden Biischel, durch welche wir die Fliiche %* erzeugt 
haben (Abschnitt VIII). Es falle also der Punkt 8, auf 2 in einen 
der Punkte, in denen diese Kante von D, die Schnittcurve s;—=(D,, Az) 
trifft, dann kommt £, auf den Kegelschnitt 2,, iiber dem ja A, steht, 
zu liegen (derselbe wird ,). Wihlt man ihn nun zum Punkt — und 
sucht uach der vorigen Nummer auf b,% den Punkt, fiir den er B, 
wird, so wird sich ergeben, dass er fiir sich selber £8, wird; also 
TT &, 6, wird identisch mit TTS, 8;. In ahnlicher Weise wird P%, by, 
mit PY, b, identisch, d. h. B, mit B,. Also, da die Curven s} die 
Fliiche %* erzeugen, haben wir nun folgende Resultate: 

Die Punkte der Fliche % sind sich selber associirt, 
mithin auch die Durchschnittsgeraden der zehn Ebeven- 
paare des Gebiisches durch die sechs festen Grundpunkte. 
Von den Punkten auf %* und auf den 15 Verbindungsgeraden der 
Grundpunkte versteht sich dies wegen No. 34 und 35 von selbst. 

Jeder Geraden 2, die durch einen der sechs Grund- 
punkte geht, ist eine cubische Raumcurve &@ associirt, auf 
der die fiinf tibrigen Grundpunkte liegen und die jener in 
zwei sich selbst associirten, auf der Fliche A gelegenen 
Punkten begegnet. Also auch umgekehrt, da nach No. 29. zwei 
Socii vertauscht werden kénnen: Jeder der doppelt unendlich 
vielen cubischen Raumecurven durch fiinf der Grundpunkte 
ist ihre vom sechsten Grundpunkte ausgehendé Secante 
associirt. Dies fiihrt auch zu einer andern Erzeugung der Fiche '. 

Jede Fliiche zweiten Grades, die durch die sechs Grundpunkte 
und einen beliebigen Punkt auf ¢ geht, geht durch dessen Socius auf 
v5, und geht sie durch einen Punkt auf {%°, so geht sie durch den 
Socius auf ¥. Geht sie durch zwei Punkte auf ¢°, also auch durch 


deren Socii auf &, so enthiilt sie die ganze ¢ — weil drei Punkte 
derselben — und folglich auch die ganze %°, von der sie sieben Punkte 


enthilt. Es zeigt sich hier die gegenseitige Abhingigkeit der beiden 
Siitze, dass eine Fliiche zweiten Grades, die durch drei Punkte einer 
Gieraden oder sieben Punkte einer cubischen Raumeurve gelegt ist, 
diese Gerade oder diese Curve vollstiindig enthiilt. ' 

45. Es ist, wie eben erwiihnt, in No. 29. gezeigt worden, dass 
der associirte achte Punkt mit jedem der sieben, denen er associirt 
ist, vertauscht werden kann. Ferner ist in No. 39. bewiesen worden, 
dass der associirte Punkt zu sieben Punkten eines Kegels zweiten Gra- 
des, von denen einer in der Spitze liegt, mit diesem zusammenfiillt. 
Daraus erhalten wir also nochmals das Resultat, dass der Socius der 
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Spitze jedes Kegels unseres Gebiisches oder, was dasselbe ist, jedes 
Punktes der Kernfliche %{* mit diesem Punkte sich vereinigt. 

Ferner haben wir in der vorigen Nummer gefunden, dass, wenn 
sieben Punkte so auf einer cubischen Raumcurve und einer Secante 
derselben liegen, dass sechs, TT 8,8, 8, 8, 8), auf der Raumcurve und 
einer, P, auf der Secante liegt, der achte $, auch auf der Secante 
sich befindet. Vertauschen wir %, und P, so erhalten wir das wich- 
tige Resultat: 

Bei sechs gegebenen festen Grundpunkten PITS,%,%,8%, 
befindet sich der einem siebenten 8, associirte QB, stets 
auf der von $, an die cubische Raumcurve * durch die 
sechs festen Grundpunkte gelegten Secante. 

46. Nun ist es leicht, die associirte Curve einer beliebigen Gera- 
den 2 nachzuweisen. Durch die sechs festen Grundpunkte und durch 
die Gerade %, d. h. durch drei beliebige Punkte von %, geht ja eine 
Fliche des Gebiisches, F'?. Auf ihr muss natiirlich die Socia von & 
liegen. Der Socius jedes Punktes von ¢ liegt nach der vorigen Num- 
mer auf der von ihm ausgehenden Secante von Xt*, und zwar dort, 
wo sie F’? zum zweiten Male trifft. Die Fliche, welche durch diese 
Secanten erzeugt wird, ist vierter Ordnung, F'!, und hat 2 zur ein- 
fachen, #* zur Doppellinie*). Folglich ist die associirte Curve der 
Geraden 2 der fernere Durchschnitt ¢’ der beiden Flichen F'! und F” 
ausser 2. Sobald nimlich die Curve * nicht trifft, haben die Fli- 
chen F? und F"* ausser { und ihrer Socia keinen Punkt mehr gemein, 
denn die durch einen solchen Punkt gehende Erzeugende von F" hiitte 
ja ausser dem Punkte noch den Punkt, in dem sie & trifft, und des- 
sen Socius mit F? gemein, liige also auf F?, mithin auch §*, von 
der diese Erzeugende ja eine Secante ist und die dann mit FP’? acht 
Punkte gemeinsam hiitte; dann begegnete aber Nt der auf F? befind- 
lichen Geraden & doch mindestens einmal. Die sechs Grundpunkte 
liegen auf 27 doppelt, weil sie die Begegnungspunkte der Doppelcurve 
R3 von F* mit F? sind. 

Die associirte Curve einer Geraden 2, welche der Raum- 
curve ®* nicht begegnet, ist eine Curve siebenter Ordnung 
27, welche die sechs Grundpunkte zu Doppelpunkten hat. 
Ihr Geschlecht ist Null, also hat sie noch neun scheinbare 
Doppelpunkte und ist demnach vom 12. Range; also {",. 

Qund Lj, begegnen sich in vier Punkten von A‘, die sich 
selber associirt sind. 

47. «) Trifft die Gerade 2 die Curve §* einmal (in p,), 
dann degenerirt J‘ in die Fliche F’? und den Kegel iiber 9° mit der 


*) Reye. Geometrie der Lage II, Seite 98, 
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Spitze p,. Der Schnitt von F'* und F? wird illusorisch. An der Socia 
von % aber nimmt ersichtlich die ganze Curve %*, dem Punkte p, asso- 
ciirt, Theil. Die eigentliche Socia von & ist also eine Curve 
vierter Ordnung %* auf F?, die einmal durch die sechs 
Grundpunkte geht (da der andere Bestandtheil ®* auch durch die- 
selben geht) und jede Secante dieser Curve auf F? einmal trifft, im asso- 
ciirten Punkte des Punktes, in dem dieselbe der 2 begegnet; hin- 
gegen dieser Geraden begegnet £‘ dreimal, in deren drei weiteren 
Schnittpunkten mit 2. Also ist 2! zweiter Species und sechs- 
ten Ranges, was ja auch aus dem Geschlecht 0 sich ergiebt; da- 
her 3. 

6) Trifft £ die Curve R*® gar zweimal (in p, und p,), so 
zerfillt 27 in die doppelte ®* (welche die Doppelpunkte enthilt) 
und die Gerade &, denn diese ist ja eben die von jedem ihrer Punkte 
an 9° gehende Secante selbst. Die Paare der Socii auf der Se- 
cante 2 bilden eine Involution, denn man kann sie als Schnitt- 
punktenpaare von ¢ mit den Fliichen irgend eines Biischels aus dem 
Gebiische auffassen. Asymptotenpunkte sind also die beiden 
ferneren Schnittpunkte der Geraden & mit %', ausser p, 
und p,. Diese Punkte p, und p, bilden selbst ein Paar, da ja jedem 
Punkte von §* jeder andere associirt ist oder jede Fliiche (des Ge- 
biisches) durch p, von R* sieben Punkte, folglich diese ganze Curve 
und also auch p, enthilt. Simmtliche Secanten von * treffen 
demnach A in vier harmonischen Punkten, von denen die 
beiden Endpunkte zugeordnet sind*). 


48. Die Durchschnittsgerade s jedes der zehn Ebenenpaare des 
Gebiisches hat sich (Punkt fiir Punkt) zur associirten Curve (No. 41. 
und 44.) und ausserdem noch die sechs Verbindungsgeraden von zwei 
Grundpunkten, die ihr begegnen, und deren jede eben ihrem Begeg- 
nungspunkte mit s associirt ist. 

Ebenso nimmt jede solche Verbindungsgerade / stets an der asso- 
ciirten Curve einer Geraden &%, welcher sie begegnet, Theil und be- 
gegnet dem iibrigen Bestandtheile, der eigentlichen Socia von %, ausser 
in den beiden Grundpunkten, welche / verbindet und die deshalb auf 
dieser eigentlichen Socia blos einfache Punkte sind, in einem Punkte, 
dem Socius des Punktes (£, 1), sofern dieser zu ¢ gerechnet wird. 


«) Begegnet also % blos einer Verbindungsgeraden, z. B. PTT, so 
ist ihre Socia abgesehen von PTT — eine Curve sechster Ordnung 
g°, die durch P,TT einfach, durch 8, 8,8; %, doppelt geht, ausser- 
dem noch sechs scheinbare Doppelpunkte hat und vom 10. Range ist; 





*) Reye. Sopra le curve gobbe ecc. 
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also @°,. 2 und Q°, begegnen sich dreimal, weil 2 die Fliche ' 


~1@° ~10 
schon auf / einmal trifft. 

B) Trifft 2 ausser der Verbindungsgeraden 1 = PTT noch K* in 
einem Punkte ausserhalb 1 — wenn & die Curve %* auf einer Geraden 


l trifft, so kann es doch nur in einem der beiden Grundpunkte sein 
und wir kommen wieder auf die in No. 43. behandelten Geraden ¢ —, 
so ist ihr eine Raumcurve dritter Ordnung L3*) associirt, welche durch 
die vier Grundpunkte %, 8, 8, 8, einfach geht, durch P und TT aber 
gar nicht; der Geraden ¢ begegnet sie zweimal. 

Dass eine Gerade £ eine Verbindungsgerade / und zugleich die 
Curve %° noch zweimal trifft, ist nicht méglich, da von jedem Punkte 
an 2° nur eine Secante geht. 

vy) Es begegne & zwei gegen einander windschiefen Verbindungs- 
geraden /, z. B. PTT und %,%,, so ist ihre Socia eine Curve fiinfter 
Ordnung, die durch PTT, %, einfach geht, jede der beiden Gera- 
den / noch einmal trifft, 8,8, zu Doppelpunkten hat, ausserdem vier 
scheinbare Doppelpunkte besitzt und vom 8. Range ist, also 2°. 3 
und & treffen einander zweimal. 

0) Wenn nun ausserdem & noch i* einmal trifft, also auf der 
durch (R°, PTT, B,%,) bestimmten Fliche zweiten Grades liegt (sol- 
cher Flichen giebt es 45), so ist ihr ein Kegelschnitt L? associirt, 
der durch 8,8, geht und & einmal trifft. 

é) Eine Gerade & treffe drei gegeneinander windschiefe Verbin- 
dungslinien 1, z. B. PTT, 8, B,, B, B,, liege demnach auf dem durch 
diese drei Geraden erzeugten Hyperboloide (solcher Hyperboloide giebt 
es 15); so ist ihr eine Curve vierter Ordnung associirt, die durch alle 
sechs Grundpunkte einfach geht und jeder der drei Geraden ausser- 
dem noch einmal begegnet. Sie befindet sich auf dem genannten 
Hyperboloide selber und ist eine Curve zweiter Species (vom 6. Range), 
also L***); der Geraden 2, der sie associirt ist, und allen Geraden 
derselben Schaar begegnet sie einmal. 

£) Es treffe ¢ zwei sich schneidende Geraden /, z. B. 8, 8, und 
%, 8, (ohne just durch %, zu gehen), so trifft sie auch B8,%,, und da 
sie tiberhaupt in der Ebene (%, 8, %,) liegt, so muss sich ihre Socia 
in der Ebene (PTTY,) befinden (No. 41.). Sie ist eine (ebene) Curve 
vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten 8, PTT (Geschlecht 0), welche 
2% einmal trifft. 

yn) Geht @ durch einen Grundpunkt P und trifft eine Verbin- 

*) Zum Unterschiede von den Curven ¢,3 derselben Art, die einer durch einen 
Grundpunkt gehenden Geraden associirt sind (No. 43.). 

**) Zum Unterschiede von den Curven &4 derselben Art, welche eimer Gera 


den & associirt sind, die der Raumcurve 3° einmal begegnen (No, 47+¢.). 
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dungsgerade %, %,, so ist ihr ein Kegelschnitt ¢* in der Ebene (TT 8, %,) 
associirt, welcher der Geraden { einmal begegnet und durch TT $,%, 
geht. 

®) Endlich einer Geraden £, die durch einen Grundpunkt P geht 
und zwei gegen einander windschiefe Geraden 1, z. B. 8,8, und B,%,, 
trifft, (solecher Geraden giebt es 90), ist wiederum eine Gerade ¢! 
associirt, die durch TT geht, und zwar die Schnittgerade der Ebenen 
(TB, B,) und (17%, %,) oder die Gerade durch TT, welche %,%, und 
8%, trifft; in der That, alle Flichen durch die sechs Grundpunkte, 
welche ¢ enthalten, enthalten auch {. 


XI. 


49. Die Ordnung der Fliche, welche einer beliebigen 
Ebene & associirt ist, ist nun sehr leicht zu finden. Diese Fliiche 
wird ersichtlich von einer beliebigen Geraden in so vielen Punkten 
getroffen, als deren Socia von der Ebene {. Folglich ist sie eben- 
falls siebenter Ordnung. Die Curve * liegt dreifach auf 
dieser Fliche &’, weil sie ihren drei Begegnungspunkten mit & 
associirt ist; ebenso befinden sich die 15 Verbindungsge- 
raden 1 je zweier Grundpunkte auf T7 als einfache Gera- 
den; der Schnitt der Fliiche {7 mit der Ebene T besteht aus der Curve 
vierter Ordnung © * = (%, 2%"), deren Punkte sich selber associirt sind, 
und den drei Secanten von %*, welche in & liegen und die also die 
Punkte von & enthalten, welche ihre Socii auch auf T haben, ohne 
mit ihnen zusammenzufallen. Die dreifache Curve %*, die 15 Geraden 
/ und die Curve ©! bilden den Durchschnitt der Flichen {7 und %’. 
Jede durch einen Grundpunkt gehende Gerade hat zur Socia eine cubi- 
sche Raumeurve, trifft also {7 ausser im Grundpunkte noch dreimal, 
folglich sind die sechs Grundpunkte vierfache Punkte auf 
t’. Jeder von ihnen ist allen Punkten eines Kegelschnitts auf T asso- 
clirt. 

dO. Auf {7 liegt ein doppelt unendliches System von Curven {7,, 
durch je zwei Punkte ist eine bestimmt und je zwei haben ausser den 
Grundpunkten noch einen Punkt gemein. Von diesen Curven sind 
zwei und zwei derartig vereinigt, dass sie auf derselben Fliiche zwei- 
ten Grades liegen und deren vollen Schnitt mit {7 bilden. 

Die Fliche J” niimlich des Gebiisches, welche durch eine Gerade 
Y auf T gelegt ist und also deren Socia %7, auf &’ enthiilt, schneidet 
~ noch in einer zweiten Geraden und enthilt folglich auch deren asso- 
ciirte Curve. 

Die Fliiche vierter Ordnung J", auf der die von den Punkten auf 
Y ausgehenden Secanten von X* sich befinden, durchschneidet T* in 
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der sechsfach zu rechnenden f°, deren drei Secanten auf & und der 
Socia von &. 

Auf ©’ befinden sich drei Systeme von einfach unendlich vielen 
Curven £4 (No. 47%.); je zwei desselben Systems treffen sich, ausser in 
den Grundpunkten, nicht mehr, wohl aber je zwei verschiedener Systeme. 
Aehnliches gilt auch fiir die 15 Systeme von Curven &°, (No. 48*.). 
Je einem jener und einem dieser Systeme ist, (abgesehen von der Raum- 
curve %® oder der zugehérigen Verbindungsgeraden) eine Raumcurve 
Li (No. 48?.) gemein. Von allen diesen Curven wird jede <7, ein- 
mal (ausser in den Grundpunkten) getroffen. 

Von einer Ebene durch drei Grundpunkte wird £7, ausser in deren 
drei Verbindungsgeraden, noch in einer Curve vierter Ordnung, die in 
den drei Grundpunkten Doppelpunkte hat, durchschnitten; es ist dies 
die associirte Curve der Schnittgeraden der Ebene & mit der Ebene 
der drei anderen Grundpunkte (No. 48°.). 

51. Es gehe die Ebene © durch einen der Grundpunkte, 
z. B. durch P, so ist ihr, abgesehen von dem Kegel &p, eine Fliche 
fiinfter Ordnung f° associirt, welche den Punkt P zum doppel- 
ten Punkte, die fiinf iibrigen zu dreifachen hat, auf welcher t* nur noch 
zweifach liegt und sich blos die zehn Verbindungsgeraden der drei- 
fachen Grundpunkte befinden; von der Ebene & wird sie, ausser in 
&* nur noch in der Secante von X* geschnitten, welche nicht durch 
P geht. 

Die doppelt unendlich vielen Curven 2’, sind geblieben; Systeme 
von Raumeurven %% giebt es nur noch zwei; das dritte — dessen asso- 
ciirte Geraden durch P gehen — hat sich verwandelt in ein System 
von cubischen Raumeurven ({* oder) £3 (No. 44.). Jede dieser Cur- 
ven wird von einer gewissen Kante des Kegels &p einmal getroffen 
und durch dieselbe zur Curve 2‘ vervollstindigt. Die 15 Systeme von 
Curven %{, haben sich auf 10 vermindert. Es giebt noch 20 Curven 
Li auf T° und 10 Kegelschnitte ¢? (No. 48".). Diese Kegelschnitte 
liegen in den 10 Ebenen durch je drei Grundpunkte, zu denen P nicht 
gehort. 

Mit einer Curve ¢7, liegt stets auf derselben Fliche zweiten Gra- 
des eine Curve %?, denn wenn eine Fliche des Gebiisches € in zwei 
Geraden schneidet, so muss doch die eine durch P gehen. 

52. Geht die Ebene © durch zwei Grundpunkte, z. B. 
P und TT, so zerfaillt ihre Socia in die beiden Kegel &p und &x 
und eine Fliche dritter Ordnung &*, auf welcher P,IT und %°* 
einfach sind, hingegen %, 8, 8, 8, Doppelpunkte. Sie enthiilt nur die 
sechs Verbindungsgeraden dieser vier Punkte und wird von der Ebene 
© in der Curve dritter Ordnung €* geschnitten, welche diese mit %* 
ausser PTT gemein hat. 
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Jede Gerade % in der Ebene { begegnet der Geraden PTT; folglich 
enthilt die Flaiche ein doppelt unendliches System von Curven &°,, 
deren jede diesmal mit keiner andern vereinigt ist, sondern den vol- 
len Durchschnitt von {* mit der Fliche des Gebiisches bildet, die 
durch & gelegt ist; die zweite Gerade, in der diese Fliche die Ebene 
t schneidet, ist ja stets PTT, die sich selber associirt ist und auf den 
beiden Kegeln liegt. 

Auf &* legen ferner drei Systeme von cubischen Curven und 
zwar zwei von Curven 2} (No. 44.) und eins von Curven L ? (No. 48?.); 
jedes enthilt sechs Kegelschnitte ¢? resp. L? (No. 48". und 48%.) Die 
Curven L? liegen stets mit Xt, die Curven {3 aber je zwei und zwei 
auf derselben Fliiche zweiter Ordnung und die beiden cubischen Raum- 
curven verhalten sich gegen deren beide Schaaren entgegengesetzt*). 

Endlich giebt es auch drei Curven L‘ auf &* (No. 47¢.). 

53. Es ist aus der Theorie der cubischen Flichen mit vier Kno- 
tenpunkten bekannt**), dass eine solche Fliiche noch drei Gerade ent- 
hilt, die in einer Ebene liegen und von denen jede zwei Gegenkanten 
des Tetraeders der vier Knotenpunkte 8, 8, 8, 8, trifft- Zwei solche 
Gegenkanten z. B. sind 8,8, und $,%,. Legt man durch deren 
Spuren auf T, durch den dritten Schnittpunkt @ der Curve R* mit 
der Ebene & und durch die beiden Punkte P und TT einen Kegel- 
schnitt q,", so liegt dieser auf einer Fliiche des Gebiisches, auf der 
auch die Geraden %,8,, 8,8, und die Curve %* sich befinden, welche 
also die Fliiche T* noch in einer Geraden q, schneidet, die dem Kegel- 
schnitte q,? associirt ist und mit 8, %,, $,%, eine cubische Curve zu- 
sammensetzen muss, also beiden Geraden begegnet***). Diese beiden 
Gerader und die Curve 3i* setzen mit q, die volle Socia (6. Ordnung) 
von q,* zusammen; eine Socia dieser Ordnung haben alle Kegelschnitte, 
welche auf Flichen des Gebiisches sich befinden und in der Ebene 
t liegen, folglich durch P und TT gehen. Die beiden anderen Paare 
von Gegenkanten des Tetraeders geben zwei iihnliche Kegelschnitte 
qo” und q,? und als deren associirte Curven die beiden Geraden gq, und 
q3, welche B, B,, BB, resp. B,B,, B,B, begegnen. gq, trifft z. B. 
q im Socius des vierten Punktes, den die beiden Kegelschnitte 
q,? und gq,” ausser P, TT, @ gemein haben. Also liegen die drei Gera- 
den 4; 443 in einer Ebene. Jede von ihnen trifft 9° einmal und 
wird von allen Curven 2°, und Li doppelt getroffen, weil die Gera- 
den, denen diese associirt sind, den associirten Kegelschnitt g? zweimal 
treffen. 


*) Des Verf. Buch tiber die Fliichen dritter Ordnung No. 58. 
**) Ebenda No. 123. 
**#) Ebenda No. 58. 
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Jede durch eine Kante des Knotenpunktstetraeders, z. B. 8, %,, 
gehende Ebene schneidet {* noch in einem Kegelschnitte A*, der 
durch $,, 8, geht und sich auf einer Fliche des Gebiisches befindet, 

1? 25 


~ 


folglich ist ihm in der Kbene © der Durchschnittskegelschnitt dieser 
Fliiche associirt, der durch P, TT, den Schnittpunkt der Ebene © mit 
der Gegenkante 8,8, und durch Q geht, denn jener Kegelschnitt K? 
trifft ersichtlich die Gerade 8,8, und die Curve %t*, so dass diese auf 
der genannten Fliiche zweiten Grades liegen und die Socia sechster 
Ordnung von K®? vervollstiindigen. Die Kegelschnitte auf T° in den 
Ebenen durch eine Kante des Knotenpunktstetraeders sind also den 
Kegelschnitten eines Biischels in { associirt. 

Kinem Kegelschnitte C* auf T°, dessen Ebene durch eine der drei 
Gieraden q geht, z. B. durch qg,, und der also jeder der vier Kanten des 
Tetraeders, welche q, nicht trifft, emmal, der Curve Si* zweimal be- 
gegnet, ist in der Ebene & eine Curve vierter Ordnung associirt 
(ausserdem noch die Curve X* doppelt und die vier genannten Kanten); 
denn die Socia einer beliebigen Geraden ¥% in T ist eine Curve ¢°,, 
welche g, zweimal, also C* viermal begegnet. Diese Curve vierter 
Ordnung geht zweimal durch P, TT (auf der vollstiindigen Socia von 
(*, den ja jeder der sechs ausgezeichneten Kegel viermal trifft, sind 
diese Punkte vierfache) und durch @, ausserdem noch einmal durch 
die Spuren der vier von q, nicht getroffenen Kanten, folglich bilden 
auch diese Curven ein Biischel, denn sie haben 3.4 +- 4 = 16 Punkte 
gemein. 

54. Geht endlich © gar durch drei Grundpunkte, so 
reducirt sich ihre associirte Fliiche, abgesehen von den drei 
Kegeln, auf denen diese drei Punkte vierfach, die drei anderen Grund- 
punkte und die Curve X* dreifach liegen, auf die Ebene der drei 
anderen Grundpunkte (No. 41.). In Betretf emer beliebigen Gera- 
den einer solchen Ebene und einer Geraden durch einen der drei Grund- 
punkte sehe man No. 48° und48”, 

XII. 


5D. Jede Gerade & durch einen der sechs Grundpunkte hat zur 
Socia eine cubische Raumcurve ¢* durch die fiinf anderen Grundpunkte, 
welche jener in ihren beiden ferneren Schnittpunkten a, und a, mit %' 
begegnet und mit ihr die Grundcurve eines Biischels des Gebiisches 
zusammensetzt (No. 44.), in dem sich nur die beiden Kegel K, und K, 
mit den Spitzen a, und a, befinden. Demnach fallen die beiden fer- 
neren festen Punkte, welche allen durch a, und a, gehenden Curven 6° 
auf %' noch gemein sind, resp. mit a, und a, zusammen (No. 33.). Alle 
Curven S® also — die degenerirten S*, S', S* mit eingerechnet — 
auf UM, welche durch zwei mit einem Grundpunkte in gera- 
der Linie liegende Punkte a, und a, gelegt sind, beriihren 
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sich in denselben. (Man vergl. das ahnliche Resultat, wenn die 
beiden Punkte a, und a, auf §* sich befinden, No. 37.) 

56. Hin beliebiger Punkt a, auf &* — die Spitze des Kegels 
K, des Gebiisches — bestimmt mit den sechs Grundpunkten 
ein Netz N(a,) des Gebiisches. Simmtliche doppelt unend- 
lich vielen Grundecurven dieses Netzes gehen durch a, und sei- 
nen Socius, der mit a, zusammenfallt (No. 44) und zwar in der Rich- 
tung der Secante a, von a, an K*® neben a, zu liegen kommt. Hin- 
fach unendlich viele von den Grundcurven haben in a, einen 
Doppelpunkt, niimlich diejenigen, in deren Biischel sich der Kegel 
K, befindet. Daraus folgt, dass die Kegelspitzencurve ©,° des 
Netzes N(a,) einen Doppelpunkt in a, hat, wihrend sonst jeder 
Punkt einer Kegelspitzencurve nur fiir ein Biischel ihres Netzes Dop- 
pelpunkt ist (unsere Kegelspitzencurve geht ja auch durch einen Grund- 
punkt ihres Netzes). Die itibrigen Grundcurven des Netzes be- 
riihren die Secante a, an K* in a,, denn der Socius von a,, durch 
den sie ja alle gehen miissen, liegt eben auf a, neben a,, oder: Das 
Netz N (a,) hat mit dem Netze N (%*) durch ®* ein Biischel B, (R,) 
gemein, jedes Biischel jenes Netzes mit diesem Netze eine F'liiche die- 
ses Biischels. Nun werden alle Fliichen eines Biischels B (a,), dessen 
Grundecurve 9! (a,) zweimal durch a, geht, in a, von derselben Ebene 
©, beriihrt — welche den Kegel K, in den Tangenten ¢,’ und ¢,” der 
Grundeurve in qa, an ihre beiden Aeste durchschneidet —; diese Ebe- 
nen ©, gehen alle durch a,, da zu jedem der Biischel eine Fliche aus 
B, (%*) gehért, auf der a, die eine durch a, gehende Gerade ist. Fer- 
ner hat jedes andere Biischel aus N (a,), dessen Grundcurve nur ein- 
mal durch a, geht, mit jedem der Biischel B (a,) eine Fliiche gemein, 
so dass sich auch die Beriihrungsebenen in a, an alle Fliichen eines sol- 
chen Biischels um a, drehen, folglich a, die Tangente in a, an die 
Grundcurve ist*). 

57. Von den Ebenen G, (durch a,) tangiren zwei den Kegel K;, ; 
in einer solchen Ebene ©, fallen also die beiden Geraden ¢,’ und ¢,” 
zusammen, die Grundcurve des Biischels, dessen Fliichen alle von ©, 
beriihrt werden, bekommt in a, eine Spitze. 

Jeder Punkt auf % ist fiir unendlich viele Grundcur- 
ven des Gebiisches Doppelpunkt, fiir zwei ist er Spitze. 
In den Biischeln dieser letzteren Grundcurven reprasentirt 
K, drei Kegel. 

Die Secante a, liegt nicht auf dem Kegel K,, so lange der Punkt 
a, ausserhalb der Curve %° liegt. Kommt a, auf diese Curve zu liegen, 


*) Man sehe hierzu des Verfassers Abhandlung: Untersuchungen iiber das 
Flichennetz 2. Ordnung, Journal von Crelle-Borchardt, Bd. 70, Seite 212. 
Mathematische Annalen I. 37 
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so verliert einerseits a, ihre Bedeutung, indem sie sich zum Kegel 
K, = (a,, R*) erweitert. Andererseits, da N(a,) in diesem Falle mit 
dem Netze N(*) identisch wird, in welchem alle Biischelgrundcurven 
aus 9° und einer Secante m dieser Curve bestehen, also 2 Doppel- 
punkte haben, so ist kein Punkt a, auf %* Riickkehrpunkt fiir eine 
Grundeurve des Gebiisches; einmal freilich, wo die Secante m zur 
Tangente in a, wird, fallen die beiden Doppelpunkte der Grundcurve 
bei a, neben einander. ‘ 

Die Curve ©,° geht offenbar auch durch die beiden Punkte p’ und 
p”, in denen a, die Curve X° trifft, denn das sind die Spitzen der bei- 
den Kegel im Biischel B, (2°). Jede der Ebenen ©, (durch a,) trifft 
also die Curve 6,° ausser in dem Doppelpunkte a, und den beiden 
Punkten p’ und p” noch in zwei Punkten, den Spitzen der beiden 
anderen Kegel (ausser dem doppelten Kegel K,) in dem Biischel, des- 
sen Flichen von ©, alle beriihrt werden. Sechs Ebenen 6, beriihren 
6,°; der Beriihrungspunkt, in welchen die Spitze eines zweiten dop- 
pelten Kegels fallt, liegt mit a, und je emem Grundpunkte in gerader 
Linie (No. 55). In den beiden Ebenen ©,, welche durch die Tangen- 
ten an ©,° in a, gehen, ist die eine von den weiteren Spitzen noch 
in den Punkt a, gefallen, die andere sei der Punkt a,’; sie gehéren 
den Biischeln B(a,) zu, deren Grundeurven in a, eine Spitze besitzen, 
und sind die Beriihrungsebenen von a, an K,. 

Alle Curven 6*, die durch a, und einen zweiten Punkt 
auf ©,° gehen — zu ihnen gehort S,° selbst — haben noch einen 
dritten Punkt auf S,° gemein und beriihren sich in q,; fallt 
der zweite Punkt in einen der beiden Punkte a,’, so vereinigt sich der 
dritte Punkt auch noch mit a,, so dass sich alle Curven S* durch a, 
und a,’ in a, osculiren*). 


Bromberg, den 2. Januar 1869. 


*) Zum Schlusse bemerke ich noch, dass ich leider nicht im Stande gewesen 
bin, mir genauere Kenntniss von den Abhandlungen iiber das Problem der Homo- 
graphie zu verschaffen, welche die Herren Chasles (Comptes rendus, 31. December 
1855), de Jonquiéres (Nouvelles Annales de mathématiques, t. XVII) und Cremona 
(ebenda, t. XX) verfasst haben. Nach dem, was ich iiber dieselben durch Mit- 
theilungen erfahren habe, glaube ich durch meine Arbeit eine vollstiindige 
synthetische Auflisung des Problems (gegeniiber der analytischen des Herrn 
Cremona) geliefert und demselben als etwas Neues die iiusserst wichtige Anwen- 
dung auf die Fliichen zweiten Grades hinzugefiigt zu haben. 








Zur Theorie des Kriimmungsmaasses. 


Von E. Betrrami in Bonoana. 


Ich habe schon mehrmals Gelegenheit gehabt, auf gewisse Aus- 
driicke aufmerksam zu machen, die mir nicht unwesentliche Dienste 
in der allgemeinen analytischen Theorie der Flichen zu gewihren 
scheinen. Ich meine damit jene Ausdriicke, die ich, auf sehr ent- 
scheidende Analogien gestiitzt, als Differentialparameter erster 
und zweiter Ordnung einer gegebenen Function der Gaussischen 
krummlinigen Coordinaten bezeichnet habe, und deren niitzliche Anwen- 
dung von mir in vielfacher Richtung angedeutet ist. 

Unter Voraussetzung der gewéhnlichen Darstellung 

ds? = FE dv? + 2F du dv + G dv? 
fiir das Linienelement der Fiche, sind die in Rede stehenden Aus- 
driicke folgende, wo m(u,v), ~(u,v) zwei beliebige Functionen der 
unabhiingigen Variabeln uw, v bezeichnen*): 


E(2y — 2F% % + @ @2y 
ov 
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Hier ist A, der Differentialparameter erster Ordnung, und A, der 
zweiter Ordnung der Function g(u, v); A,pw bezeichne ich als Zwi- 
schenparameter zweier Functionen p(u, v) und o(w, v). 

Diese drei Parameter besitzen die charakteristische Eigenschaft, dass 
ihre Bildung mittelst der Differentialquotienten der beziiglichen Functionen 


*) Beltrami. Ricerche di analisi applicata alla geometria, Art. IV, 
XIV, XV (Giornale de Battaglini, Bd. 2 und 3). Ich habe hier die kleinen Ver- 
iinderungen der Bezeichnung beibehalten, die ich im ersten Artikel des Aufsatzes 
Sulle variabili complesse in una superficie (Annali di Matem. Serie I, 
Bd. 1) eingefiihrt habe. 

one 
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und der Coefficienten des Linienelementes, durch Einsetzung beliebiger 
neuer Variabeln w’, v’ statt der vorigen «, v, gar keine Verinderung er- 
leidet; man braucht nimlich nur an die Stelle von 


5 Al ; ¢ 0 
E, fF, G, => =z» 
respective 
1” ” ” 0 0 
i+ # ; G, 7? 


aw’ dv 
in den obigen Ausdriicken zu setzen, um sie nach den neuen Variablen 
a’, v, die dem Linienelemente die Form 
ds? = E’ du? + 2F" du dv’ + G' dv” 
ertheilen, zu transformiren. 

Ich erlaube mir hier mit wenigen Worten einige der vorziiglich- 
sten speciellen Eigenschaften dieser Ausdriicke auszusprechen. 

Der Gleichung g(u,v) = const. entspricht auf der Fliiche ein 
bestimmtes System von Curven, von denen (in der Regel) wenigstens 
Kine durch einen beliebigen Punkt (u,v) geht. Wenn dn dasjenige 
Linienelement der Fliche bezeichnet, welches von dem Punkte (w, v) 
ausgeht und zu der durch (uw, v) gehenden Curve des Systems m = const. 
normal steht, so hat man*), wie fiir den Lamé’schen ersten Pa- 
rameter, 

A,9 = 4 
on 

wo 0@ die Veriinderung bedeutet, welche der Werth der Function be- 

kommt am Endpunkte von dn. 

Ferner ist, mit Beibehaltung dieser Bedeutung von dn,**) 

Aigvy=VA¢. -? 
vorausgesetzt, dass man unter /A,q den positiven Werth und unter 
dn die Richtung des wachsenden » versteht. Die Gleichung 

A,g¢v=0 
bedingt mithin***) die Rechtwinkligkeit der beiden Curven-Systeme 
gm = const. und w = const. 

Jeder Liésung p(w, v) der partiellen Differentialgleichung erster 


? 


Ordnung 
Aip = f(g) 

oder (was auf dasselbe hinauskommt) jeder Lésung der Gleichung 
4.9 =1, 

entspricht ein Curvensystem g = const. von eigenthtimlicher Art, 


*) Cit. Ricerche ete. Art. IV. 
**) Beltrami. Teorica generale dei parametri differenziali § 3 (Me- 
morie dell’Accademia di Bologna, serie II, Bd. 8, unt. d. Pr.). 
*#*) Cit. Ricerche etc, Art. XIV. 
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welches dadurch charakterisirt wird, dass das entsprechende orthogonale 
System aus kiirzesten Linien besteht*). Zufolge eines bekannten Theo- 
rems von Gauss schneiden zwei beliebige Curven og = c’, pg = cc” des 
ersten Systems auf diesen kiirzesten Linien Bogen aus, die simmtlich 
von gleicher Linge sind; und im Falle der Gleichung A,g = 1 ist 
c —é der Betrag dieser Linge. Die gegenseitige Beziehung der Curven 
eines solchen Systems gm — const. kann also bezeichnet werden als 
ein geoditischer Parallelismus. Man Kann dieses System auch als 
das der simmtlichen geoditischen Evolventen einer beliebigen Curve 
auf der Flaiche betrachten. Wenn die Lésung p der Gleichung A, my = 1 
eine willkiirliche (nicht bloss additive) Constante in sich enthilt, so 
kann daraus, ohne weitere Integration, die allgemeine endliche Glei- 
chung der orthogonalen kiirzesten Linien abgeleitet werden. 
Die Gleichung : 

A,f=0 
wird befriedigt durch alle Functionen f, welche abhingig sind von 
einem gewissen complexen Argument. Die Componenten dieses 
complexen Argumentes, keineswegs identisch mit w, v selber, sind 
Functionen von w, v, und zwar Functionen, welche aus den gegebe- 
nen Functionen FL, J’, G durch ein ziemlich einfaches Verfahren ab- 
geleitet werden kénnen**). Ist also f eine beliebige Function des 
in Rede stehenden complexen Arguimentes, und bezeichnet man diese 
Function, bei Sonderung des Reellen und Imaginiren, mit g + iy, 
so wird / oder m + iw der vorstehenden Gleichung Geniige leisten. 
Gleichzeitig sind alsdann g — const. und » = const. zwei zu ein- 
ander orthogonale und isometrische Curvensysteme; mit andern Worten, 
bei constanten dg und dw wird die Fliiche in unendlich kleine Quadrate 
getheilt, d. h. dem Linienelemente die Form 

 — dg? > dy* 
h? 

zuertheilt. Die Functionen y, wy leisten gleichzeitig auch Geniige der 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

4, f= 9; 


und umgekehrt, einer jeden reellen Lisung dieser letztern Gleichung 


*) Cit. Ricerche, Art. IV; und 

Beltrami. Sulla teoria delle linee geodetiche (Atti dell’ Istituto Lom- 
bardo, Serie 2°, Bd. 1). 

Man vergleiche dariiber: 

Gauss. Disquis. gener. circa superf. cury. Art. XXII. (Commentatio- 
nes recentiores Géttingenses, Vol. VI); 

Weingarten. Ueber die Flichen, fiir welche einer der beiden 
Hauptkriimmungshalbmesser eine Function des andern ist. (Bor- 
chardt’s Journ. fiir Math. Bd. 62). 

**) Cit. Abhandl. Delle variabili complesse, Art. I. 














578 E. Berra. 


kann immer eine zweite reelle Lésung w so zugeordnet werden, dass 
die complexe Function » + iv der Gleichung A, f= 0 geniigt*). 
Die Bedingung dafiir, dass ein Curvensystem go = const. iso- 
metrisch sei, d. h. mit Zuziehung des Orthogonalsystems, und mittelst 
einer schicklichen Wahl der Const., die Fliche in unendlich kleine 
Quadrate theile, ist folgende**): 
A, 
Aip 
wie dies bei dem Lamé’schen Parameter in der Kbene der Fall ist. 
Man kann den von uns definirten zweiten Differentialparameter in 
eben derselben Weise aus dem ersten herleiten, wie es Jacobi, mit- 
telst der Variationsrechnung, fiir die Lamé’schen Parameter im Raume 
gethan hat***) 
Wenn die Functionen gy, % in einem bestimmten fliichengebiete 
mit ihren ersten Derivirten endlich und stetig bleiben, so findet die 
Gleichung 


zs y— vA, p)dot | ( ox —y ¢o ) ds=0 
statt. Hier erstreckt sich das erste Integral iiber alle Elemente da 
des besagten Fliichengebietes, und das zweite iiber die zum Rande 
dieses Gebietes gehérigen Linionsti mente ds; gleichzeitig ist unter dn 
ein Linienelement zu verstehen, welches normal zu ds liegt, und gegen 
das Innere des Gebietes gerichtet ist. Wenn fiir ~ in Betreff der obi- 
gen Bedingungen an einem einzigen Punkte des Gebietes eine Aus- 





= einer Function von @ allein, 


' , , 1 ’ : 
nahme stattfindet, und diese Function dort wie log — unendlich wird 
? DoD ? 


wo @ den kiirzesten Abstand zwischen diesem Punkte und einem be- 
liebigen anderen bedeutet, so gilt, anstatt der vorhergehenden Glei- 
chung, die folgende: 


- p ' ( fa) 8 
229, = |(pd.v—vA.g) do+ f (p 2% —v 82) as, 


wo g, den Werth von m im Punkte 9 = 0 nanan Beim Ge- 
brauche dieser beiden letzten Formeln sind gewisse Vorsichtsmassregeln 
zu beobachten, deren Erkliirung ich um so mehr bei dieser gedriingten 
Kiirze weglassen zu kénnen glaube, als hier keine Anwendung der- 
selben beabsichtigt wird. 

Es giebt in der Gaussischen Fliichentheorie zwei Gréssen, die, wegen 
ihrer Unverinderlichkeit bei jeder Biegung der Fliiche, von vorziig- 


*) Cit. Abh. Delle variabili complesse, Art. II. 
**) Cit. Ricerche, Art. XVI. 
***) Mathematische Werke Bd. 2. Auch cit. Abh. Teorica generale dei 
parametri differenziali, §.3, wo allgemeine Formeln aufgestellt sind. 
+) Cit. Abh. Delle variabili complesse, Art. V—VI. 
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licher Wichtigkeit sind. Ich meine das Kriimmungsmaass /& in jedem 
Punkte der Fliiche, und die geodiitische oder tangentielle Kriimmung . 
der auf der Fiche gezogenen Linien. Die Kenntniss von der Unver- 
iinderlichkeit dieser Gréssen verdankt man, was die erste derselben 
anbelangt, Gauss selber*), zu dessen schénsten Entdeckungen sie wohl 
gehért, und, was die zweite anbetrifft, dem Herrn Minding*™). Ich 
habe fiir diese Gréssen, mit Anwendung der Differentialparameter, fol- 
gende neue Gleichungen aufgestellt***): 
k = A, log (mod x) , 
1 Ag <éVAq@ 
,r Voie 
wo x der integrirende Factor der Differentialgleichung ds? = 0, d. h. 
Ed’ +2Fdudv+ Gd’? =0, 
und m = const. die Gleichung derjenigen Curven ist, deren tangentielle 
Kriimmung im Punkte (w, v) mit . vezeichnet wird. Das Zeichen 0 
entspricht den simultanen Aenderungen, die bei A,q und @ aus einer 
zur Linie g = const. normalen Verriickung entstehen. 
Wenn der Ausdruck fiir ds? in der Form 
it am dw ‘a dv? 
he 
gegeben ist, so kann man x—/h setzen, und die erste Formel gibt 
alsdann fiir & den bekannten Ausdruck 


je (Ot logh , log hy, 
k=h \ Sal ave f 


Man kaun, wie ich zeigtey), auch die andern allgemeinen Ausdriicke, 
welche vom Herrn Liouvilley;) angegeben worden sind, aus der 
obigen Formel leicht ableiten. 

Unsere Formel fiir ; lehrt inshbesondere, dass man bei einem Sy- 
steme paralleler Curven, fiir welches A,g = 1, den einfachen Werth 
erhilt: 

: =A,9; 
wihrend man bei einem isometrischen Curvensystem, fiir welches A,g =0, 
im obigen Sinne erhiilt: 

1 dVA.@ . 


r og . 


*) Disquis. gener. Art. XII. 
**) Crelle’s Journ. fiir Math, Bd. 6, 5. 159. 
#8) Cit. Ricerche. Art. XXIV und XXI. 
+) Ibid. Art. XXIV. 
+) Journal de Mathématiques, Bd. 16, 8.130. Fiir die vorhergehende specielle 
Formel ist Bd. 12, 8. 291, zu vergleichen. 


+. 
! 
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Fiir die kiirzesten Linien besteht die allgemeine Gleichung: 
Ap = 47? 

Ich werde nun mit g, wie oben, den kiirzesten Bogen zwischen 
einem bestimmten Punkte 0 der Fliche und dem beliebigen Punkte 
(uw, v) bezeichnen; mit © aber den Richtungswinkel dieses kiirzesten 
Bogens, von einer beliebigen Anfangsrichtung geziihlt. Es folgt dann aus 
den Lehren von Gauss*), dass man dem Linienelement den Ausdruck 

ds* = dg* + m? dO? 
geben kann, wo m im Allgemeinen eine Function von g und 0 be- 
zeichnet. Unter Voraussetzung der Stetigkeit und Endlichkeit des 
Kriimmungsmaasses in der Nahe des Punktes 9 = 0, ergiebt sich aus 
der Gaussischen Formel 
a 1 om 


m 6° 
dass m von der Form 
m=ae+ bo? 
sein muss, wo a@ eine Constante, und b eine von g, 0 abhingige Function 
ist, die mit ihrer Derivirten nach 9 endlich und stetig bei e = 0 bleibt: 
dann hat man im Punkte 0 
6 by 
ky =—_- a . 


Betrachtet man nun den zweiten Differentialparameter der Func- 


: 1 
tion log —, d. h. den Ausdruck 
@ me 
1 5“ 0 
» log — = — 
A, | “@ m CO 
so findet man, fiir 9 = 0 
1 2b i, 
(A. log ~ = —“*=— kh. 


Man kann also schreiben (unter #,, A, die Hauptkriimmungsradien 
in 0 verstanden): 


: 3 1 1 _ 
= 4 = ( 
lim (A, log :) 3 RR? fiir o ), 


eine Gleichung, welche das Kriimmungsmaass in einer neuen Form 
darbietet, und die, wie es mir scheint, vielleicht nicht ohne Interesse 
sein diirfte. 

Diesem Ergebnisse will ich ein anderes zur Seite setzen. Dabei 
soll aber die bis jetzt betrachtete Fliiche nicht im Gaussischen Sinne, 
d. h. im Zustande der unbedingten Biegsamkeit gedacht, sondern mit 
Erhaltung ihrer Identitit, in einer ganz bestimmten Gestalt vorausge- 
setzt werden. Dies wird z. B. der Fall sein, wenn die rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, ¢ eines beliebigen Punktes der Fliche, angesehen 


*) Disquis. gener. Art. XIX. 
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werden als bestimmt gegebene Functionen von zwei unabhingigen 
Variabeln wu, v. 
Man findet bei dieser Hypothese: 
A,z=1— Zz, Ay=1-—Y, A\z=1—2, 
A.yz=— YZ, A\2za% = — ZX, A,czy = — XY, 


Aw——(ptp)X> dw=—(R+R)Y> S¢=—-(Rt+K)4 
wo unter X, Y, Z die Richtungscosinus der Normale der Fliche zu 
verstehen sind. Von diesen Formeln sind die ersten sechs vom Herrn 
Brioschi*), die letzten drei von mir aufgestellt worden **). Man kann 
die letztern, fiir eine specielle Wahl der Variablen wu, v, in einem Auf- 
satze des Herrn Weierstrass leicht wiederfinden***). In den rechten 
Seiten derselben wird man gewisse Verbindungen erkennen, die in der 
mathematischen Theorie der Capillaritiit vorkommen7). Aus denselben 
drei Formeln ergiebt sich u. A., dass bei einer jeden Minimalfliche jede 
Schaar paralleler Ebenen ein isometrisches Schnittcurvensystem erzeugt. 

Es sei nun F(x, y, 2) eine gegebene Function der drei Coordinaten. 
Nachdem man dieselbe, durch Einsetzung der entsprechenden Ausdriicke 
fiir diese Coordinaten, zu einer Function der zwei Variabeln uw, v ge- 
macht hat, ergiebt sich ohne Miihe: 


OF mig Matt Gy Mad + 5 thee + SEA ct AA yt Sy Me 
1¢ 6 + be 
+20" Ayyé +225 A,zx+2 Fay MY 


oder, wegen der angegebenen — fiir A,x, ete., 
; ‘4 = o. PF, #\, 
A,F=>— (p+) (XzetYayt2, ia)? + (Satagt on 
ve ( Xvo+ ¥ 5 +2 ;) F; 
eine Formel, in deren ili ime eine wohlbekannte symbolische 
Darstellungsart zur Abkiirzung verwendet worden ist. 
Wir wollen von dieser Formel eine specielle Anwendung auf den Fall 


machen, dass die Function F' von der einzigen Grésse r=/2?+ y?+2? 
abhiingt. Man findet bei dieser Annahme 


A, Fa {2 cos? w —(z * i) _— v} dF +55 sin? y, 


r dr 





*) Brioschi. Delle coordinate curvilinee (Annal. di Mat. Serie II, Bd, 1). 
**) Beltrami. Sulla teoria generale delle superficie d’area minima, 
§. 2 (Memorie dell’ Accademia di Bologna, Serie II, Bd. 7). 
*t) Weierstrass. Ueber die Flichen, deren mittlere Kriimmung 
iiberall null ist, N° 1 (Monatsberichte der Berl. Acad. fiir 1866). 
+) Gauss. De figura fluidorumin statu aequilibrii, Art, 24 (Commen- 
tationes recentiores Gotting. vol. VII). 
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wo w den Winkel bezeichnet, den die Normale der Fliche mit dem 


Radiusvector r bildet. 


ee" : 1 ; ; ; 
Setzt man in dieser Gleichung F' = log =» 80 ergiebt sich die 


merkwiirdige Formel 


1 cosy fl 1  2cosp)\ 
A, log "a ae? + R, r f 


Lisst man nun den Coordinatenanfang 0 in einen beliebigen aber 
bestimmten Punkt der gegebenen Fliiche riicken, in dessen Gegend die 
Fliche selbst und ihre Kriimmung keine Unterbrechung der Stetigkeit 
erleiden, so findet man sehr leicht (mittelst bekannter analytischer 
Beziehungen, oder einfacher geometrischer Betrachtungen) dass, wenn 
der Punkt (x, y, 2) auf der Fliiche hinlaufend dem Punkte 0 unbegrenzt 
sich nihert, die Gleichung stattfindet: 


= ? 


Ré 

wo FR den Kriimmungsradius im Punkte 0 fiir denjenigen Normalschnitt 
bedeutet, nach dessen Richtung die unbegrenzte Anniiherung des be- 
weglichen Punktes zuletzt geschieht. Es ist also: 


. 1 ee 1 1 
lim (42 log 3 = oR (R, | ._~ nr) ; 
oder, einer wohlbekannten Relation zufolge: 
: 1 1 1 mee 
lim (4: log <) =F RR’ fir, = 0, 


wo RF’ den Kriimmungsradius im Punkte 0 fiir denjenigen Normalschnitt 
bedeutet, der mit dem vorigen einen rechten Winkel macht. 
Man schliesst hieraus, dass, wihrend, bei unendlich abnehmendem 


. 2 cos ° 1 
lim bd 
> 


o (fiir @ die vorhergehende Bedeutung gelassen), der Werth von A, log | 
gegen eine bestimmte Grenze convergirt, die von der Richtung der 
kiirzesten Linie 9 gar nicht abhiingt, und die, von dem numerischen 
Factor | abgesehen, mit dem Gaussischen Kriimmungsmaasse im Punkte 
o = 0 zusammenfiallt, Aehnliches fiir den Werth von A, log . (wo r 
als die Sehne des Bogens @ angesehen werden kann) durchaus nicht 
stattfindet. Vielmehr wird die Grenze des letztern Ausdruckes, bei 
unendlich abnehmenden +, immer eine andere, je nachdem die Richtung 
eine andere wird, nach welcher zuletzt die Abnahme geschieht. Die in 
Rede stehende Grenze hat gleiche Werthe fiir zwei zu einander recht- 
winklige Richtungen. Nur fiir die Richtungen der Hauptkriimmungs- 
schnitte trifft sie, von dem numerischen Factor 4 abgesehen, mit dem 
Kriimmungsmaasse zusammen. 
Bologna, den 15. Miirz 1869. 























Sur les équations de la division des fonctions abéliennes. 
Par 


M. Cammie Jorpan & Paris*). 


1. Considérons un systeme de p” quantités caractérisées par n 
indices «, y,... variables chacun de 0 & p—1 (mod. p), p étant un 
entier que nous supposerons premier, pour plus de simplicité. L’opé- 
ration qui consiste & remplacer la quantité dont les indices sont 2, y,..". 
par celle dont les indices sont aw + by+..., @a+Uy+...,... 
(mod p) sera une substitution si le déterminant des quantités a, b, . . .; 
a,v,...3... mest pas divisible par p. Nous la représenterons par 
le symbole 

x ax+by+...| 
y aatvy+...|- 
| 


Lorsque ce sera plus commode, nous pourrous mettre plusieurs indices 
sur une méme ligne, comme il suit 


tL, Y,... axtby+..., ax+bdby+...,...|. 

L’ensemble des substitutions de la forme ci-dessus forme évidem- 
ment un groupe, qu'on peut appeler le groupe linéaire de degré p”. 

2. Dans ses importantes recherches sur la transformation des fonc- 
tions abéliennes, M. Hermite a di résoudre le probleme suivant: 

Sotent 2,, Y,,---,) Ln» Yui Er, My -> +> Sn» Yn Geux suites de 2n 
indices, répartis en n couples dans chacune Welles; et soit donnée la 
fonction 

p= 1, — £9, +--+ Lan — EnYn- 

Trower, parmi les substitutions du groupe linéaire du degré p*”, 
celles qui, éant opérées & la fois sur chacune des deux suites @indices 
qui entrent dans la fonction p, multiplieront cette fonction par un simple 
facteur constant (abstraction faite des multiples de p). 

Il est clair que si deux substitutions S, S’ multiplient respective- 
ment g par des entiers constants m, m’, SS’ multipliera g par l’entier 


*) Extrait d’un traité des équations algébriques en cours de publication, 
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constant mm’. Donec les substitutions cherchées forment un groupe. 
Nous l’appellerons le groupe abélien, et ses substitutions seront dites 
abéliennes. 
Soit 
Ly ay) 4 tel yy te. . + an tn + On Yr 
Yi td x; ied d,’ vs i a bn’ Ln + + Yn 
, | :<~ xe 
Ln ai, + Yt..-+ a5 4 ++ Oy Yn 
Yn Ox, + My, +... + Oa, + dy, | 


une substitution abélienne. Exprimant qu’elle multiplie m par m, on 
aura le groupe de relations suivant: 
1) { 2% a” q,— wer =m, x, a a — or er =0, siw Zmu(mod.p), 


[z, 000) a%=0, z ” d— a &=0 
ae 7) / “eM 


3. Cherchons a déterminer la substitution réciproque 
Hy, Oy By Wy Hee be tn + Yn’ Yn 
‘yy By ay +ooy,+..-. 4 sedee Kn cul on 3 Yn 


Ln a” a,+ very, + — a!" in + Yn 
Yn BO x, + Oy, + vid + | - + 8" y, 


On obtient, par hypothése, le méme résultat en multipliant gm par 
m, ou en y exécutant la substitution S dans les deux systémes de vari- 
ables. On ne troublera pas l’égalité de ces deux résultats en y opérant 
la substitution S—' sur les variables z,, y,,..., %n) Yn Done il est 
indifférent de multiplier g par m, et d’y opérer ensuite la substitution 
S~ sur les variables x, y, ou d’y opérer la substitution S sur les vari- 
ables &, y. Identifiant ces deux résultats, il vient 


m 2. P (a? Sp + Vn Yu) Ny — (By? Lu + a” Yu) Su 
pe uu (u R73) 
= Ey, te OE, + me) — tu (al? By + om), 
dou Von déduit 


: a 
m le mv? 


em ? Sp m mast 


(vy) __ 1 ‘») () __ 1 ce! (rv) _ nen 1 (”) (vy) 1 (uw) 
(2) «’=-d =— » a—_, @ 


Or S— étant opérée sur les deux suites d’indices, multiplie évi- 
1 : : 
demment » par—. Formons les relations qui expriment cette iden- 
tité , puis substituons-y les valeurs trouvées pour les quantités « t) 
? d ? ? Y) 
il viendra 
pS ( ‘ ) ‘) 
{z, a tf — pM =m, La? d?—v=0, sip’ Zu (mod. p). 


y 


) , 
| x, a yp a i \_ 0, zr cq a‘ (4), io... 0. 


v-Y v 4 = 


(3) 
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Ce nouveau systéme de relations est entitrement équivalent au 
systeme (1). Car nous venons de voir qu’il s’en déduit; et réciproque- 
ment, si les relations (3) sont satisfaites, S~ multipliera p par +: 
done S le multipliera par m, et les relations (1) seront satisfaites. 

4. Soit x une racine primitive de la congruence 7?—'= 1. Le groupe 
abélien G contient la substitution 

U= Uy Yip e++y Uny Yn VX, Yipes ey T¥ny Yn l, 

qui multiplie m par 7. Soient S une substitution quelconque de ce 
groupe; m==r¢ lentier par lequel elle multiplie m: on aura évidem- 
ment S = UeT, T étant une nouvelle substitution de G, qui n’altére 
pas m. Liexposant @ pouvant prendre une quelconque des valeurs 0, 
1,..., p— 2, Vordre de G sera égal 4 p — 1 fois l’ordre Q, du 
groupe partiel H formé par les substitutions de la forme 7. Soient 
dailleurs a, B,... les facteurs premiers dont le produit donne p— 1; 
G, Ga, Gag,..+, Gp+=H les groupes respectivement formés par 
la combinaison des substitutions de H avec U, U*, U*#,..., Ur-*=1. 
Il est clair que ces groupes auront respectivement pour ordre (p—1) Q,, 


I—1 y—1 : ’ 
‘ ~ Xn» Qr,.-+, Qn et que chacun d’eux sera permutable aux 


ap 
substitutions de G. Done G aura pour facteurs de composition a, 
B,..., et les facteurs de composition de H. 
Cherchons done l’ordre de H, et ses facteurs de composition. 
5. On vérifie immédiatement que H contient, entre autres sub- 
stitutions, les suivantes, dans l’expression desquelles nous omettons les 
couples d’indices qu’elles laissent inaltérés: 


BE, =| 20 Spay Ppugeegroresseeeee oop Sig i ageseneetewseenes nares 
, nn ° | 
Dog, mm| 505 Boag Ppayregeererecenee 009 Sigs Buy Bnpoeeeese aces seinen 
—- a 1 ) — —1 
Li, oy Lyuy Yugergereseereees ony ig Bp gimme |= MM, L,, M;", 


Nu,v= o0y Vy Yuzery Ly Yoyo ory Lu Yr Yuy-*) Ly+Yus Yryes |» 
pra np . aie Me Yr y mn —I1 
Qy,y =| ay Lyay Ypugeey Loy Yoryee sey Lu Loy Yuyery Ly Yv—Yuy-- | = MN, »M,, 


Rev | +p Lug Yyugeey Ly Yee 229 Lay Yu Lry-+y Ly, Yo — Lys |= Mr, uMy, 
2 ‘ rT. 4 oy / , | 
Pao | 2-9 Spy Grom Ben Yor> 7 Svs Yrye-y Dy Tel» 
6. Théoréme. — Le groupe H est dérivé des seules substitutions 


Lu, Mu, Nu,» et son ordre est egal a 
(p?™ — 1) p?—! (p?»-? — 1) p?*3.... (p? — 1) p. 
En effet, soient £ une substitution quelconque de H; 
fy Safty + OY eee + An hn + On Yn 
la fonction que = fait succéder 4 x,. Les coefficients a,’,..., bn’ ne 


seront pas tous congrus a zéro; et l’on pourra déterminer une substi- 
tution S, dérivée des substitutions L,, M,, N,y,», qui remplace x par /;. 
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Car soit d’abord a,’ z0 (mod. p): la substitution 
¥ 8 a ™ Cy a oe ye - 
San I, ML, . GW, Ni -:- aS” 


1,n 1,n 
ot « et B sont déterminés par les congruences 
a=—a,/+a/e,+...+a@'¢/, 1+a/pB=b, (mod. p), 
remplace x, par /f,. Dvailleurs les diverses substitutions Q,,, étant déri- 
vées des L,, M,, Nu», il en sera de méme de S. 

Soit maintenant a, = 0, mais a,, par exemple, 0 (mod. p). On 
vient de voir qui existe une substitution s, dérivée des substitutions 
Lu, My, Nu», qui remplace x, par — a,’ x, + b,’y, + a, a, + 
(by + by’) yo + ay’ %, + ...5 et la substitution S = Qs le remplacera 
par f,. 

Soit enfin a,’ =a, =...=a,'=0, mais ¢,, par exemple, 2 0 
(mod. p). Il existe une substitution s, derivée des substitutions L,, 
M,, Nu», qui remplace x, par a,’ 7, + ¢, yy + ¢y'% — ay Yy +..-3 
et la substitution S — M, s le remplacera par /,. 

La substitution S étant ainsi déterminée dans tous les cas, on aura 
évidemment £ = SX’, = étant une nouvelle substitution de H, qui 
naltere plus lindice 2,. ' 

Soit f’ = ba, +d/y, +...+ bn’ 2n + dy’ Yn la fonction par 
laquelle £’ remplace y,. Si l’on pose dans les relations (1) m=1, 
a, =1, ¢/=a,'=c¢, =...=0, elles donneront d,’= 1. Cette con- 
dition nécessaire étant supposée remplie, la substitution 

S = LPR Qt. Rt Qe 


remplacera y, par /;'; et lon pourra poser ©’ = S’E,, Z, étant une 
nouvelle substitution de H, qui n’altére plus ~,, y,. 
Soit 
| % % 
"MN 


My Oy By Oy” Yy eee Fan” Ent On” Yn | 
r=—\y% bb a td” yt... +b." a +d,’ % |: 


e- eee eee ee eee een Oo 8 O88 eee 


> me 2 An) (n) An) 
Yn A, HO Yt. -- far tO Yn 
(n) |. (n) @ . (n) 
Yo OO ata yt... +0" a +d” yp 
Cette substitution doit satisfaire aux relations (1), ce qui donnera 


ee oe —— 
1 — 1 Ses = C = (0. 


a ==.+«.- 6 

Quant aux autres coefficients, les relations qui les lient sont ab- 

solument les mémes que dans les substitutions abéliennes a 2 (n — 1) 
indices, 
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7. Donec, en combinant ensemble celles des substitutions L,, M,, 
Nu,» pour lesquelles uw et v sont > 1, on obtiendra une substitution S, qui 
remplace x, par a,” @ + 6," Yo +... + Gn” an + Cn” Yn, quels que soient 
My”, Cy",. ++ An’, Cn” (ces coefficients n’étant pas a la fois congrus a 
zéro) (n°.6); et Yon aura X, = S, E,’, E,’ étant une nouvelle substitu- 
tion de H, qui waltére plus 2,, y,, 2. 

Soit /,'= b,"” x, + d,"y, +... la fonction par laquelle =,’ rem- 
place y, : les relations (1) donneront d,”=1. Cela posé, quels que 
soient d’ailleurs b,”,..., b»”, d,”, on trouvera une substitution S,’, 
dérivée des substitutions L,, M,, Nu,» (w et v éant > 1) qui rem- 
place y, par /, (n°.6); et lon aura £,’ = S,’ Z,, £, étant une substi- 
tution de H, qui laisse invariables x,, y,, %, Yo. 

On continuera ainsi jusqu’é ce qu’on arrive & une substitution £,, 
qui laissera tous les indices invariables, et se réduira a l’unité. 

8. L’ordre du groupe abélien résulte immédiatement de ce qui pré- 
cede. En effet, les fonctions différentes, telles que f,, que les sub- 
stitutions de H permettent de faire succéder & 2,, sont en nombre 
p?"— 1, tous les systeémes de valeurs de a’, ¢,',..., Gn, nr étant 
admissibles, pourvu que ces coefficients ne soient pas tous congrus a 
zéro. Liordre Q, de H est évidemment égal & ce nombre, multiplié 
par l’ordre du groupe partiel H’ formé par celles de ses substitutions 
qui n’alterent pas 2. 

Le nombre des fonctions différentes, telles que /;’, que les sub- 
stitutions de H’ permettent de faire succéder a y est p*”—', les coeffi- 
cients de 7,’ pouvant étre choisis arbitrairement, sauf l'un d’eux, qui 
est congru 41. Liordre de H’ sera done égal a p?”—! Q, 4, Qa—1 étant 
lordre_du groupe H, formé par celles des substitutions de H’ qui 
nalterent pas 2, ¥;. 

Continuant ainsi, on aura 
Qh = (p?”— 1) p?"-1 Q, =... = (p?—1) pp?" 21) p*-...( p?2— 1) p. 

Remarque. — Les substitutions de H ont toutes leur déterminant 
égal 4 1. Car les substitutions L,, M,, Ny», dont elles dérivent, 
jouissent de cette propriété. 

9. Théoréme. — Si p est impair, les facteurs de composition de H 
sont 4Q, et 2. 

La substitution qui multiplie tous les indices par — 1 fait partie 
de H, et ses puissances forment un groupe K, d’ordre 2, et évidem- 
ment permutable aux substitutions de H. Done 2 est l'un des facteurs 
de composition cherchés; et pour prouver que les autres se réduisent 
i un seul, 4Q,, il suffira d’établir que K est le seul groupe contenu 
dans H et permutable 4 ses substitutions. A cet effet, nous allons 
montrer que tout groupe 1, autre que K, contenu dans H et permu- 
table & ses substitutions, contient nécessairement toutes les substitutions de H. 
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10. Soit a a & te yt... fan an ten’ Yn 
y, oY mt dy nt .+ bd, oaptien Yn 
per aed Suse eee 
Ln ax, + Ly Yt. fara, + Lo Yn 
yn DP a, +d” y, +... tO an +d yn 
une des substitutions de J, laquelle ne soit pas contenue dans K. Le 
groupe J contient, par hypothése, les transformées de S par les sub- 
stitutions L,, L,’: il contiendra done les suivantes: S—'. Ly SIy; 
S. L-SL,’. D/ailleurs on peut admettre que ces substitutions ne 
se réduisent pas toutes a l’unité; car on vérifie aisément que pour 
que cela efit lieu, il faudrait que S multipliat les deux indices de chacun 
des couples 2,, ¥,3---3 nx, Yn par un méme facteur, égal a 1 pour 
certains couples, tels que z,, y,, et ’ — 1 pour d'autres, tels que 2,, 
y,- Mais alors, la substitution N,. étant permutable a J, ce groupe 
contiendrait la substitution Ni3SNji,2, laquelle ne multiplie plus les 
indices par des facteurs constants, et pourrait étre prise pour point 
de départ de notre raisonnement, a la place de S. 
Admettons, pour fixer les idées, que S~'. L-' SL, differe de l’unité. 
Cette substitution est évidemment de la forme 
Ty ye HMMM He ++ + nen + Yan, Vy — OY 
Lo, Yo Lo —a,” Y,y, —b,” Y 
| 


ceoes Gustemeumars vase. 
| 2ny Yn Ly — a,” Y,y,— UY 
Y étant la fonction par laquelle S~-' remplace y,. 
Cela posé, J contient une substitution, autre que l’unité, qui laisse 
invariables 2% — 3 indices. En effet, S, serait cette substitution, si 


” ” 44.3 . , 1 ° 
a,”, b,”,... Etaient tous congrus & zéro. Supposons, au contraire, 
que a,”, par exemple, ne soit pas congru 4 zéro. Posons 


”" (u) ” Ge 
ay Li + a= 0, a My — b: - 0, 
Pa. ” ow ” (n) (n) aol 
a,” r + b,”— b," 1, + a," m, —...— 0" lL, + a," m, = 0. 


Le groupe I contiendra S,, transformée de S, par Q°,R?... QR LY ‘ 
laquelle laisse invariables y,, 7, y;,-... Cette substitution, satisfai- 
sant en outre aux relations (1), sera de la forme 
Hy, Vy Ay Hy fe Y + YY, bx, + dy’y, + dy’ yp 
BS, =! 22, Yo sa +6 "rH ®2 + C2" Yoy Yo I: 
Cela posé, I itll la substitution 
1%, % %+(1L—ay)%, y, — Oy 
8; = Nr: N,2= | %2, Yo fonet. (> ba Lo) tn); ws 13 


| 
pee eee “ee ee tee @'? | 





\w 
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et si 1 — a, z 0 (mod. p), posons 

(l—a,)t+ b,/=0; 
I contiendra la transformée de S, par L’, laquelle laisse y, et y, in- 
variables, accroit x, d'un multiple de y,, et satisfait aux relations (1): 
elle est done de la forme 
Sy =) Uy, Yrs Cry Yor ees Vy &Y a, Wy Fy + EY, + BYos Yor--- |. 

Si au contraire 1 — a, = 0, J contiendra la substitution M-'S, M,, 
laquelle est encore de la forme S,. 

Les deux coefficients a, B ne peuvent s’annuler a la fois; car S, 
se réduisant a l’unité, il en serait de méme de S,, S,, S,, qui s’en 
déduisent par une suite de transformations. Mais, par hypothése, S, 
differe de l’unité. 

11. Il reste & prouver que, quels que soient d’ailleurs les coeffi- 
cients a, B, la substitution S, et ses transtormées reproduisent par leur 
combinaison toutes les substitutions L,, M,, Nz», dont H est dérivé. 


Soit d’abord « = 0, d’od po = 0 (mod. p). On a sé = L,. Done 
I contient L,; done il contient M,, qui est la transformée de L>! par 
M, L>'. Il contiendra L, et M,, transformées de L, et M, par P»,,.. 
Enfin il contiendra QO. 1 Ly Ly Que - —_— > L-! == Ny» 
¢* 


Soit maintenant « < 0 (mod. p) : J contient la transformée de S 
p 


par Qs, . laquelle, élevée a la puissance — — 1 (mod. p), reproduit N, 2. 
I] contiendra la substitution 
Ni,2 . My Ni ,2M, . (M, L,) Ni,2 M, L, = L,. 
Ce point établi, on achéve la démonstration comme précédemment. 
12. Théoréme. — Si p= 2 etn > 2, le groupe H est simple.. 
Soit J un groupe contenu dans H et permutable a ses substitu- 
tions; on démontre, comme au théoreme précédent : 1° que J contient 
une substitution de la forme 
Sy | py Yyy Vay Yay e+ Ly €Y2, Yyy Ly + HY, + BY2, Yo,-+ + | 
2° que si a=0 ou B = 0 (mod. 2), I se confond avee H. 
13. Admettons donc, comme derniére hypothése, a = 6 = 1, d'or 
S, = Ni,2 L,; I contient les substitutions suivantes: 
S,, (Pip P22) 18 Pip P29= Ny pL =LypNury LypNurLNuv=L,L,, 
ML Ley My Ly Ly Ly My (Ly My)? =My Ly Nu yl Ly Ln=Ny, Bie 
LL, .Ly,My=L,M,, Myly . Ly Ly=M,Ly. 
NuyrLy » Ly Ma = NyyMn, Maly « LyLyy= MAN pv 
Done J contient tous les produits deux a deux des substitutions L,,, 
M,, Nu,» : done il contient la substitution 
M,L,M,.M,L,M,.M,L,M,.M, M,N,,.M,M,.M,M,N,,,M,M,.M,MN,,,MoM,, 
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laquelle est le produit de 24 facteurs des formes L,, M,, N,,» Tl 
contient sa transformée par la substitution abélienne 
Hy Vy Yt Ly + 3, Ly + Ly Xs 
Hoy Yo Ly, Yo X + Y + % + 2; 
| %3> Ys %, Ys +X +H + % +2; | 
laquelle se réduit 4 Z,. Done il contient 

LyL,.L,=Ly, MyL,. L,= My, NyvL, . Ly = Ny», 
et ce confond avec H. Done H est simple. 

14. Il reste enfin 4 considérer le cas ot l'on a p= 2, avecn =2. 
Dans se cas, on voit aisément que H a pour facteurs de composition 
2 et $ Q,. 

15. On sait que les équations pour la division des périodes dans 
les fonctions abéliennes ont précisément pour groupe celui que nous 
venons d’étudier*). Les resultats que nous avons trouvé relativement 
aux facteurs de composition de ces groupes, comparés aux théoremes 
généraux exposés dans le Commentaire sur Galois que nous avons publié 
dans ce Journal (T. I", 2°™° cahier) fournissent immédiatement la pro- 
position suivante. 

Théoréme. La résolution de Véquation qui donne la division des 
périodes dans les fonctions abéliennes & 2n périodes se raméne a celle 
dune suite déquations simples, qui toutes auront pour ordre un nombre 
premier (et par suite seront abéliennes), sauf une seule, dont Vordre est 
égal ¢ SVP” “¢ ---(pt—1)p 
n> 2. 

16. De ce théoréme découlent immédiatement deux propositions 
importantes, genéralement admises sans démonstration suffisante. 

Proposition I. Les équations considérées ne sont pas solubles par 
radicaux. On sait en effet depuis Galois que toute équation soluble 
par radicaux peut se résoudre a l'aide d'une suite d’équations abélien- 
nes de degré premier : done ses facteurs de composition sont tous pre- 
miers, condition qui n’est pas remplie dans l’espéce. 

Proposition II. Si m > 6, Véquation générale du degré m ne peut 
étre resolue par aucune combinaison d’équations binémes avec des équa- 
tions de degré inférieur a m et des équations relatives ad la division des 
fonctions abéliennes. 

Adjoignons en effet 4 l’equation considérée la racine carrée de son 


— jem s 385 : + . 
discriminant. Son ordre se réduit a am, OS il est aisé de voir 


quelle devient simple. Aucune adjonction d’équation simple ne pourra 


ou au double de ce nombre, si p = 2, 





*) Nous devons & M. Kronecker la communication de cet important résultat. 
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done la résoudre si |’équation auxiliaire n’a elle-méme pour ordre 
1.2...m 

2 

Cela posé, la résolution d'une équation bindme équivaut a la réso- 
lution successive d’équations simples, dont l’ordre étant premier, differe 

1.2...% , . ’ s . — " 
de —-~—. La résolution d'une équation de degré inférieur 4 m 
équivaut 4 célle d’une suite d’équations simples, dont l’ordre, divisant 


* pss ~ 2 Wes ‘ . 
1.2...(m—1), est inférieur 4 —-“*~". Enfin la résolution d’une 
des équations de la division des fonctions abéliennes équivaut 4 celle 
d'une suite d’équations simples, dont l’ordre est premier, ou égal a 
> 2 — oe *-.-—9 

5 2 


i 2. D/’ailleurs ce dernier nombre ne peut étre égal a 


Pp étant premier, et w égal a 1 ou 


>. ee | : 
je, Car il 


faudrait pour cela que 1.2... m fat divisible par p@*—": mais alors 
il serait plus grand que w2,. Done aucune des équations simples 
auxiliaires ne pourra prouver la résolution de la proposée. 

Remarque. Il peut exister dans quelques cas particuliers certaines 
relations entre les modules, en vertu desquelles le groupe de l’équation 
qui donne la division des périodes ne contienne plus qu’une partie des 
substitutions du groupe abélien. Ces cas d’exception échappent évidem- 
ment aux démonstrations précédentes. 
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Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit einer 
Doppeleurve zweiten Grades und einem oder mehreren 
Knotenpunkten. 


Von G. Kornpérrer in Giessen. 


Herr Clebsch hat im 68%" Bande des Borchardt’schen Journals 
die Flichen vierter Ordnung, welche ausser einer Doppelcurve zweiten 
Grades keine weiteren Besonderheiten haben, auf einer Ebene abbil- 
den gelehrt. Die Coordinaten eines Punktes der Fliche driicken sich 
dabei als rationale Functionen dritten Grades zweier Parameter aus, 
welche gleich Null gesetzt, Curven dritter Ordnung mit fiinf gemein- 
schaftlichen Schnittpunkten darstellen. 

Ich werde in vorliegendem Aufsatze mit Beziehung auf diese Ab- 
handlung einige specielle Fille der Fliiche untersuchen, welche dadurch 
entstehen, dass ausser jener Doppeleurve die Fliche noch Knoten- 
punkte enthalt, welche eine besondere Lage jener fiinf Ausnahms- 
punkte gegeneinander bedingen. Die Existenz einiger solcher Fille 
hat bereits Herr Kummer in den Monatsberichten der Berliner Acad. 
von 1863 nachgewiesen, die der iibrigen kiirzlich Herr Cayley. 


Erster Fall. 


Die Fliche besitzt ausser der Doppelpunktscurve noch einen 
besonderen Knotenpunkt. 


‘ 4 


Wenn von den fiinf Ausnahmspunkten drei, etwa 1, 2, 3 in einer 
Geraden liegen, so lisst sich durch folgende Betrachtung die Existenz 
jenes Knotenpunkts nachweisen. Jeder ebene Schnitt der Fliche bil- 
det sich ab als eine Curve dritter Ordnung durch die finf Fundamen- 
talpunkte. Ihre Gleichung ist Zu; /;—=0. Legt man den u; die Bedingung 
auf, durch einen weiteren Punkt jener Geraden zu gehen, so zerfillt die 
Curve in diese Gerade selbst und eine Kegelschnittschaar durch die zwei 
andern Fundamentalpunkte. Jeder Kegelschnitt durch zwei Kundamen- 
talpunkte ist die Abbildung einer Raumcurve vierter Ordnung, jeder 
Kegelschnitt dieser Schaar muss demnach die Abbildung einer ebenen 
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Curve vierter Ordnung sein. Die charakteristische Zahl p derselben ist 
gleich Null, weshalb die Curve drei Doppelpunkte besitzen muss. Daraus 
folgt, die Ebenen dieser Curven sind entweder einfache Beriihrungs- 
ebenen der Fliche oder sie gehen alle durch einen weiteren Knoten- 
punkt der Fliiche. Ersterer Fall ist auszuschliessen; denn die Cur- 
ven, welche durch den Schnitt zweier nicht durch einen Knotenpunkt 
gehenden Ebenen entstehen, schneiden sich in vier Punkten, folglich 
auch ihre Bilder, wihrend je zwei der obigen Kegelschnitte nur zwei 
Schnittpunkte liefern. 

Jeder Kegelschnitt schneidet die Abbildung der Doppelcurve noch 
in zwei Punktepaaren, welche die Abbildungen zweier Doppelpunkte 
der Curve vierter Ordnung siud; der andere im Knotenpunkte bildet 
sich ab als das Schnittpunktepaar jener Geraden mit dem betreffenden 
Kegelschnitt. Ich werde spiiter noch direct zeigen, wie sich jener 
Knotenpunkt der Fliche als Gerade durch drei Fundamentalpunkte 
abbildet. 


g, 2. 


Bezeichnet N die Ordnung einer Raumeurve auf der Fliche, n 
die ihrer Abbildung, so stehen beide in der Relation 


N = 3n— a, 


wo die Zahlen a angeben, wie oft die Abbildung durch die einzelnen 
Kundamentalpunkte gehe. 

Die Abbildung einer geraden Linie ist wieder eine Gerade durch 
zwei Fundamentalpunkte. Solcher sind sieben. Es liegen demnach 
auf der Fliche 12 Gerade; von diesen werden fiinf durch die Funda- 
mentalpunkte 1, 2, 5, 4,5 abgebildet; die iibrigen, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12 
sind beziehungsweise die Verbindungslinien 1—4, 1—5, 2—4, 2—5, 
3—4, 3—5, 4—5. Von diesen Geraden schneiden sich 4 im Kno- 
tenpunkt, 1, 2,3, 12. Die Gerade 12 ist die bei der Abbildung bevor- 
zugte; diese Art der Abbildung kann demnach auf vier verschiedene 
Arten geleistet werden. Jede Gerade, welche durch den Knotenpunkt 
geht, wird von fiinf anderen geschnitten; jede Gerade, die nicht durch 
ihn geht, von vier. Daraus folgt, dass sich alle 12 Geraden in 26 
Punkten schneiden, wobei jedoch der Knotenpunkt als sechsfacher 
Schnittpunkt mitgerechnet ist. Ausser demselben existiren also noch 
20 Schnittpunkte. 

Folgende Tabelle giebt eine Uebersicht iiber die Schnittpunkte. 





1 wird geschnitten von 6, 7,2,3, 12 

2 wird geschnitten von 8, 9,1, 3, 12 

3 wird geschnitten von 10, 11,1,2, 12 { 
12 wird geschnitten von 1, 2,3,4, 5 | 
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4 wird geschnitten von 12,6, 8, 10 
5 wird geschnitten von 12,7, 9, 11 


6 wird geschnitten von 1, 4,9, 11 
7 wird geschnitten von 1, 5,8, 10 
8 wird geschnitten von 2, 4, 7, 11 
9 wird geschnitten von 2,5, 6, 10 
10 wird geschnitten von 3, 4, i 
11 wird geschnitten von 3, 5,6, 8 


Alle Geraden, die eine und dieselbe schneiden, treffen einander 
nicht, mit Ausnahme der durch den Knotenpunkt gehenden. 

Die Geraden bilden 26 Paare; die Scheitel von sechs derselben 
stossen im Knotenpunkt zusammen. 

Diese 26 Paare lassen sich in vier Gruppen bringen, deren jede 
Gruppe alle 12 Geraden enthilt. Die erste Gruppe enthilt acht Paare, 
die so paarweise einander conjugirt sind, dass immer zwei conjugirte 
Paare eine gemeinsame Gerade besitzen. Sie sind: 


6, 1 7,1 
8, 2 9,2 
10, 3 11, 3 
12, 5 12, 4 


Von den drei folgenden Gruppen besitzt jede sechs Paare, die aus 
je zwei conjugirten Systemen von je drei Paaren bestehen. 

Die Paare jedes Systems schneiden sich unter einander nicht; da- 
gegen wird jedes Paar eines Systems von jedem Paar des conjugirten 
Systems geschnitten. 

Diese drei Gruppen sind: 


oe % F,8 6,4 ; $,i1 .6 ; 6,83 
1,5 ; 6,9 7,5 ; 9,0 9,5 ; 7,10 $.- 
1,2 12,3 | 2,3 ;12, 1 1,3 ;12, 2 

Die Ebene jedes Paares, dessen Scheitel der Knotenpunkt, ist 
eine doppelt beriihrende Ebene der Fliche. Die Ebene jedes andern 
eine dreifach beriihrende Ebene der Fliche. 

Die acht Paare der ersten Gruppe bilden 12 windschiefe Vierecke, 
welche in dem Knotenpunkte eine gemeinsame Ecke besitzen. Es sind 
folgende: 

aee me Oe 6.9, DB, Bs 2 
1,6, 3,11; 1,7, 3,10; 2 
7 2 


11; 2, 9,12,5 
Rg@, ee, 43 1,3, 8% 


? 
4; 3,10,12,4 
0; 3,11,12,5 


Die 18 Paare der drei folgenden 
windschiefe Vierecke. Es sind diese: 


ruppen bilden ebenfalls zwélf 
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6,4, 8,8: 0,46, 2 0,868 
6,4,9,10 ; 8,4,7,10 ; 4,10,7,8 
7,6,6, 1% ; 9,8.4,. 8.3 4848 
7,5,9,10 ; 9,5,7,10 ; 5,11,7,8 


Vier einander nicht schneidende Geraden bilden eine ,,Vier.“ Je- 
der ,, Vier‘ ist eine andere ,,Vier“‘ zugeordnet, welche beide zusammen 
eine ,,Doppelvier“ bilden. Es giebt 10 Vieren, welche zusammen fiinf 
Doppelvieren bilden, Eine Doppelvier enthilt die Geraden 

4,7,9, 

{ 5,6,8,8 : 
Jede Gerade dieser beiden Vieren hat die Higenschaft, dass sie die 
drei Geraden schneidet, welche iiber ihr oder unter ihr stehen, hin- 
gegen die vierte, welche direct iiber ihr oder unter ihr steht, nicht. 
Also die Gerade 7 schneidet die Geraden 5, 8, 10, nicht aber die 
Gerade 6. Die 4 anderen Doppelvieren sind: 

6,8,10,12) /1,8, 10,5 2,6,10,5) (3,7,9,4 

{779° 11, at {1'97 na} {err: ita} {376780 

Je zwei conjugirte Vieren haben eine gemeinsame Gerade; was 
das Schneiden der Geraden aus conjugirten Vieren betrifft, so gilt die- 


selbe Regel wie oben, wenn man von der gemeinsamen Geraden ab- 
sieht. 


me 


Die Abbildung der Doppelcurve ist, wie Herr Clebsch a. a. O. 
gezeigt hat, eine Curve dritter Ordnung durch die fiinf Fundamental- 
punkte, welche aus einer Reihe von Punktepaaren besteht, den Abbil- 
dungen der einzelnen Punkte der Doppeleurve. Der Curvenbiischel 
dritter Ordnung, der durch den Schnitt des durch die Gerade 12 ge- 
legten Ebenenbiischels mit der Fliche entsteht, bildet sich als ein 
Strahlbiischel ab, dessen Scheitel P die Abbildung des Punktes der 
Fliche ist, der dem Schnitte der Geraden 12 mit der Doppelcurve 
vereinigt liegt. Um ihn zu finden, legt man in dem Ausdrucke 

tui fi = 0 
den uw; nur die Bedingung auf, dass diese Curve durch zwei weitere 
Punkte der Geraden 12 gehe. Die Curve dritter Ordnung zerfallt — 
dann hier in drei Gerade a. b. (¢ + ud) =0, wo a=O die Verbin- 
dungslinie von 1, 2, 3, b =O die Verbindungslinie von 4 und 5 ist; 
c-+ wd =0 ist der Strahlbiischel, der Schnitt ¢c — 0 mit d= 0 giebt 
den Punkt P. Um den auf der Fliche mit P vereinigten Punkt P’ 
zu finden, welcher der Schnitt der Geraden 12 mit der Doppelcurve 
ist, miissen die vier Ausdriicke f, f, f, f, fiir die Coordinaten beider 
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Punkte dieselben Verhiltnisse wie fiir P liefern. Bezeichnet man die 
durch Einsetzen der Coordinaten des Punktes P entstehenden Aus- 
driicke durch angehiingte Null und nimmt etwa abe fir f,, abd fiir 
f,, so dass “diese Functionen fiir P verschwinden, so geniigen die 
Coordinaten des Punktes P’ der Gleichung f/f, /,° — f,f,°=90. Der 
dritte Schnittpunkt der Curve mit der Abbildung der Geraden 12 lie- 
fert den Punkt P’ (vgl. die ang. Abh.). Die Verbindungslinie PP’ 
tangirt ausserdem die Curve dritter Ordnung in P. Jeder weitere 
durch P gehende Strahl schneidet dieselbe in einem Punktepaare, das 
die Abbildung des beweglichen Doppelpunkts jenes Curvenbiischels ist. 
Der Schnitt eines Strahls mit der Abbildungsgeraden des Knotenpunk- 
tes setzt sich mit dem Schnitt der Geraden 12 und ersterer zur Ab- 
bildung des dritten festen Doppelpunktes zusammen. Die Beriihrungs- 
punkte der von P an die Curve dritter Ordnung gezogenen vier Tan- 
genten sind die Abbildungen der vier Riickkehrpunkte der Doppel- 
curve. 

Bildet sich die Gerade ab als eine Gerade durch zwei andere Kun- 
damentalpunkte, so ist die Abbilding des Curvenbiischels dritter Ord- 
nung ein Kegelschnittbiischel. Man findet dasselbe, wenn man in dem 
Ausdruck Eu; f; = 0 den mu; die Bedingung auferlegt, durch zwei wei- 
tere Punkte jener Geraden zu gehen; er nimmt dann die Form an 

A (p a Ay) = 0. 

Jene Kegelschnitte schneiden sich dann noch in einem vierten Punkte, 
welcher dem Punkte P analog ist. Jeder Kegelschnitt schneidet die Ab- 
bildung der Doppeleurve jetzt noch in einem Punktepaare, welches die 
Abbildung des beweglichen Doppelpunktes des Curvenbiischels ist. Unter 
jener Schaar von Kegelschnitten finden sich vier, welche die Curve be- 
riihren; die Beriihrungspunkte sind abermals die Abbildungen der Riick- 
kehrpunkte. Bildet sich die Gerade ab als Fundamentalpunkt 4 oder 
5, so ist die Abbildung des Curvenbiischels dritter Ordnung auch ein 
Curvenbiischel dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte in 4 oder 
5. Dies verlangt zwei Bedingungsgleichungen zwischen den u;, also 
schneiden sich jene Curven noch in einem neunten Punkte, welcher 
dem Punkte P analog ist. Jede dieser Curven schneidet die Abbildung 
der Doppeleurve noch in einem Punktepaare, das die Abbildung des 
beweglichen Doppelpunktes der Schaar vorstellt. Unter jener Schaar 
finden sich vier, welche die Curve dritter Ordnung selbst beriihren, 
und die Beriihrungspunkte geben wieder die Abbildung der Riickkehr- 
punkte. 

Bildet sich die Gerade ab als Fundamentalpunkt 1, 2 oder 3, so 
ist die Abbildung des Curvenbiischels dritter Ordnung ein Kegelschnitt- 
biischel, das ausserdem beziehungsweise durch 1, 2 oder 3 geht. Der 
vierte gemeinsame Schnittpunkt desselben ist der dem Punkte P ana- 
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loge, P’ liegt dann in 1, 2, 3 selbst. Der Schnitt eines der Kegel- 
schnitte mit der Abbildung des Knotenpunktes setzt sich mit jenem 
Punkte 1, 2, 3 zur Abbildung des zweiten festen Doppelpunktes zu- 
sammen. Die Riickkehrpunkte ergeben sich wie oben. 


§. 4. 
Jede Ebene, welche durch den Knotenpunkt geht und die Fliche 


noch in einem Punkte beriihrt, schneidet Kegelschnitte aus der Fliche 
aus. Jede Ebene, welche nicht durch den Knotenpunkt geht und die 
Flache in zwei verschiedenen Punkten beriihrt, schneidet ebenfalls 
Kegelschnitte aus. Die Ebenen der letzteren sind doppelt beriihrende 
Ebenen der Fliiche. Jeder Kegelschnitt bildet sich ab entweder als 
Gerade durch einen Fundamentalpunkt, oder als Kegelschnitt durch 
vier Fundamentalpunkte. Es giebt sonach acht Kegelschnittschaaren, 
welche paarweise zu einander conjugirt sind. Sechs Schaaren gehen 
nicht durch den Knotenpunkt, wohl aber beiden andern. Ist die 
Abbildung eines Kegelschnitts eine Gerade durch einen Fundamental- 
punkt, so ist die Abbildung des conjugirten ein Kegelschnitt durch 
die vier anderen. Die beiden Schaaren durch den Knotenpunkt bilden 
sich ab als zwei Strahlbiischel, deren Scheitel die Punkte 4 und 5 
sind. Alle Kegelschnitte der beiden letzten Schaaren schneiden sich 
im Knotenpunkte, Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren noch in 
einem weitern Punkte. Was den Schnitt der andern sechs Schaaren 
anbelangt, so hat man den Satz: Kegelschnitte derselben Schaar schnei- 
den sich gar nicht, aus conjugirten Schaaren in zwei Punkten. Die 
Paare obiger vier Gruppen sind diesen der Art zugeordnet, dass wenn 
eine Schaar die Paare einer Gruppe als specielle Fiille in sich schliesst, 
diese von den Kegelschnitten der conjugirten Schaar getroffen werden; 
und die conjugirten Paare derselben Gruppe sind specielle Fille der 
letztern Schaar und werden von der ersteren geschnitten. 

Diese Kegelschnitte ergiinzen sich mit Raumcurven sechster Ord- 
nung zu vollstindigen Durchschnitten der Fliche vierter Ordnung mit 
Flichen zweiter Ordnung. Die Abbildung eines vollstiindigen Durch- 
schnitts ist eine Curve sechster Ordnung mit einem Doppelpunkt in 
jedem Fundamentalpunkt. Bildet sich der Kegelschnitt als Gerade ab, 
so ist die Abbildung der ergiinzenden Curve eine Curve fiinfter Ord- 
nung durch jenen Fundamentalpunkt und mit Doppelpunkten in jedem 
der vier anderen; die Abbildung der Raumcurven sechster Ordnung, 
welche zu dem conjugirten Kegelschnitte gehért, ist eine Curve vier- 
ter Ordnung, welche durch jene vier einfach, durch den ersten dop- 
pelt geht. Auf diese Art entstehen sechs siebenfach unendliche Schaa- 
ren von Raumcurven sechster Ordnung, die einander paarweise zuge- 
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ordnet sind und die nicht durch den Knotenpunkt gehen. Curven der- 
selben Schaar schneiden sich in acht Punkten, aus zugeordneten Schaa- 
ren in zehn, Curven aus verschiedenen Schaaren in neun; jede trifft 
ihren erganzenden Kegelschnitt in vier Punkten und noch zweimal auf 
der Doppelecurve, die vier ersten sind einfache Beriihrungspunkte der 
Fliche zweiter Ordnung mit der Fliche vierter Ordnung; ausserdem 
besitzt die Raumcurve sechster Ordnung noch zwei wirkliche Doppel- 
punkte auf der Doppeleurve und sechs scheinbare. Ihre charakteristi- 
sche Zahl ist p=2. Diese Schnitte entstehen dadurch, dass die Fiche 
zweiter Ordnung die gegebene in vier verschiedenen Punkten beriihrt. 
Es giebt noch zwei siebenfach unendliche Schaaren von Raumcurven 
sechster Ordnung, welche die durch den Knotenpunkt gehenden Kegel- 
schnitte zu vollstiindigen Durchschnitten ergiinzen. Sie bilden sich 
ab als Curven vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt in den Funda- 
mentalpunkten 4 oder 5, welche durch die anderen Fundamentalpunkte 
einfach gehen. Alle diese Raumecurven gehen durch den Knoten- 
punkt; solche, die zu einer Schaar gehéren, schneiden sich dann noch 
in acht, Curven verschiedener Schaaren in neun Punkten. Jede trifft 
ihren erginzenden Kegelschnitt in drei Punkten, und noch zweimal 
auf der Doppeleurve. Die drei ersten sind einfache Beriihrungspunkte 
beider Flichen. Die Raumecurve sechster Ordnung besitzt dann noch 
zwei wirkliche Doppelpunkte auf der Doppelcurve und sechs schein- 
bare, p= 2. Diese Schnitte entstehen dadurch, dass die Fliiche zwei- 
ter Ordnung durch den Knotenpunkt geht, und die Fliche vierter 
Ordnung in drei Punkten beriihrt. 


8. 5. 


Wir gehen jetzt zur Betrachtung der auf der Fliche liegenden 
Raumcurven dritter Ordnung iiber. Dieselben zerfallen auch in zwei 
Gruppen, solche, welche durch den Knotenpunkt gehen, und solche, 
welche ihn nicht treffen. Die zur ersteren Gruppe gehérigen bilden 
sich ab, wie aus der Formel N = 3n — La folgt: 

1) n=1,a=0. 
Es giebt eine doppelt unendliche Schaar, deren Gebilde sich als Ge- 
rade durch keinen Fundamentalpunkt abbilden. 
2) n = 2, drei a= 1, die anderen 0. 
Es giebt drei doppelt unendliche Schaaren, die sich als Kegelschnitte 
durch drei Fundamentalpunkte abbilden. 

Jeder Schaar sind zwei sich nicht schneidende Gerade zugeord- 
net, welche von derselben nicht getroffen werden, alle andern Gera- 
den werden einmal geschnitten. Curven derselben Schaar schneiden 
sich ausser dem Knotenpunkte noch in einem weiteren Punkte, Curven 
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aus verschiedenen Schaaren noch in zwei Punkten. Die zur zweiten 
Gruppe gehérigen bilden sich folgendermassen ab: 

1) n == 2, drei a = 1, die anderen 0. 
Es giebt sechs doppelt unendliche Schaaren, welche sich als Kegel- 
schnitte durch drei Fundamentalpunkte abbilden. 

2)n=3, ein a=2, viera=1l. 

Es giebt zwei doppelt unendliche Schaaren, welche sich als Curven 
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt in einem Fundamentalpunkt 
abbilden. Jede Schaar ist einer Geraden zugeordnet, welche sie zwei- 
mal schneidet; die Geraden, welche diese schneiden, trifft sie gar 
nicht, alle anderen einmal. Curven derselben Schaar schneiden sich 
in einem Punkte, Curven verschiedener Schaaren, deren zugeordnete Ge- 
raden sich nicht schneiden, in zwei Punkten, solche, deren zugeord- 
nete Gerade sich schneiden, in drei Punkten. 

Jede dieser Raumecurven dritter Ordnung ergiinzt sich mit einer 
Raumcurve fiinfter Ordnung zu einem vollstiindigen Durchschnitt der 
Fliche vierter Ordnung mit einer Fliche zweiter Ordnung. Die zur 
ersten Gruppe gehdrigen sind: 

ad 1). Hierzu gehért eine fiinffach unendliche Schaar Raumcur- 
ven fiinfter Ordnung, die sich abbildet als Curvenschaar vierter Ord- 
nung mit Doppelpunkten in den Fundamentalpunkten 4 und 5, ein- 
fachen Punkten in 1, 2, 3. 

ad 2). Hierzu gehéren drei fiinffach unendliche Schaaren, die sich 
abbilden als Curven dritter Ordnung durch vier Fundamentalpunkte. 
Das p dieser Curven ist 1. 

Curven derselben Schaar schneiden sich in fiinf, aus verschiede- 
nen Schaaren in sechs Punkten. 

Jede dieser Raumcurven fiinfter Ordnung schneidet sich mit ihrer 
zugehérigen Raumcurve dritter Ordnung dreimal auf der Doppelcurve, 
ausserdem noch in vier weiteren Punkten, welche einfache Beriih- 
rungspunkte der Fliche mit der Fliche zweiter Ordnung sind; dann 
besitzt jede noch einen wirklichen Doppelpunkt auf der Doppelcurve. 

Die zur zweiten Gruppe gehorigen sind: 

ad 1). Es giebt sechs fiinffach unendliche Schaaren, die sich 
als Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkten in zwei einfachen 
Punkten in den drei andern Fundamentalpunkten abbilden. 

ad 2). Es giebt zwei fiinffach unendliche Schaaren, die sich als 
Curven dritter Ordnung durch vier Fundamentalpunkte abbilden. 

Curven derselben Schaar schneiden sich in fiinf Punkten, Curven 
verschiedener Schaaren , deren ergiinzende Raumcurven dritter Ordnung 
sich nicht schneidenden Geraden zugeordnet sind, in sechs Punkten, 
wenn sie dagegen sich einander schneidenden Geraden zugeordnet 
sind, in sieben Punkten. 
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Jede Raumeurve dritter Ordnung schneidet die ihr zugeordnete 
Raumeurve fiinfter Ordnung dreimal auf der Doppelcurve und noch in 
fiinf weiteren Punkten, die einfache Beriihrungspunkte beider Fliichen 
sind. Jede Raumcurve fiinfter Ordnung besitzt noch einen wirklichen 
Doppelpunkt auf der Doppeleurve. Damit ein derartiges Zerfallen. der 
Schnitteurve eintreten kann, muss die Fliche zweiter Ordnung die 
Fliche vierter Ordnung in fiinf verschiedenen Punkten beriihren. 


§. 6. 


Die Abbildung der Raumcurven vierter Ordnung erhilt man der 
Formel N = 3n — La entsprechend: 


I. Raumeurven vierter Ordnung, die nicht durch den Knotenpunkt 
gehen. 

1) n= 2, zwei «a = 1, die anderen 0. 
Es giebt drei dreifach unendliche Schaaren, welche sich als Kegel- 
schnitte durch zwei auf der Geraden 1, 2, 3 gelegene Fundamental- 
punkte abbilden. 

2) n= 4, drei « = 2, die anderen 1. 

Es giebt drei dreifach unendliche Schaaren, welche sich als Curven 
vierter Ordnung abbilden, die in drei Fundamentalpunkten Doppel- 
punkte, in den andern einfache besitzen. Jede dieser drei Schaaren er- 
giinzt je eine der vorigen zu vollstiindigen Durchschnitten. 
3) n= 3, ein a=2, drei a—1, ein a=0. 
Es giebt 8 dreifach unendliche Schaaren, die sich als Curven dritter 
Ordnung mit einem Doppelpunkt abbilden. Die Schaaren sind einan- 
der paarweise conjugirt. Alle diese Curven sind zweiter Species, p= 0. 
Curven derselben Schaar schneiden sich in 2 Punkten, Curven conju- 
girter Schaaren in sechs, diese bilden einfache Beriihrungspunkte der 
Flichen zweiter und vierter Ordnung. Curven aus conjugirten Schaa- 
ren schneiden sich ausserdem noch viermal auf der Doppelcurve. 





4) n=3, alle «o=—1. 

Es giebt eine vierfach unendliche Schaar von Raumeurven vier- 
ter Ordnung und erster Species, die nicht durch den Knotenpunkt 
geht und die sich als eine Curvenschaar dritter Ordnung durch siimmt- 
liche Fundamentalpunkte abbildet. Irgend zwei Curven der Schaar 
erginzen sich zu einem vollstindigen Durchschnitt und schneiden 
sich viermal auf der Doppelcurve und noch in vier weiteren Punk- 
ten. Diese Schaar enthilt als specielle Fille 1) simmtliche ebenen 
Schnitte, die nicht durch den Knotenpunkt gehen; 2) die Doppelschaar, 
welche aus zwei Gebilden zweier conjugirter Kegelschnittschaaren ent- 
steht; 3) jede gerade Linie, die nicht durch den Knotenpunkt geht, 
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sammt der zugehérigen Curvenschaar dritter Ordnung und endlich 
4) die zwélf windschiefen Vierecke, die keine Ecke im Knotenpunkte 
besitzen. 


IT. Raumeurven vierter Ordnung, welche durch den Knotenpunkt gehen. 


1) Es giebt sechs dreifach unendliche Schaaren, welcke sich als 
Kegelschnitte durch zwei Fundamentalpunkte abbilden, von denen einer 
ausserhalb der Gerden 1, 2, 3, der andere auf ihr liegt. 

2) Es giebt sechs dreifach unendliche Schaaren, welche sich als 
Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt in einem Fundamen- 
talpunkt, und welche durch drei weitere einfach hindurchgehen, ab- 
bilden und den vorigen conjugirt sind. Curven derselben Schaar schnei- 
den sich in zwei Punkten, Curven aus conjugirten Schaaren in fiinf 
ausser dem Knotenpunkte. Diese fiinf Punkte sind einfache Beriih- 
rungspunkte der beiden sich schneidenden Fliichen. Alle diese Raum- 
curven vierter Ordnung sind zweiter Species. Es giebt jetzt noch eine 
dreifach unendliche Schaar von Raumcurven vierter Ordnung, die in 
dem Knotenpunkte einen Doppelpunkt besitzen, welche sich als Kegel- 
schnitte durch die Fundamentalpunkte 4 und 5 abbilden. Dieselben 
sind in der Schaar (I, 4.) enthalten und ergiinzen sich mit Raum- 
curven vierter Ordnung und erster Species zu vollstiindigen Durch- 
schnitten. Diese Schaar begreift als specielle Fille in sich: 1) die- 
jenigen ebenen Schnitte der Fliiche, welche durch den Knotenpunkt 
gehen; 2) die Doppelschaar, welche aus zwei conjugirten Kegelschnit- 
ten oder zwei durch den Knotenpunkt gehenden Kegelschnittschaa- 
ren besteht; 3) jede durch den Knotenpunkt gehende Gerade mit der 
zugehérigen Curvenschaar dritter Ordnung; 4) die zwélf windschiefen 
Vierecke, die eine gemeinsame Ecke im Knotenpunkt besitzen. 


Analytische Behandlung der Fliiche. 


8. 7. 


Die Gleichung der Fliiche vierter Ordnung, welche ausser der 
Doppelpunktscurve zweiten Grades noch einen einzelnen Knotenpunkt 
besitzt, ist von der Form g* — 4p*y~ = 0. Hierin stellt y = 0 einen 
Kegel zweiter Ordnung vor, dessen Spitze auf der Fiche zweiter Ord- 
nung gm =O liegt. Die Spitze des Kegels w ist der Knotenpunkt, der 
Schnitt und g =O mit p =O liefert die Doppeleurve, welche noch 
von dem Kegel » in den vier Riickkehrpunkten der Fliiche geschnit- 
ten wird. Der Kegel y beriihrt ausserdem die Fiche vierter Ordnung 
lings einer Curve zweiter Ordnung. Siimmtliche Tangentenebenen des 
Kegels » schneiden demnach Kegelschnittpaare aus der Fliche aus, 
die im Knotenpunkte einen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen. Der 
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Kegel K zweiter Ordnung, welcher im Knotenpunkt selbst die Fliche 
vierter Ordnung ringsum beriihrt, wird von der Ebene der Doppel- 
curve in einem Kegelschnitt geschnitten. Verbindet man die vier 
Schnittpunkte desselben und der Doppelcurve mit der Spitze von y, 
so erhilt man die vier auf der Fliche liegenden Geraden, die ihren 
Vereinigungspunkt im Knotenpunkte besitzen. Durch jede dieser Ge- 
raden lassen sich zwei Tangentenebenen an den Kegel y legen. Die 
Curve dritter Ordnung, welche jede dieser aus der Fliche herausschnei- 
det, muss nothwendigerweise in eine Gerade und einen Kegelschnitt 
zerfallen. Auf diese Art erhilt man die anderen acht Geraden der 
Flache; man kann sich auch leicht iiberzeugen, dass ausser diesen keine 
Gerade mehr auf der Fliche liegen kann. Die acht Tangentenebenen 
enthalten die acht Geradenpaare der beiden conjugirten Kegelschnitt- 
schaaren. Man kann dieses benutzen, um die Schnittpunkte der acht 
Geraden mit der Doppelschnittscurve geometrisch zu finden, wenn 
diese und die Schnitte ihrer Ebene mit den beiden Kegeln K und y 
verzeichnet vorliegen. Man zieht aus den vier Schnittpunkten jener 
mit K die acht Tangenten an ~, so schneiden diese die Doppelpunkts- 
curve in weiteren acht Punkten, welche die gesuchten sind. 

Man kann die Gleichung der Fliche auf folgende Form bringen: 


(yp? + 2Ap*)? = 4p? (b+ Ap + A*p?) 


Die Flachenschaaren 
v+ Ag+ ep? =0 
(rt een9) 

durchschneiden sich in Raumcurven vierter Ordnung, erster Species, 
welche auf der Fliache liegen. Aus der Form dieser beiden Gleichungen 
geht hervor, dass die ganze Schaar » + Am+A? p*=0 von der F'lache 
g? —4p?¥=0 umbiillt wird. Legt man ein Coordinatentetraeder 
zu Grunde, von welchem drei Ecken die Nebenecken des aus den vier 
Riickkehrpunkten gebildeten vollstiindigen Vierecks sind, und dessen 
andere Ecke die Spitze des Kegels y ist, so lisst sich die Gleichung 
der Flaiche schreiben: 

[aa? + by? + ca® + 2p (aa + py + ye)? = 4p? (a? + y* + 2). 
Oder: 

[ax? + by? + ca* + 2p (ax + By + y2) + 2p’? 

= Ap*[x*(1-+ Aa) + y(1+ 4b) +21 + 20) + 2p(cen + By + yea + A°p*]. 

Wahlt man 4 so, dass die Gleichung 
a? (1 + Aa)-fy? (1-+4b)-+22(14 de) + a? p?-+ 2p (a + By + 72) =0 
einen Kegel zweiter Ordnung vorstellt, so erhalt man eine kubische 
Gleichung fiir A: 


i dae 4 a y? . 
a+a b+a e+A 





a. | 


,_* * tee Oo. 


en banka ot itn: ooo Ae 





Abbildung von Flichen vierter Ordnung. 603 


Dieses giebt die drei Kegel, welche die Fliche vierter Ordnung dop- 
pelt beriihren und deren simmtliche Tangentenebenen Kegelschnitt- 
paare aus der Fliche ausschneiden. Die Coordinaten der Spitzen der 
drei Beriihrungskegel werden aus den Gleichungen gefunden: 


(a+ a2+ap=—0 
(b+ 2) y+ bp—ol. 
(¢ +4)2+yp=0 

Dieses sind zugleich die Gleichungen einer Raumcurve dritter Ord- 
nung, welche durch die drei Kegelspitzen, den Knotenpunkt, und die 
drei Nebenecken des vollstiindigen Vierecks geht. Die Gleichung der 
Ebene der drei Kegelspitzen ist ax + By + yz + p =O; sie schnei- 
det sich mit der im Knotenpunkte an die Fliche g —0O gezogene 
Tangentenebene auf der Ebene der Doppelcurve. Verbindet man die 
drei Nebenecken des aus den vier Schnittpunkten des Kegelschnitts 
K mit der Doppeleurve gebildeten vollstiindigen Vierecks mit dem 
Knotenpunkt, so schneiden diese drei Geraden die Ebene 

ox + py + 72+ p=0 
in den drei Kegelspitzen. 

Jede auf der Fliiche liegende Gerade muss in einer Tangenten- 
ebene jedes der drei doppelt beriihrenden Kegel liegen, es kann aber 
keine in zwei verschiedenen Tangentenebenen eines und desselben Ke- 
gels enthalten sein. Daraus folgt, dass die zwolf Geraden sich drei- 
mal zu sevhs Paaren gruppiren miissen, die in jeder dieser drei Dop- 
pelschaaren vorkommen. Die sechs Paare einer Doppelschaar verthei- 
len sich in zwei Gruppen zu drei, und drei Paare kommen in jeder 
Schaar vor. 

Bedeutet A + 29 B-+ 0? C=O die Gleichung einer variablen 
Tangentenebene des Kegels ~, so lasst sich dieser in der Form schrei- 
ben » = B? — AC und fiir den Schnitt der Tangentenebene mit der 
Flache vierter Ordnung ist y =(B-+ @C)*. Die Flichengleichung 


wird dann 
gp’? — 4p’ (B+ eC)? =0, 
was sich in die beiden Factoren 
yp — 2p (B+ eC) = 0 
9 + 2p (B+ eC) = 0 
zerlegen lisst. Jeder Factor in Verbindung mit A + 290 B+ 9? C=0 
giebt eine Kegelschnittschaar des Kegels y. 
Zweiver schiedene Kegelschnitte derselben, etwa der zweiten Schaar 
werden durch den Complex der Gleichungen 
A+29B+°C=0 p + 2p (B+ eC) =0 
A+ 2oB+o0e?C=0 yo + 2p (B+ 6C)=0 
dargestellt. Aus den beiden ersten folgt 2B + (6 + 0) C= 0; aus den 
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beiden letzten p.C=0. Die Bedingung C—O fihrt auf A—O, 
B=0. Daraus folgt, Kegelschnitte derselben Schaar schneiden sich 
nur im Knotenpunkt. 

Fiir den Schnitt zweier Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren 
hat man 


A+20B+’?C=0 p + 2p(B+ eC) =0 
A+2o6B+e6C=0 gy —2p(B+ 6C)=0 


Aus den beiden ersten Gleichungen folgt 2B -+ (6 + 0) C=O, wo- 
durch die beiden letzten in einander iibergehen. Daraus folgt, Kegel- 
schnitte aus conjugirten Schaaren schneiden sich in zwei Punkten, 
von denen einer im Knotenpunkte liegt. Wird 9 = o, so erhilt man 
aus den beiden letzten Gleichungen p (B + @C) = 0; die beiden ersten 
fallen zusammen. Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren, die in einer 
Ebene liegen, schneiden sich in vier Punkten, zwei liegen auf der 
Doppeleurve, einer im Knotenpunkt, der vierte in der Beriihrungscurve 
des Kegels » mit der Fliche. 
Stellt man die Bedingung auf, dass die Ebene 


A+20B+eC=0 
die Fliche » + 2p (B+ oC) = 0 beriihrt, so zerfillt die Schnitt- 
curve in ein Linienpaar. Es ist y = 2 + y* + 2? = B? — AC. Daraus 
ergiebt sich, dass man setzen kann B= aw, A=y-+ iz, C=iz —y. 
Die Flichengleichung wird dann 
aa? + by? + cz? + 2p (ax + By + yz) + 2p (x — ey + giz) =0, 
die Tangentenebene 
2ox-+y(l—o?) +2 (+ ie’?) =0. 


Die Bedingung des Beriihrens wird durch die Gleichung ausgedriickt: 


a 0 0 a+ 1] 20 

0 b 0 B—@ 1—¢@| 
| 0 0 ¢ vy + oi i+ig?| = 0 
jea+il p—o y+o 0 0 
| 290 1—@ i+ie? 0 0 


Hieraus folgt durch eine einfache Determinantentransformation : 
a 0 0 at o(1—«) 
° + 2 oe es 


| 0 0 € 4+ i—4o | = 0. 
| a+i B—oe 4+e 0 0 
| @(1—«) 1—Be i—4g_—s«OO 0 | 


Diese Gleichung vierten Grades in @ giebt die vier verschiedenen 
Werthe, welche den vier Geradepaaren entsprechen. 
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Bezeichnet 4 eine Wurzel der cubischen Gleichung, welche dem 
Kegel K entspricht, so ist K = y + Am + A*p?. Fiihrt man dieses in 
die Fliichengleichung ein, so entsteht zuniichst 
(K — yp + Atp*)? — 4 Kp? 2? = 0. 
Bezeichnet A + 20 B + o?C =0 die Gleichung einer beliebigen Tan- 
gentenebene von K, so hat man K = B* — AC und fir den Schnitt 
der Fliiche mit der Ebene ist K = (B+ oC)*. Durch Einfiihrung 
dieses Werthes zerlegt sich die Flichengleichung in die beiden Fac- 
toren : 
= [(B + eC) — dp? 
= [(B + eC) + 4p)’, 
welche in Verbindung mit A+ 29B-+ 0?C =O die beiden conju- 
girten Kegelschnittschaaren des Kegels K ergeben. 
Aus dem Complex der Gleichungen 


A+2eB+ eC=0 (B+ eC)—w?=y9% 
A+2o6B+eC0=0 (B+ 6C) + )?*=y% 


folgt iihnlich, wie oben: 

Kegelschnitte derselben Schaar schneiden sich nur auf der Dop- 
pelcurve; Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren schneiden sich in 
zwei Punkten; Kegelschnitte, die in eimer Ebene liegen, begegnen 
sich in vier Punkten, zweimal auf der Doppelcurve und zweimal auf 
der Beriihrungscurve von K mit der Fliche. 

Wenn die Fliche » = | (b+ oC) + dp|* von der Ebene 

A+2o0B+e@C=0 


beriihrt wird, so zerfillt die Schnittcurve in ein Cong. Bezeich- 


net man eine F'lichengleichung symbolisch mit «,? = B,? = y,? = - 

so ist fiir das Berthren derselben mit einer Ebene uw, = 0 die Bedin. 
gung erforderlich (afPyw)? = 0. Bezeichnet man die Gleichung des 
Kegels w symbolisch mit a,? = b,? = --- = y, so schreibt sich diese 
Bedingung: 

0 = (a,b,c, A+20B+ oe? C)*—3 (a,b, A4p+ B+ oC,A+ 2e B+ ¢9?C)’, 
oder 


0 = (a,b,c, A+20 B+ ¢0’?C)?—3(a,b,4p+B+oC, A+ oB— dep)’. 

Dieses ist eine Gleichung vierten Grades fiir 9; der Coefficient 
von g' aber muss nach dem Obigen verschwinden, damit die drei Gera- 
denpaare dieser Kegelschnittschaar sich ergeben. 


§. 8. 
Wir hatten die beiden Gleichungen 
y = |(B+ oC) — dp)? 
y= (B+ eC) + ar 


Mathematische Annalen I. 
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in Verbindung mit der Ebene A-+2eB-+ 0*?C=0. Ersetzt man 
den Ausdruck ~ durch (B’ + 6C’)?, wenn A’ + 26B'+ &C'’=0 
eine Tangentenebene des Kegels w bedeutet, so lisst sich jede dieser 
Gleichungen wieder in zwei Factoren zerlegen und es entstehen fol- 
gende vier Gleichungen: 
Ap + (B’ + 6C’) — (B+ eC) = 0 
Ap — (B’ + 6C’) — (B+ 00) =0 
dp + (B’ +60’) + (B+ 00C) = 0 
Ap (B’'+ 60’) + (B+ e001) =0; 
diese liefern in Verbindung mit den Gleichungen 
A+2eB+e°C=0 
A’ + 26B'+ &C’=0 
die Coordinaten der vier Schnittpunkte, in welchen die Schnittlinie 
der beiden Tangentenebenen von w~ und K die Fliche treffen. Diese vier 
Gleichungen sind zugleich vier projectivische Ebenenbiindel, die ihre 
Scheitel in den vier Schnittpunkten der Schnittlinie der Ebenen C 
und C’ mit der Fliche haben. Die Ebenen 
B+eC=0 B'+cC’'=0 
gehen durch die Beriihrungsseiten der variabeln Tangentenebenen und 
der festen Tangentenebenen C' und C’ mit den beiden Kegeln; ihre 
Schnittlinie trifft die Ebene der Doppeleurve in einem Punkt, der allen 
vier projectivischen Ebenen gemeinsam ist. 
Die drei Gleichungen 
Ap + (B+ 00) + (B’ + 6C)=0 
A+20B+ oC=0 
A+2B+ #?C=0 
driicken die 2 eindeutig durch 9, 6 und umgekehrt die @, 6 eindeutig 
durch die « aus. Jedem Punkte der Fliiche entspricht also eine Ebene 
in jedem der vier Biindel. Schneidet man daher durch eine feste 
Ebene die vier projectivischen Biindel und fixirt in dem betrachteten 
Biindel deren Durchschnitte mit den Ebenen 
C,C’ wud Ap+ B+ DP 
als Seiten eines Coordinatendreiecks, so sind g@, 6 die Coordinaten der 
Schnittlinie der beweglichen Ebene mit der festen. Auf diese Weise 
entsteht eine eindeutige Abbildung der Fiche in jedem der vier Biin- 
del. Auf diese Art entstehen 12 Klassen von Abbildungen; je nach 
dem zu Grunde gelegten doppelt beriihrenden Kegel entstehen drei 
Gruppen und jede Gruppe enthiilt wieder vier Klassen, je nach dem 
zu Grunde gelegten Biindel. Diese vier Klassen unterscheiden sich 
von einander dadurch, dass aus den Kegelschnittpaaren, in welchen 
C =0 und C’ = 0 die gegebene Fliche schneiden, jedesmal zwei an- 
dere Kegelschnitte zu Grunde gelegt sind. 
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Driickt man die x rational durch @ und 6 aus: 
- 
ux, = Ff, (9, 6) 
ur, = F, (9 , 6) 
ux, = F, (9 , 6) 
ux, = F, (e, 6), 
so sind die vier Functionen fF’ fiir die @ und 6 vom zweiten Grade. 
Die Abbildung eines ebenen Schnittes Xu; x; = 0 ist demnach eine 
Db 
Curve vierter Classe, welche die zwei Seiten des Coordinatendreiecks 
? 
C=0O und C’ =O zu Doppeltangenten hat. Die erste entspricht 
5 
dem Werthe 9 = 0, die zweite dem Werthe 6 = 0, 

Bezeichnet man die vier im Knotenpunkt sich schneidenden Gera- 
den mit a,a,a.a, und sind die Paare, welche in den Kegelschnitt- 
1 Iq My My ? g 

schaaren des Kegels » vorkommen, 
a,b, , @e% 


» ab, , a5, 


My % » MH % » OH 5 %% 
so werden die Paare, welche zu einem doppelt beriihrenden Kegel ge- 
héren, folgende sein: 
bs €; Cy by Ay Ay 
ce, b, b, €, ly Ay. 

Dieses folgt leicht aus den friiher gemachten Bemerkungen. Nehmen 
wir jetzt ferner an, die Kegelschnitte der zu Grunde gelegten Ebenen 
C und C’ gehéren den Schaaren an, in welchen die Paare 

a,b, , Gyb, , ayby , ayb, 

b, Cy 4 b, C, »° A a,' 
vorkommen. Es tritt nun viermal ein, dass eine Gerade in beiden 
Reihen auftritt; die sie bestimmenden Tangentenebenen geben dem- 
nach nicht einen Punkt der Fliche, sondern eine ganze Reihe von 
Punkten, die aber alle durch eine und dieselbe Gerade in der Ab- 
bildung dargestellt werden miissen. Jeder ebene Schnitt wird von 
diesen vier Geraden a,, a,, 6,, 0, in vier Punkten getroffen, die Abbil- 
dung eines jeden muss demnach die Abbildungen dieser vier festen 
Geraden zu vier festen Tangenten besitzen. Alle ebenen Schnitte ha- 
ben demnach vier gemeinsame Doppeltangenten und vier gemeinsame 
einfache Tangenten. 

Eine der festen Doppeltangenten und zwei der einfachen Tangen- 
ten a, und a, stellen zugleich Abbildungen des Knotenpunktes dar. 
Liisst man die eine Tangentenebene, d. i. 6 bestiindig wandern, die an- 
dere, 9, dagegen fest durch den Knotenpunkt gehen, so dass der Werth @ 
der Ebene des Paares a, a, entspricht, so schneiden sich die in ersterer 
liegenden Kegelschnitte bestiindig in demselben. Der Knotenpunkt wird 
daher durch unzihlig viele Geraden abgebildet, deren eine Coordinate 
constant ist. Alle diese Geraden bilden folglich einen Strahlbiischel. Die 


39* 
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Abbildung aller durch den Knotenpunkt gehenden Schnitte muss die 
Abbildung desselben enthalten, sie zerfillt daher in eine Curve drit- 
ter Classe mit einer Doppeltangente und zwei festen einfachen Tan- 
genten b, und b,, und in einen Punkt. Die zweite feste Doppeltan- 
gente geht durch denselben und ist noch eine einfache Tangente an 
die Curve dritter Classe. 

Man kann sich auch folgendermassen iiberzeugen, dass die unend- 
lich vieldeutige Abbildung des Knotenpunktes einen Strahlbiischel bil- 
den muss. Zwei beliebig durch den Knotenpunkt gelegte Ebenen 
schneiden sich in einer Geraden, die die Fliche noch in zwei weite- 
ren Punkten trifft; die Bilder der Schnittcurven miissen daher nur 
zwei gemeinsame bewegliche T'angenten besitzen. Dieses bedingt ein 
Zerfallen der Curve vierter Classe. Zwei Kegelschnitte sind undenk- 
bar, da dann der eine eine feste Doppeltangente hiitte, es bleibt nur 
das Zerfallen in eine Curve dritter Classe und in einen Punkt még- 
lich. Durch denselben gehen dann die eine Doppeltangente, sowie 
a, und a,, tiberhaupt die ganze unendlich vieldeutige Abbildung des 
Knotenpunkts. Zwei dieser Curven dritter Classe besitzen sonach eine 
gemeinsame Doppeltangente C, die gemeinsamen Tangenten b, und b, 
und beriihren noch einmal die Linie C’, kénnen also zwei weitere ge- 
meinsame bewegliche 'Tangenten besitzen. 

Verstehen wir jetzt unter 9g und 6 Punktcoordinaten, so tritt an 
die Stelle des Systems Curven vierter Classe, ein System von Curven 
vierter Ordnung mit zwei gemeinsamen Doppelpunkten und vier ge- 
meinsamen einfachen Punkten; zwei der letzteren liegen mit einem 
der ersteren auf einer Geraden. Dieses sind die Bilder zweier durch 
den Knotenpunkt gehenden Geraden a,a,; die der beiden anderen 
werden dargestellt durch die Verbindungslinien der Punkte b, , b, mit 
dem nicht auf der Geraden liegenden Doppelpunkt 2. Zu jeder der 
durch den Knotenpunkt gehenden Geraden gehéren zwei sich nicht 
schneidende, die mit ihr in einer Ebene liegen. Die zu a, und a, 
gehérigen bilden sich ab als Verbindungslinien dieser Punkte mit 
dem zweiten Knotenpunkt und als Kegelschnitte durch die zwei Dop- 
pelpunkte, durch b, und b, und durch a, unda,. Die zu den beiden 
anderen gehérigen Geraden haben zur Abbildung b, und b, und die 
Verbindungslinien dieser Punkte mit dem ersten Doppelpunkt. Die 
beiden Doppelpunkte sind die Bilder zweier Kegelschnitte aus nicht 
conjugirten Schaaren; ihre Verbindungslinie ist das Bild ihres Schnitt- 
punkts. Dieser Abbildung ist eine andere conjugirt, bei welcher sich 
die beiden anderen durch den Knotenpunkt gehenden Geraden a, und a, 
als Punkte abbilden. Auf solche Weise entstehen sechs Gruppen von 
Abbildungen, die paarweise conjugirt sind. Jede dieser Gruppen ent- 
hilt wieder zwei, je nachdem sich die einander nicht treffenden Gera- 
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den, die zu den zwei anderen durch den Knotenpunkt gehenden Ge- 
raden gehéren, als Punkte und Gerade abbilden. 

Die eine durch den Knotenpunkt gehende Kegelschnittschaar bil- 
det sich ab als Strahlbiischel, dessen Scheitel der Doppelpunkt 2, die 
conjugirte Schaar als Kegelschnittbiischel durch die zwei Doppelpunkte, 
durch b, und b,. Von den iibrigen Schaaren bilden sich vier ab als 
Kegelschnitte durch die zwei Doppelpunkte und durch je zwei der 
iibrigen Punkte; eine Schaar, als Gerade durch den Doppelpunkt 1, 
deren conjugirte als Curvenbiischel dritter Ordnung mit einem Dop- 
pelpunkt in 2. 

Nehmen wir nun die Ebenen der Geradenpaare a, b, , b, c, zu Aus- 
gangsebenen C und C’, so erleidet die Abbildung eine wesentliche 
Modification. Fiir @ = co, 6 = oo miissen die « unbestimmt werden, 
dieses kann nur dadurch geschehen, dass in den vier Gleichungen 
x; = F; (9,6) die Coefficienten von 9?.6? verschwinden. Die x; driicken 
sich dann durch Functionen dritten Grades in 9,6 aus; die Abbil- 


S 
dungscurven werden zu Curven dritter Ordnung, die fiinf gemeinsame 


5? 
einfache Tangenten besitzen, niimlich die Bilder dreier sich im Kno- 
tenpunkt schneidenden Geraden a, a, a, und zweier sich nicht schneiden- 
den Geraden 6, und c,. Uebertriigt man das System von Curven dritter 
Classe mit fiinf gemeinsamen Tangenten in ein System von Curven drit- 
ter Ordnung mit fiinf gemeinsamen Schnittpunkten, so sind wir zu 
der Abbildung zuriickgekehrt, von der wir urspriinglich ausgingen. 
Ich erwihne jetzt noch einer andern Art von Abbildung, auf die 

man kommt, wenn man von den Tangentenebenen zweier doppelt 
beriihrenden Kegel ausgeht. Die Fliichengleichung zerlegt sich in die 
vier Factoren 

0O= (A—*N)p + (B+ 00) + B+ 00) 

O = (A— 1) p + (B+ oC) — (B’ + 60) 

O= (A—N)p — (B— 00) + (B'+ CC’) 

O= (A—’)p — (B— 00) — (P+ 60’. 
Die erste dieser Gleichungen stellt mit Hiilfe von 

A+2eB+e¢C=0 
A+ 26B4+ eC = 0, 

die « als rationale Functionen vierten Grades in @ und 6 dar, ahnlich 
wie oben. In der einen Tangentenschaar kommen die Geradenpaare 
vor: : 


b, C4 Cy b, Ay As 

by Cy by hy MU, 
in der andern 

by €; Cy by My, Ay 


¢, by b, €, My A. 
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Benutzt man bei dem ersten Kegel die Kegelschnittschaar, welche 
die Paare 
Db, e c, b, Ay Ms, 
bei dem zweiten Kegel die, welche 
b. C4 Cs b, ay ay 


enthilt, so erhilt man bei der Abbildung zuniichst wieder die festen 
Doppeltangenten C’, C’, dann die gemeinsamen Geraden c,, b, als ein- 
fache Tangenten. Schneiden sich nun die Ebenen der Paare a, a, 
und a, a,, so bildet sich deren Schnittlinie a, zuniichst als feste Ge- 
rade ab; beide Ebenen treffen sich nochmals in dem Schnittpunkt von 
a und a,, der sich wieder als dieselbe Gerade abbildet. Ueber- 
trigt man das System von Liniencoordinaten in Punktcoordinaten, se 
haben alle ebenen Schnitte zwei Doppelpunkte C, C’, zwei einfache 
Punkte c,, b, und zwei unendlich nahegeriickte oder zusammenfallende 
Punkte a, gemein. Die Bilder der drei andern durch den Knoten- 
punkt gehenden Geraden sind die Verbindungslinien von C und C’ 
mit a, und der Kegelschnitt durch C, C’, a,, ¢,,b,. Die zwei Gera- 
den, welche a, treffen, bilden sich ab als Kegelschnitte durch C, C’, 
einen der Punkte ¢, oder b, und die beiden unendlich nahe geriickten 
Punkte. Vier andere Geraden entstehen durch die Verbindung von 
C und C’ mit c, und J,. 

Die beiden durch den Knotenpunkt gehenden Kegelschnittschaa- 
ren bilden sich ab als Kegelschnitte durch a,, C, C’ und einen der 
anderen Punkte ¢, und b,; zwei weitere Schaaren als Geraden durch 
einen der Doppelpunkte; deren conjugirte als Curven dritter Ordnung 
durch b,,¢,, die beiden unendlich nahen Punkte, durch denselben 
Doppelpunkt und mit einem Doppelpunkt im andern; die beiden letz- 
ten endlich als Kegelschnitte durch die zwei Doppelpunkte und durch 
die zwei einfachen Punkte oder durch die zwei unendlich nahen 
Punkte. 

Je nach Wahl der beiden Kegel, die benutzt werden, entstehen 3 
Classen von Abbildungen, jede enthilt wieder vier Gruppen, je nach 
den Kegelschnitten, in deren Schnittpunkt man sich bewegt. Diese 
vier unterscheiden sich von einander dadurch, dass sich immer eine 
andere der durch den Knotenpunkt gehenden Geraden als Punkt ab- 
bildet; bei jenen drei werden immer zwei andere sich nicht schnei- 
dende Geraden, die eine der drei anderen durch den Knotenpunkt 
gehenden Geraden treffen, benutzt. 

Werden zu Ausgangsebenen C und C’ zwei Tangentenebenen be- 
nutzt, die eine gemeinsame Gerade c, oder b, besitzen, so geht das System 
von Curven vierter Ordnung iiber in ein System von Curven dritter 
Ordnung, die beiden festen Doppelpunkte werden zu einfachen Punk- 





\e 
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ten, welche die Bilder zweier sich nicht schneidender Geraden J, , b, 
oder ¢,, ¢, sind. 

Die Gerade ¢, oder b, verschwindet ganz aus der Bildebene. Von 
den fiinf Ausnahmspunkten stellt einer der zusammenfallenden eine 
durch den Knotenpunkt gehende Gerade vor; die drei anderen sind 
drei sich nicht schneidende Geraden, von denen jede eine der drei 
iibrigen durch den Knotenpunkt gehenden Geraden trifft. Diese selbst 
sind die Verbindungslinien jener mit den zusammenfallenden Punkten. 
Die drei einfachen Punkte lassen sich dreimal zu 2 verbinden, was 
drei weitere Geraden darstellt, endlich werden die beiden a, treffenden 
Greraden erhalten als Verbindungslinie der zusammenfallenden Punkte 
und als Kegelschnitt durch die fiinf Fundamentalpunkte. Es ist leicht 
einzusehen, wie die zwo6lf verschiedenen Gruppen der Abbildungen 
hier entstehen. 


ZAweiter Fall. 


Die Fliche besitzt ausser der Doppelpunktscurve noch zwei 
besondere Knotenpunkte, von denen jeder die Spitze eines einfach 
beriihrenden Kegels ist. 


1. 


Sn 


Wenn der vorige Fall zweimal eintritt, dass also zweimal drei 
Punkte auf einer Geraden zu liegen kommen (etwa 1, 3, 5 und 2, 4, 5), 
so stellt jede dieser Geraden eineu auf der Fliche liegenden Knoten- 
punkt dar. Die drei Punkte auf jeder Geraden entsprechen drei durch 
den Knotenpunkt gehenden Geraden, der beiden gemeinsame Punkt 
(5) ist das Bild einer durch die zwei Knotenpunkte gehenden Gera- 
den, die ganz in der Fliche enthalten ist. Diese ist danach die bei 
der Abbildung bevorzugte Gerade. Ausser jenen fiinf liegen auf der 
Fliche noch vier weitere, die aber keinen der Knotenpunkte treffen. 
Sie werden erhalten durch die anderen vier Verbindungslinien der Aus- 
nahmspunkte; und zwar seien die Verbindungslinien 1—2, 2—3, 1—4, 
3—4 beziehungsweise als Gerade 6, 7, 8, 9 bezeichnet. Jede durch 
einen Knotenpunkt gehende Gerade wird von vieren geschnitten, jede 
andere von dreien. Dieses giebt zusammen 16 Schnittpunkte, wobei 
aber jeder Knotenpunkt als dreifacher Schnittpunkt gerechnet ist. 
Ausser diesen schneiden sich die neun Geraden noch in zehn Punk- 
ten. Sie bilden sonach 16 Paare, von denen zweimal drei Paare in 
jedem Knotenpunkt zusammentreffen. Die neun Geraden bilden zu- 
sammen vier windschiefe Vierecke, von denen je zwei in einem Kno- 
tenpunkte eine gemeinsame Ecke und ein gemeinsames Paar besitzen. 
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Die in den Knotenpunkten sich vereinigenden Paare sind 1,5; 
1,5; 5,3; 2,5; 2,4; 4,5. Die vier nicht durch diese gehenden Ge- 
raden bilden die Paare 6,9; 7,8. Von den anderen acht Paaren be- 
sitzen je zwei eine gemeinsame Gerade: 


ise § woe st oe t 4,8 
° ») 7 ° ” e ( 
1,8 ; =, 3 3,7 3 4,9. 
Die windschiefen Vierecke sind: 
j8,7,1,3 j8,7,2,4) 
\6,9,1,3 \6,9,2.,4] © 


Die Doppeleurve bildet sich ab als eine Curve dritter Ordnung 
durch die fiinf Fundamentalpunkte. Die Auffindung von weiteren sie 
bestimmenden Punkten geschieht ebenso, wie frither (vgl. §. 3.). Das 
za einer Geraden, die sich wieder als Gerade abbildet, gehérige Cur- 
venbiischel dritter Ordnung, stellt in der Bildebene ein Kegelschnitt- 
biischel durch die drei anderen Kundamentalpunkte vor; dieses hat 
dann noch einen vierten Punkt P gemein, der ein Punkt der Doppeleurve 
ist. Der entsprechende Punkt P’ findet sich, wie oben, er liegt ausser- 
dem auf der Geraden selbst. Der Kegelschnitt der Schaar, welcher 
dann noch durch P’ geht, muss die Doppeleurve in P beriihren, er 
ist die Abbildung des Schnitts der Fliiche mit derjenigen ihrer Tan- 
gentenebenen im Schnittpunkte der Doppeleurve mit jener Geraden, 
welche letztere ganz enthiilt. Der Schnitt der andern Tangentenebene 
bildet sich ab als Curve dritter Ordnung durch die fiinf Fundamental- 
punkte, durch P’ und mit einem Doppelpunkt in P. 

Das zu einer Geraden, die sich als Fundamentalpunkt, z. B. 1, ab- 
bildet, gehdrige Curvenbiischel dritter Ordnung, wird in der Abbil- 
dung ein Kegelschnittbiischel durch 1, und durch die auf der andern 
Geraden liegenden Fundamentalpunkte 2 und 4. Der ausserdem noch 
allen gemeinsame vierte Schnittpunkt ist der dem Punkt P analoge. 

Fiir die Gerade, die sich als Fundamentalpunkt 5 abbildet, stel- 
len sich die zugehérigen Curven dritter Ordnung dar als Strahlen- 
biischel. Dessen Scheitel ist der dem Punkt I analoge. 

§. 2 


Es giebt vier Kegelschnittschaaren, die sich als Geraden durch 
einen der Fundamentalpunkte 1, 2, 3, 4 abbilden. Die durch 1, 3 
gehenden sind einander conjugirt und treffen sich in einem Knoten- 
punkte, die durch 2, 4 gehenden sind ebenfalls conjugirt und schnei- 
den sich im andern. Die eine der durch den ersten Knotenpunkt 
gehenden Schaaren enthiilt als specielle Fille die Paare 7,2; 9, 4; 
1,5; die andere enthiilt die Paare 8,4; 6,2; 3,5. Die beiden durch 
den zweiten Knotenpunkt gehenden Schaaren enthalten die Paare 6, 1; 
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7,3; 2,5 und 8,1; 9,3; 4,5. Je zwei Paare, die zu conjugirten 
Schaaren gehéren, enthalten eine durch einen Knotenpunkt gehende 
gemeinsame Gerade. Es liegen jetzt noch auf der Fliche zwei wei- 
tere einander conjugirte Schaaren, die aber keinen der Knotenpunkte 
treffen. Die eine Schaar hat zur Abbildung einen Strahlbiischel, des- 
sen Scheitel der Punkt 5 ist; sie begreift die Paare 6, 9; 7, 8 in sich; 
die andere Schaar bildet sich als Kegelschnittbiischel durch 1, 2, 3, 4 
ab; sie enthiilt die Paare 1,3; 2,4. Die zwei zu einer Schaar gehi- 
rigen Paare schneiden einander nicht; dagegen wird jedes Paar einer 
Schaar von jedem Paar der conjugirten getroffen. Kegelschnitte der- 
selben Schaar, die keinen der Knotenpunkte treffen, schneiden einan- 
der nicht; Kegelschnitte aus conjugirten Schaaren schneiden sich in 
zwei Punkten; ihre Ebenen sind doppelt beriihrende Ebenen der Fliiche- 
Kegelschnitte derselben Schaar, die einem Knotenpunkte angehort, 
schneiden sich ausser demselben nicht, Kegelschnitte aus conjugirten 
Schaaren noch in einem weiteren Punkte. Ihre Ebenen sind einfache 
'Tangentenebenen. 

Jeder dieser Kegelschnitte ergiinzt sich mit einer Raumcurve 
sechster Ordnung zu einem vollstiindigen Durchschnitt der Fliiche mit 
einer Fliche zweiter Ordnung. Ist der Kegelschnitt in der Abbildung 
eine Gerade durch einen Fundamentalpunkt 1, so ist die der Raum- 
curve sechster Ordnung eine Curve vierter Ordnung, welche durch 
alle Fundamentalpunkte geht und in 3 einen Doppelpunkt besitzt. 
Jeder Kegelschnitt trifft seine ergiinzende Raumeurve ausser im Kno- 
tenpunkt, zweimal auf der Doppeleurve, und dreimal in andern Punk- 
ten, die einfache Beriihrungspunkte der beiden Fliichen sind. Jede 
der Raumeurven besitzt zwei wirkliche Doppelpunkte auf der Doppel- 
curve. Curven derselben Schaar schneiden sich in acht, Curven ver- 
schiedener Schaaren in neun, aus conjugirten Schaaren in zehn Punk- 
ten. Solcher Raumeurven sechster Ordnung giebt es vier siebenfach 
unendliche Schaaren. Damit ein solches Zerfallen der Schnittcurve 
eintrete, muss die Fliche zweiter Ordnung durch einen Knotenpunkt 
gehen und die gegebene in drei verschiedenen Punkten beriihren. 

Bildet sich der Kegelschnitt ab als Gerade durch 5, so wird eine 
Curve fiinfter Ordnung durch denselben Punkt und mit Doppelpunk- 
ten in den vier iibrigen das Bild der Ergiinzungscurve sein. Das zu 
einem conjugirten Kegelschnitt gehérige ist eine Curve vierter Ord- 
nung, welche durch alle Fundamentalpunkte einfach geht und in 5 
einen Doppelpunkt hat. Jeder Kegelschnitt schneidet seine Ergiin- 
zungscurve zweimal auf der Doppelcurve und in vier weiteren Punk- 
ten. Damit ein solches Zerfallen der Schnittcurve eintreten kann, 
muss die Fliiche zweiter Ordnung die gegebene in vier Punkten be- 
riihren. Solcher Raumcurven sechster Ordnung giebt es zwei sieben- 
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fach unendliche Schaaren, jede Curve einer Schaar besitzt zwei wirk- 
liche Doppelpunkte auf der Doppelcurve. 


§. 3. 


e 


Ich betrachte jetzt die Raumcurven dritter Ordnung, welche auf 
der Oberfliiche liegen. 

1) Es giebt eine doppelt unendliche Schaar, welche durch die bei- 
den Knotenpunkte geht, und die sich als Geradenschaar durch keinen 
der Fundamentalpunkte abbildet. Jede Curve der Schaar wird von 
jeder der neun Geraden getroffen; zwei Curven der Schaar schneiden 
sich ausser in den Knotenpunkten noch in einem Punkte. 

2) Es giebt vier doppelt unendliche Schaaren, die sich als Kegel- 
schnitte durch drei Fundamentalpunkte abbilden. Zwei Schaaren ge- 
hen durch den ersten Knotenpunkt, die beiden anderen durch den 
zweiten. Alle Curven der vier Schaaren schneiden die fiinf durch die 
Knotenpunkte gehenden Geraden einmal. Die iibrigen vier Geraden 
sind jeder Schaar so zugeordnet, dass zwei sich nicht schneidende 
Geraden einer Schaar gar nicht, die beiden anderen einmal getroffen 
werden, die andere durch denselben Knotenpunkt gehende Schaar ver- 
hilt sich dann entgegengesetzt. Curven derselben Schaar schneiden 
sich noch in einem Punkt, Curven verschiedener Schaaren in zwei 
Punkten. 

3) Es giebt vier doppelt unendliche Schaaren, die sich als Kegel- 
schnitte durch drei Fundamentalpunkte abbilden, die aber durch 
keinen der Knotenpunkte gehen. Jede Schaar ist einer der vier 
keinen Knotenpunkt schneidenden Geraden zugeordnet, welche von 
jeder Curve der Schaar zweimal geschnitten wird, die diese schneiden- 
den Geraden werden gar nicht, alle iibrigen einmal getroffen. Curven 
derselben Schaar schneiden sich in einem Punkte, Curven aus Schaa- 
ren, die zwei sich schneidenden Geraden zugeordnet sind, in drei 
Punkten; Curven aus Schaaren, die zwei sich nicht schneidenden zu- 
geordnet sind, in zwei Punkten. 

Jede dieser Raumecurven dritter Ordnung ergiinzt sich mit einer 
Raumceurve fiinfter Ordnung zu einem vollstiindigen Durchschnitt der 
Flache mit einer Fliche zweiter Ordnung. 

1) Zu 1 gehért eine fiinffach unendliche Schaar, die sich abbil- 
det als Curvenschaar dritter Ordnung durch die Punkte 1, 2, 3, 4. 
Jede Raumcurve dritter Ordnung der Schaar schneidet sich mit ihrer 
Ergiinzungscurve dreimal auf der Doppelcurve, in beiden Knotenpunk- 
ten und in drei anderen Punkten der Fliiche. Damit demnach ein 
solches Zerfallen der Schnittcurve méglich sei, muss die Fliiche zwei- 
ter Ordnung durch die beiden Knotenpunkte gehen und in drei ver- 











Abbildung von Fliichen vierter Ordnung. 615 


schiedenen Punkten beriihren. Jede dieser Raumecurven fiinfter Ord- 
nung besitzt einen wirklichen Doppelpunkt auf der Doppeleurve und 
vier scheinbare, p= 1. Zwei Curven der Schaar schneiden sich in 
fiinf Punkten. 

2) Hierzu gehéren vier fiinffach unendliche Schaaren, die sich 
abbilden als Curven dritter Ordnung durch vier Fundamentalpunkte. 
Jede dahin gehérige Raumcurve dritter Ordnung wird von ihrer Er- 
giinzungscurve ausser in einem der Knotenpunkte, dreimal auf der 
Doppeleurve und in vier weiteren Punkten der Fliche geschnitten. 
Die Fliiche zweiter Ordnung muss demnach die gegebene in vier ver- 
schiedenen Punkten beriihren und durch einen Knotenpunkt gehen. 
Wie oben ist p=1, da ein wirklicher Doppelpunkt auf der Dop- 
peleurve und vier scheinbare fiir jede Curve sich ergeben. Curven 
derselben Schaar und verschiedener Schaaren treffen sich in fiinf 
Punkten. 

3) Hierzu gehéren vier fiinffach unendliche Schaaren, die sich 
als Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten in zwei Funda- 
mentalpunkten und einfachen in den iibrigen abbilden. Jede Curve 
dritter Ordnung schneidet ihre Ergiinzungscurve dreimal auf der Dop- 
peleurve und fiinfmal auf der Fliiche. Die Fliche zweiter Ordnung 
muss demnach die gegebene in fiinf verschiedenen Punkten beriihren. 
Jede Curve fiinfter Ordnung besitzt einen wirklichen und vier schein- 
bare Doppelpunkte. Curven derselben Schaar schneiden sich in fiinf 
Punkten, Curven verschiedener Schaaren, die sich schneidenden Gera- 
den zugeordnet sind, in sieben; Curven solcher Schaaren, die sich nicht 
schneidenden Geraden zugeordnet sind, in sechs Punkten. 


g. 4. 


Die auf der Flaiche liegenden Raumecurven vierter Ordnung thei- 
len sich folgendermassen ein: 1) Es giebt zwei einander conjugirte 
dreifach unendliche Schaaren, die sich als Kegelschnitte durch zwei 
auf einer der Geraden liegende Fundamentalpunkte 1,3 oder 2, 4 
abbilden. Jede Curve der einen Schaar besitzt im ersten, jede der 
andern Schaar im zweiten Knotenpunkte einen wirklichen Doppelpunkt. 
Curven derselben Schaar schneiden sich in zwei Punkten, aus conju- 
girten Schaaren viermal auf der Doppelcurve und in vier weiteren 
Punkten der Fliche. Damit ein solches Zerfallen eintrete, muss die 
Fliche zweiter Ordnung durch die Knotenpunkte gehen und ‘in vier 
verschiedenen Punkten beriihren. Specielle Falle jeder Schaar sind 
1) die durch denselben Knotenpunkt gehenden ebenen Schnitte; 2) die 
ihn treffenden Geraden, jede in Verbindung mit dem zugehdérigen Cur- 
venbiischel dritter Ordnung; 3) je zwei Gebilde aus conjugirten Kegel- 
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schnittschaaren, die den Knotenpunkt schneiden; 4) die zwei wind- 
schiefen Vierecke, die eine gemeinsame Ecke in ihm besitzen. 

2) Es giebt vier dreifach unendliche Schaaren, die sich als Kegel- 
schnitte durch zwei nicht auf einer Geraden liegende Ausnahmspunkte 
abbilden. Alle diese gehen durch beide Knotenpunkte. Diese Schaa- 
ren ergiinzen sich paarweise zu vollstindigen Durchschnitten. Sich 
ergiinzende Curven treffen einander noch viermal auf der Doppelcurve 
und in vier weiteren Punkten der Fliche; Curven derselben Schaar 
schneiden sich noch zweimal, Curven verschiedener Schaaren dreimal. 

3) Es giebt vier dreifach unendliche Schaaren, die sich als Kegel- 
schnitte durch zwei auf einer Geraden liegende Ausnahmspunkte, wo- 
bei immer Punkt 5 ist, abbilden. Zwei Schaaren gehen durch den 
einen, zwei durch den andern Knotenpunkt. Jede ergiinzt sich mit 
einer Raumcurve vierter Ordnung, deren Bild eine Curve dritter Ord- 
nung ist, welche durch alle Fundamentalpunkte ausser 5 geht und 
einen Doppelpunkt in dem auf derselben Geraden liegenden Funda- 
mentalpunkt besitzt. Curven conjugirter Schaaren begegnen sich im 
Knotenpunkte, viermal auf der Doppeleurve und noch fiinfmal auf der 
Fliche. Der Schnitt erfordert daher, dass die Fliche zweiter Ordnung 
durch einen Knotenpunkt gehe und in fiinf verschiedenen Punkten 
beriihre. 

Jede Curve der vier ersten Schaaren ist einer der nicht durch 
einen Knotenpunkt gehenden vier Geraden, jede der vier letzten ist 
einer der vier einen Knotenpunkt treffenden zugeordnet. Jede Curve 
einer Schaar schneidet die zugehérige Gerade in zwei Punkten. Cur- 
ven einer Gruppe schneiden einander in drei, verschiedener Gruppen 
in fiinf, Curven derselben Schaar in zwei Punkten. 

4) Es giebt vier dreifach unendliche Schaaren, die sich als Cur- 
ven dritter Ordnung durch drei auf einer Geraden liegende Fundamen- 
talpunkte und mit einem Doppelpunkt in einem weitern abbilden. Die 
vier Schaaren zerfallen in zwei Paare, deren Curven sich zu vollstiin- 
digen Durchschnitten ergiinzen. 

Alle bis jetzt angegebenen Raumcurven vierter Ordnung sind 
zweiter Species. 

5) Es giebt jetzt noch eine vierfach unendliche Schaar, die sich 
als Curvenschaar dritter Ordnung durch die fiinf Fundamentalpunkte 
abbildet. Jede Curve der Schaar ergiinzt sich mit einer andern zu einem 
vollstiindigen Durchschnitt; die Curven treffen keinen der Knotenpunkte 
und schneiden viermal die Doppeleurve. Je zwei Curven schneiden 
sich noch in vier weiteren Punkten, die einfache Beriihrungspunkte 
der beiden Flachen sind. 

Specielle Fiille der Schaar sind: 1) Alle ebenen Schnitte, die 
nicht durch einen Knotenpunkt gehen; 2) jede der vier Geraden 6, 7, 
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8, 9 mit der zugehérigen Curvenschaar dritter Ordnung; 3) je zwei 
Gebilde aus den zwei conjugirten Kegelschnittschaaren, deren Ebenen 
Doppelberiihrebenen der Fliiche sind. Alle diese Curven sind erster 
Species. Man kann die unter 1) aufgefiihrten Curven als specielle 
Schaaren dieses Systems ansehen. 


Analytische Behandlung der Fliiche. 


8. 5. 


Kine solche Fliche mit zwei besonderen Knotenpunkten, deren 
jeder die Spitze eines einfach beriihrenden Kegels ist, hat zur Glei- 
chungsform 

_ (et + ea = ae, 
oder, was dasselbe ist: 
(py? + 1 — ¥) = 4p*4. 
wo #¥=O ein Kegel ist, dessen Spitze auf der Fliiche p? — y= 0 
liegt, 4 = 9 ein Kegel, dessen Spitze auf der Fliche p*? — y = 0 liegt. 
Kine noch einfachere Form der Fliche ist 


p+Ve+Vr=09. 
p = 0 ist die Gleichung einer Ebene, deren Schnitt mit y — yy = 0 
die Doppeleurve giebt; die beiden Kegelspitzen sind die Knotenpunkte. 
Die vier Schnittpunkte von p= 0, 4 = 0, ~=O geben die vier Riick- 
kehrpunkte der Doppelcurve. 

Ich werde nachweisen, wie sich die Form (p*?+ ~— 4)?*=—4 p’ yp 
sehr leicht ableiten lisst aus der Form g? — 4p* y = 0, worin y ein 
Kegel, dessen Spitze auf g liegt, wenn die Forderung gestellt wird, 
dass die Fliche ausser diesem Knotenpunkt noch einen zweiten be- 
sitzen soll. Ich nehme ein Coordinatentetraeder, dessen eine Ecke 
“x=0, y=0, =O die Spitze von y, dessen andere Ecke x = 0, 
y=0, t=O der neue Knotenpunkt sein soll. Die Gleichung der Flache 
schreibt sich dann: 


(4, ,2?-+- 2a, .2y+ Agoy?+ 2a, 02+ 2a, at 2ay.ye2+ 2a, yt+- Ag32*-++-2a,,2t)? 
=4 (aa by+ cet dt)? {b,,2®+- 2b, ry dy oy?-+ 2b, 322+ 2,3 yet Dyge?} - 
Werden die beiden anderen Ecken des Tetraeders in zwei belie- 
bige Punkte der Doppeleurve gelegt, so werden die Coefficienten 
4) 4%, @und b zu Null und es bleibt: 
(2a. 2y + 2a,3x2 + 2a,, xt + 2dy3 yz + 2a,,yt + A332” + Zag, et)? 
= 4 (cz + dt)® {by +2b,.2y +094? + 2b 1322+ QWbygye + Dye? } - 
Die Bedingung, dass der Punkt x=0, y=0, ¢=0 ein Knotenpunkt 
der Fiche sein soll, verlangt die Richtigkeit der Gleichungen: 
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Ay3°As, = 20° bys 
Ay3°A3, = 20? dys 
Ay3°A3, = 40° dys 
As3°Ay, = 2edbs;. 


Eliminirt man mit Hiilfe dieser vier Gleichungen die Coefficienten 
. . ; — 
G43» Gq 5 433 » 434, 80 nimmt die Flichengleichung die Form an: 


¢ 5 i ¢ P 4c? ia m= 92 4 ds; 
2a,, xy + 2a,,at + 2a,,yt + a (d:s2 +b, ye + 2°33) +, = 


33 


= 4(cz + dt)? {b,, 2° + 2b,,2y + byyy? + 2b,,22 + 2b, ye + 5,2" } . 


Dieses kann man in die Form bringen: 


“dz ? 
CC a 


4 (bu + 2b,,2y + by? + 264, + 2+ 2b, y2 + b5,2° ) 
= . 9 F 
ss Fi (¢ 2? + 2edet + t) — es Gat 4 Qay es - as 
+ ey? — 2a,, at — 2a,, yt + vs @ ey" 
= 4(cze + dt) { b,, 2 +2b,,aytb,y°+ 2b,422-+ 2b,. ye +b, 42?) 
Oder fe | Bb p—y \2 Ap y. 
t G33 Ass 


Wie man sich leicht tiberzeugt, ist das negative Glied der linken 
Seite, gleich Null gesetzt, die Gleichung 4 = 0 eines Kegels, dessen 
Spitze der Punkt a0, y=0, t=0. Unbeschadet der Allgemeinheit 
kann man die Quotienten 

2Qc* 2 Da; 
433 ‘ 33 
gleich 1 annehmen, sodass die Form 
r+ o— = 49 
hergestellt ist. Die Bedingung, dass die Spitze von w auf der Fiche 
p? — x4 und die Spitze von x auf der Flaiche p* — wy liegt, ist von selbst 
erfiillt. 

Ich werde jetzt zeigen, dass die Verbindungslinie der beiden Kno- 
tenpunkte ganz in der Fliche enthalten ist. Sind die Coordinaten des 
einen 2, %, %,, %,, die des andern &,, &, &, &, so sind die eines 
beliebigen Punktes der Verbindungslinie 

H+ AE, , Lp + AE, , w; + AE, , a, + AE, 
Setzt man diese in die Gleichung der Fliche ein, entwickelt nach dem 
Taylor’schen Lehrsatz und beriicksichtigt die Bedingungen 
edhe cat me tae tam, 
so entsteht zuniichst die Gleichung: 


2peps + dps? + Avs)? = 403 { pe? + 2apepe+ Ups } 
Es bedeuten p,,p: die Gleichungen der Ebene p, y,, v; die Gleichun- 
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gen der Kegel x und w einmal mit den Coordinaten x, dann mit & 
geschrieben. 

Diese Gleichung kann mit Hiilfe der Bedingungsgleichungen in 
die Identitiit 


4 vs (V te + 4 V3)? = 445 Veet 4 VHP 

verwandelt werden, woraus die Richtigkeit des Satzes folgt. 

Denkt man sich in irgend einem Punkte der Verbindungsgeraden 
eine Tangentenebene an die Fliiche gelegt, so muss die Gerade ganz 
in ihr enthalten sein. Der Beriihrungspunkt ist ein Doppelpunkt der 
Schnitteurve, welche deren vier auf einer Geraden liegende besitzt. 
Sie zerfillt demnach in die doppelt gerechnete Gerade und in einen 
Kegelschnitt. Diese Tangentenebene ist also eine singuliire Beriih- 
rungsebene, welche die Fliche lings der Geraden tangirt. 

Es liisst sich dieses auch leicht analytisch nachweisen. Ich gehe 
von der Gleichungsform aus p + /y~ + / y==0. Liegt das Coordina- 
tentetraeder so, dass zwei Ecken «=O, y=0,t—=0 und «=0, y=0, z= 
in die Knotenpunkte fallen, so liisst sich diese Gleichung schreiben: 


(ax + by + cz + dt) + a, a? + 2a, .0y + dyoy? + 2ay3.12 + 2a, Y2 + Ay 2" 
+) b,, 2? +2b,.2y + b..y? + 2b,,0t +-2b,,.yt+-b,,.0=0. 


Die Bedingungen p,? — xy, = 0 und p;* — vs = O sind ausgedriickt 
durch ¢? — a,,=—0O und d?— b,, = 0. Betrachtet man die Fliche 


in der Niihe eines Punktes jener ausgezeichneten Geraden, so sind 
«x, y sehr klein, z und ¢ endlich. Mit Vernachliissigung der héheren 
, y geht die Flichengleichung in die ihrer Tangenten- 
ebene in jenem Punkte iiber, niimlich: 


( av + by+ cz-+dt) +] ‘Aya? $e (use + dz) -f- V/ bss 
+ 7 (Ys «a + b.s) =0, 
33 / 


Potenzen von «# 


oder 
a (« + fi ) +y (v + me ) + 2(¢ + Vays) + td + V bg) = 0. 

Vag V dss, 
Die Glieder in z und ¢ fallen weg und die Tangentenebene 

x (« + 7) + y (0 -f- bis ) a= 0 
Vass, ee Voss , 

ist unabhiingig von der speciellen Lage des Punktes auf der Geraden, 
mithin fiir alle Punkte derselben die gleiche. 

Hieraus folet, die beiden Kegel K und K’, die in den Knoten- 
punkten die gedachte Fliiche ringsum beriihren, liegen so, dass sie 
sich und die Fliiche lings einer Geraden beriihren; ihre Schnitte K 
und K’ mit der Ebene p beriihren sonach in einem gemeinschaft- 
lichen Punkte die Doppeleurve. 
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Ausser diesem Beriihrungspunkte hat jeder der Kegelschnitte K 
und K’ noch zwei Punkte mit der Doppeleurve gemein. Diese mit 
den Kegelspitzen verbunden geben die anderen vier Geraden, welche 
die Knotenpunkte schneiden. Wenn man durch die zwei zu K ge- 
hérigen Geraden die vier Tangentenebenen an den Kegel y legt, des- 
sen Spitze mit der von K zusammenfillt, so schneidet jede dieser 
eine weitere Gerade aus der Fliche aus. Legt man durch die Doppel- 
gerade die beiden Tangentenebenen an y, so trifft jede die Fliche in 
einer der zu K’ gehérigen Geraden, wie sich leicht einsehen lisst. 
Auf diese Weise entstehen die sechs Geradenpaare, die in zwei Grup- 
pen zu je drei vertheilt, in den beiden zu w gehérigen Kegelschnitt- 
schaaren auftreten. Fiihrt man dieselbe Construction mit den zu K’ 
gehérigen zwei Geraden aus, so folgt daraus, dass die vier durch diese 
an den Kegel xy gelegten Tangentenebenen die Fliiche in denselben 
vier Geraden schneiden, die bei dem Kegel y auftreten, da ausser 
jenen neun Geraden die Fiche keine weitere enthalten kann. 

Die fiinf Kegelschnitte, die Doppelcurve und die Schnitte -ihrer 
Ebene mit den Kegeln K, K’, w, x, welche mit denselben Buch- 
staben bezeichnet werden sollen, stehen sonach in folgender ein- 
facher Beziehung zu einander. Es beriihren K und K’ die Doppel- 
curve in einem gemeinsamen Punkte; zieht man von diesem die zwei 
Tangenten an w oder x, so schneiden diese die Doppelcurve in den 
zwei Punkten, in welchen x oder wy dieselbe noch schneidet. Und 
zieht man von den beiden anderen Schnittpunkten der Curven X und 
K’ mit der Doppelcurve die vier Tangenten an w oder x, so treffen 
diese dieselbe in den nimlichen vier Punkten. 


§. 6. 
Die Flichengleichung lisst sich in der Form darstellen: 
(P+ eo—z~t+2ipy = 4p? {y+4(y? +4—74+ Vp}. 
Giebt man dem 4 einen solchen Werth, dass die Gleichung 
+A +y—y)+VpP=O0 
einen Kegel bedeutet, so ergeben sich die doppelt beriihrenden Ke- 
gel der Fliche; nur die Werthe 4 0 und 4 = — 1 geben die 
Kegel » und x, welche die Filiiche einfach einhiillen. Ich werde 
nachweisen, wie diese Werthe Doppelwurzeln der Gleichung fiinften 
Grades in 4 sind, welche durch Nullsetzen der Determinante von 
+4 (Pt+y—ynt+Vy=O0 
entsteht. Sei das Coordinatentetraeder so gewihlt, dass eine Ecke in 
die Spitze von ~, die drei anderen in die Nebenecken des aus den 
vier Riickkehrpunkten gebildeten vollstiindigen Vierecks fallen. Obige 
Gleichung wird dadurch: 





uit 
he 
se- 


it- 


wei El! 





(a2 y?+ 2%) (1-A)—A (, 22+, 09?-++,452?-+D, f2-+-2b, at +2, yt +-2b, et) 
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4+ (4+ a2) =0. 

Die Bedingung, dass der Coefficient von — 4 in dieser Gleichung der 
Kegel y ist, wird ausgedriickt durch 

_— bie Da? +. bs. 

¥ Da Dog Dgs 
Es muss b,, = 1 sein, wenn die Spitze x, y, 2 des Kegels » auf 
der Fliiche ¢ — x liegen soll. Die Coordinaten der Spitze des Kegels 
zy sind: 


& = — dy, bys by, 
y = — dy bys dy, 
= — dy Dy bg, 
¢ = Diz Dy. dss 


und die Bedingung, dass dieser Punkt auf der Fliche ¢ — p liegen 
soll, ist 


b,2 b.,2 bg 42 
—_— a +. 24 a sar 


Diy Dos? Oss 


Setzt man die Determinante der obigen Gleichung in 4 gleich Null, so 
entsteht die in 4 cubische Gleichung 
a bs? Do? 
i i+1i— db, + 1+ 1 — Ady, + 
nachdem sich der Factor 4 weggehoben hat. 


b,2 
1+1— dh, 





Subtrahirt man hiervon 


ae bs? > be? e" ba? 


O35 Doe by” 
so bleibt die in A quadratische Gleichung 


_ bs, x bs, — 1 + Dag? . Deg — 1 bie sees bu aad ae 
Dos 1-+ 4 — Ab, Deo i+1— iby Di 1+’4—aAb,, 


indem sich der Factor (1 + 4) weghebt. Subtrahirt man hiervon 
U b,2 
0 = ie (bs; —1) + 5 nt (bon — 1) + gis (bu — 2), 


~~ 


welche Gleichung durch Abziehen der beiden ‘iain 
entsteht, so bleibt eine lineare Gleichung in 4 zuriick: 


O = b3,° (033 — 1) by, dy» {1 $4 —A (dy + by) + (A— 1) dy boo} 
+ boy? (dy — I) bys D4, {1 +4—A (by, + bss) +G@— 1) Diy bs} 
+ b,,~ (by, — 1) byobss {1 +4—A (boo + bys) + (a ues 1) bss boot ? 


indem sich noch einmal der Factor (1 + 4) weghebt. Hieraus findet 
man den Werth 4, welcher die Spitze des einzigen wirklichen doppelt 
beriihrenden Kegels giebt. Die Coordinaten einer Spitze finden sich 
aus 
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@ (1+ 4— Aby) + dy = 0 

y (1+ 4 — Abs») + ba, 0 

@(1-+ 4— Abss) + by, = 0. 
Diese drei Gleichungen stellen eine Raumcurve dritter Ordnung dar, 
welche durch die Kegelspitze, die beiden Knotenpunkte und die drei 
Nebenecken des aus den vier Riickkehrpunkten gebildeten Vierecks geht. 


I 


Die durch jeden der Knotenpunkte an den doppelt beriihrenden 
Kegel gelegten Tangentenebenen schneiden je zwei Geradenpaare aus 
der Flaiche aus, die ihren Schnittpunkt in jenem besitzen. Lins die- 
ser muss nothwendigerweise die Verbindungslinie der Knotenpunkte 
enthalten. Daraus folgt, die durch diese und die Kegelspitze gelegte 
Ebene ist eine Tangentenebene der Fliche, sie fallt mit der singu- 
liren Tangentenebene zusammen. Auf diese Weise entstehen die zwei 
Geradenpaare der einen Schaar von Kegelschnitten, deren Ebenen Dop- 
pelberiihrebenen der Fiche sind; als drittes Geradenpaar kann man die 
doppelt gerechnete Verbindungslinie der Knotenpunkte hinzufiigen. 
Die zwei Paare, die in der conjugirten Schaar auftreten, sind dann 
die beiden, welche die vier keinen der Knotenpunkte treffenden Ge- 
raden mit einander bilden. Es ergiebt sich hiernach eine einfache 
Construction der Spitze des doppelt beriihrenden Kegels; denn die 
Schnittlinie der Ebenen der beiden ersten Geradenpaare durchdringt 
die singulire Tangentenebene in jenem Punkte. 

Eine beliebige Tangentenebene des Kegels y ist 

A+2eB+eC=0, 
dann ist y — B? — AC und fiir den Schnitt mit der Fliiche kann 
man setzen ’ = (B+ @C)*. Die Gleichung derselben zerfillt sofort 


in die Factoren 
[yp + (B+ eQC)P =x 
lp — (B+ ce) =x. 
Diese beiden stellen in Verbindung mit A + 20B+ @C=0 die zu 
dem Kegel » gehdrigen Kegelschnittschaaren vor. Der Complex der 
Gleichungen 
A+2oB+ eC=0 [p+ (B+ 0)? =x 
A+26B+eC=0 [lp — (B+ 60)? —y 
lehrt, dass sich Kegelschnitte derselben Schaar nur im Knotenpunkt, 
solche aus conjugirten Schaaren zweimal, worunter einmal ein Knoten- 
punkt, und solche, die in derselben Ebene liegen, viermal, zweimal 
auf der Doppelecurve, einmal auf der Beriihrungscurve des Kegels w 
und im Knotenpunkt schneiden. So oft die Ebene A + 2eB-+ ¢@?C 
eine Tangentenebene wird, zerfillt der Kegelschnitt in ein Geraden- 
paar. Die zugehérigen Werthe von @ finden sich aus der Gleichung 
dritten Grades: 
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0 = {a,b,¢,A+29B+ o° C}?—3{a,b,p+ B+ oC, A+ 0B—ep}’, 
wenn symbolisch y = a,” = b,? = ¢,? gesetzt wird. Nach dem Obigen 
muss in dieser Gleichung der Coefficient von og verschwinden. Die 
Kegelschnittschaaren des Kegels x werden auf dieselbe Weise gefunden. 
Fiir den doppeltberiihrenden Kegel K=y--A (p?+y— x) +p??? 
sei A” + 29 B” + 9?C” =0 eine Tangentenebene. Zuniichst verwan- 
delt sich die Gleichung der Fliche mit Benutzung von 
p+y—y~=- ee *Y 
in (p?4?— ~ + K)* = 4p?d?K, was in die Factoren 
[pa — (B’ + eC’)? = y 
[pa + (B’ + eC’)P =v 
zerfallt, wenn K =(B” + oC”) gesetzt wird. Auf demselben Wege 
wie oben findet man, dass sich Kegelschnitte derselben Schaar nur 
auf der Doppeleurve, solche aus verschiedenen Schaaren zweimal, Ke- 
gelschnitte, welche in derselben Ebene liegen viermal, niimlich zweimal 
auf der Doppeleurve und zweimal auf der Beriihrungscurve von K mit 
der Fliche schneiden. 
Die cubische Gleichung in g, welche die Geradenpaare der einen 
Kegelschnittschaar ergiebt, wird 


— . ” ¢ ” Dy Aud 2 
0 = {a, b,c, A” + 29 B” + @C"} 

—3 {a,b,4p + B” + oC’, A” + eB’ — opay?, 
in welcher der Coefficient von @* verschwinden muss. Die singulire 
Tangentenebene wird einem der Werthe von @ entsprechen. 


6. %. 
Setzt man in den beiden Factoren 


[p + (B+ eC)? = x 
lp — (B+ eC)P = 2 : 
fiir y den Ausdruck (B’ + 6C’)?, wenn A’ + 26B' + o?C’ = 0 eine 
beliebige Tangentencbene des Kegels x darstellt, so lést sich die Fli- 
chengleichung in dis vier Factoren auf, 
p+ (B+ 0f) + (B’'+ 60) = 0 
p+ (B+ ee) — (B’'+6C) =0 
p — (B+ 00) + (B'+6C’) =0 
p — (B+ ef) — (B’+ 60) = 0. 
Diese vier zusammen mit den Gleichungen der zwei variabeln Tangen- 
tenebenen stellen die vier’ Schnittpunkte ihrer Schnittlinie mit der 
Fliche vor; die Coordinaten derselben sind ausgedriickt als rationale 
Kunctionen vierten Grades in @, 6. Die Schnitte der vier projectivi- 
40* 
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schen Ebenenbiindel mit einer festen Ebene stellen vier eindeutige 
Abbildungen der Fliche dar, die sich von einander nur durch ver- 
schiedene Combination der zu Grunde gelegten Kegelschnitte nnter- 
scheiden, in welche die Schnitte von C—Ound C’—0 mit der Fliiche zerfal- 
len. Die ebenen Schnitte bilden sich wieder als Curven vierter Classe mit 
zwei festen Doppeltangenten ab, den Schnitten von C und C’ mit der 
festen Ebene; ausserdem miissen sie vier einfache feste Tangenten be- 
sitzen, die sich leicht durch folgende Betrachtung ergeben. In den 
beiden benutzten Kegelschnittschaaren kommen die Paare vor: 
GO » Get, ,» Ab, in der einen, 
bd, , bd, , Aa, in der conjugirten Schaar. 

Dabei ist A, die Verbindungsgerade der Knotenpunkte, a,, a, sind 
die durch den einen, b,,b, die durch den andern gehenden Geraden, 
endlich ¢,,c¢, ,d,,d, die vier letzten, sodass ¢, c, mit a, und d, d, 
mit a,, ¢,d, mit@®, und c,d, mit b, in einer Ebene liegen. Die Paare 
a,¢, und a,A,, a,d, und b,d,, A,b, und b,d,, endlich A, b, und 
A, a, schneiden sich jedesmal in einer Geraden. Alle Punkte einer 
solchen entsprechen demselben Werthepaar ¢,6, ihre Abbildungen sind 
demnach wieder gerade Linien, die festen einfachen Tangenten der 
ebenen Schnitte. 

Ganz wie oben lisst sich folgern, dass beide Knotenpunkte eine 
unendlich vieldeutige Abbildung besitzen miissen, fiir den ersten 6 
constant, @ variabel, fiir den zweiten o variabel und @ constant; be- 
ziehungsweise die Ebenen der Paare A, a, und A, b, unbeweglich ge- 
dacht. Daraus folgt die Gruppirung der festen Tangenten in zwei 
Strahlbiischel C,a,,A, und C’,b,,A, mit dem gemeinsamen Strahl 
A,. Die einzige Gerade d, ist unabhiingig von den beiden Biischeln. 
Uebertriigt man das System in Punktcoordinaten, so sind die Abbil- 
dungen der ebenen Schnitte Curven vierter Ordnung mit zwei Dop- 
pelpunkten und vier einfachen. Die beiden ersten C und C’ liegen 
mit drei der letztern, a,, b,, A,, so, dass C, A,, a, und C, A,, b, 
auf einer Geraden liegen. Diese beiden Geraden sind die Bilder der 
zwei Knotenpunkte, A, ist ihre gemeinsame Gerade, a, ,b,, sowie die 
Verbindungslinien der Doppelpunkte mit d, stellen die vier andern 
dar, die ihnen angehéren. Die vier letzten endlich sind d,, die Ver- 
bindungen von C mit a, und C’ mit b,, und der Kegelschnitt durch 
d,, C, C’, a, b,. 

Die Kegelschnittschaaren des doppelt beriihrenden Kegels bilden sich 
dann ab als Kegelschnittbiischel durch die beiden Doppelpunkte und a, , b, 
oder d, , A,. Die vier andern bilden sich ab als zwei Strahlbiischel, 
deren Scheitel die Doppelpunkte und zwei Kegelschnittbiischel durch die 
Doppelpunkte, durch d, und a, oder d, und b,. Die vier verschiedenen 
Classen von Abbildungen unterscheiden sich dadurch, dass immer eine 
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andere der vier keinem Knotenpunkte angehérigen Geraden sich als 
Fundamentalpunkt abbildet. 

Nimmt man zu Ausgangsebenen C und C’ die Ebenen zweier 
(ieradenpaare a, d, und d,b,, so werden die Functionen vierten Gra- 
des «; = F; (9,6) zu Functionen dritten Grades, die beiden Doppel- 
punkte gehen in einfache Punkte, den Bildern der sich nicht schnei- 
denden Geraden a,,b,, iiber, der Punkt d, verschwindet ganz aus der 
Abbildung und die Bilder ebener Schnitte sind Curven dritter Ordnung 
mit den fiinf Fundamentalpunkten als einfachen festen Punkten. Auf 
diese Art sind wir zu der anfinglichen Abbildung zuriickgekehrt. 

Benutzen wir zur Erzeugung der Fliche durch projectivische Ge- 
bilde die Kegel » und K, so sind die vier Ebenenbiindel: 

pa + (B” + 60”) — (B+ eC) =0 
pat (B+ 6C”) + (B+ eC) =0 
pa — (BY + 6C") + (B+ eC) =0 
pa — (B” + 6C’) — (B+ eC) =0, 


aus welchen sich die # wieder mit Hiilfe der Gleichungen der beiden 
Tangentenebenen als rationale Functionen vierten Grades in 9,6 dar- 
stellen. Werden zur Abbildung die Kegelschaaren benutzt, in denen 
die Geradenpaare 
GC, », @@ , Ab, 
djl, » GG, , A, A, 

vorkommen, so erhilt man wieder die festen Doppeltangenten C und 
C” und die festen einfachen Tangenten d, und c,. Die Kegelspitze » 
muss sich als Strahlbiischel abbilden, dem auch der feste Strahl A, 
angehért. Die wandernde Tangentenebene des Kegels ~ behialt ihre 
Lage, wenn sie durch das Paar A, b, geht, einmal bei, es muss sich 
A, noch einmal als ein dem ersten unendlich naher Strahl abbilden. 
Die Uebertragung in Punktcoordinaten fiihrt auf zwei Doppelpunkte 
C,C”, zwei einfache d,,c, und zwei unendlich nahe A,, die mit C in 
einer Geraden liegen. Diese stellt den einen, die beiden zusammen- 
fallenden Punkte A, den andern Knotenpunkt und die Verbindungs- 
gerade beider dar. Die beiden dem ersten angehérigen Geraden bil- 
den sich ab als die Verbindungslinien von C” mit c¢, und d,, und die 
den letzteren schneidenden sind die Gerade C” A, und der Kegelschnitt 
dureh C”, C,d,, ¢,, A,;.  Ausserdem geben die Verbindungslinien von 
C mit d, und ¢, die beiden letzten Geraden der Fiche. 

Die zum ersten Knotenpunkte gehérigen Kegelschnittschaaren bilden 
sich ab als Strahlbiischel durch C” und Kegelschnittbiischel durch C, C”, 
c,,d,; die des letztern als Kegelschnittbiischel durch die beiden Doppel- 
punkte, je einen der zusammenfallenden und je einen der iibrigen beiden 
Punkte. Die beiden iibrigen sind der Strahlbiischel durch C und das Curven- 
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biischet dritter Ordnung, welches durch simmtliche Fundamentalpunkte 
geht und noch in C” einen Doppelpunkt besitzt. Man erhiilt zwei Grup- 
pen von Abbildungen, je nach der Benutzung des einen oder andern 
Knotenpunktes und jede enthiilt wieder zwei, je nachdem sich zwei 
einander nicht schneidende der vier letzten Geraden als Fundamental- 
punkte der Geraden abbilden. 

Werden die Ebenen zweier Geradenpaare, z. B. a,d, und d, c, 
als Ausgangsebenen C und C” benutzt, so werden die Doppelpunkte 
zu einfachen, den Bildern der Geraden a, und c,, d, verschwindet ganz 
aus der Bildebene und man erhiilt ein System von Curven dritter Ord- 
nung durch fiinf Fundamentalpunkte. Zwei derselben sind unendlich 
nahe geriickt und liegen mit einem dritten in einer Geraden. Die den 
ersten Knotenpunkt treffenden Geraden bilden sich ab als a,, A, und 
Verbindungslinie der Punkte ¢,,¢,; die zum zweiten gehérigen ausser 
A,, als die Verbindungen der Punkte ¢, und ¢, mit A,; die zwei 
letzten als a,¢, und a,¢,. Die Kegelschnittschaaren des ersten Kno- 
tenpunktes sind die zwei Strahlbiischel, welche c, und ¢, zu Scheiteln 
besitzen, die des letzteren sind der Strahlbiischel mit dem Scheitel A, 
und der Kegelschnittbiischel durch a, , ¢,, ¢, und einen der unendlich 
nahen Punkte. Die beiden letzten Schaaren endlich sind der Strahl- 
biischel mit dem Scheitel a, und der Kegelschnittbiischel durch ¢, , ¢, 
und die beiden zusammenfallenden Punkte. 


(Die Untersuchung anderer Fiille der vorliegenden Fliichenart folgt im niichsten 
Heft.) 














Der Flichenbiischel zweiter Ordnung in synthetischer 
Behandlung. 


Von H. Miuxier in Frerure i. Br. 


Die erste Construction der durch neun Punkte gehenden Fiche 
zweiter Ordnung wurde von Hesse gegeben im 24. Bande von Crel- 
le’s Journal. Dieselbe griindet sich auf einen Satz, welcher der ana- 
lytischen Geometrie entlehnt ist. 

Im 62. Bande desselben Journals gab Schroéter eine auf synthe- 
tischen Betrachtungen gegriindete Construction der Fliiche, welche die 
Erzeugung der Fliiche zweiten Grades durch reciproke Strahlenbiindel 
voraussetzt und ibre Lésung in der Feststellung der durch sieben Punkte- 
paare bestimmten Verwandtschaft zweiten Grades findet. 

Die erste vollstiindig synthetische Betrachtung iiber das Flichen- 
biischel zweiter Ordnung, welche die Construction der durch neun 
Punkte bestimmten Fiche enthilt, wurde von Reye angestellt in sei- 
nen ,,Vorlesungen iiber die Geometrie der Lage.“ Dieselbe griindet 
sich auf die Betrachtung von riiumlichen Systemen, welche zu dem- 
selben Systeme in polarer Verwandtschaft stehen und von denen zwei 
beliebige den gleichen Strahlencomplex erzeugen. 

Es ist demnach wohl nicht ganz unniitz, darauf aufmerksam zu 
machen, dass die Eigenschaften des Fliichenbiischels zweiter Ordnung 
auch durch synthetische Betrachtungen erhalten werden kénnen, welche 
auf den Siitzen iiber ebene Kegelschnittbiischel fussen. 

Im Folgenden sind zuniichst die in Anwendung kommenden Sitze 
aufgeziihlt. 


8. 1. 


1) Alle Kegelschnitte, welche durch vier feste Punkte a, b, ¢, d 
gehen, bilden ein Kegelschnittbiischel. 

Die Curven dieses Biischels erzeugen auf allen durch einen der 
vier Punkte a, b, ¢, d gehenden Geraden projectivische Punktreihen, 
in welchen die auf demselben Kegelschnitte des Biischels liegenden 
Punkte entsprechende sind. 
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Auf einer Geraden, welche keinen der Punkte a, b,c, d enthiilt, 
erzeugt der Kegelschnittbiischel eine Involution, in welcher je zwei 
auf demselben Kegelschnitte gelegene Punkte einander conjugirt sind. 

2) Die Polaren beliebiger Punkte der Ebene in Bezug auf die 
Kegelschnitte des Biischels bilden Strahlbiischel, welche mit den oben 
genannten Punktreihen und dem Kegelschnittbiischel selbst projecti- 
visch sind. 

3) Aus 1) und 2) folgt leicht: 

Ist auf einer Geraden eine Involution gegeben, so kann man in 
Bezug auf einen Punkt m der Geraden und die verschiedenen Punkte- 
paare der Involution immer die vierten harmonischen Punkte suchen. 

Die fiir verschiedene Lagen des Punktes m auf diese Weise erhal- 
tenen Punktreihen sind projectivisch auf einander bezogen, wenn im- 
mer die vierten harmonischen Punkte in Beziehung auf das gleiche 
Punktepaar der Involution einander entsprechend gesetzt werden. 

Hat man dagegen zwei Involutionen auf zwei verschiedenen Gera- 
den, so kann man diese Punktreihen fiir beide Involutionen construi- 
ren und projectivisch auf einander beziehen Dadurch sind die Invo- 
lutionen selbst projectivisch auf einander bezogen und man sieht: 

Um zwei Involutionen projectivisch auf einander zu_beziehen, 
kann man willkiirlich drei Paare von Punktgruppen in beiden einan- 
der entsprechend setzen. Dadurch ist dann jedem Punktepaare der 
einen Involution ein solches in der andern zugeordnet. 

4) Auf irgend zwei Geraden, welche keinen der Punkte a, b, ¢, d 
enthalten, erzeugt das oben betrachtete Kegelschnittbiischel projecti- 
vische Involutionen, in welchen die auf dem gleichen Kegelschnitte 
des Biischels gelegenen Punktepaare einander entsprechen. Diese Invo- 
lutionen haben aber noch eine besondere Kigenthiimlichkeit. Der 
Schnittpunkt der beiden Geraden gehért niimlich zwei entsprechenden 
Gruppen der beiden Involutionen an. 

Solche Involutionen werden nun im Folgenden mehrfach verwen- 
det, und sie sollen daher der Kiirze halber mit dem Namen‘ von ,,pro- 
jectivischen Involutionen in perspectivischer Lage“ belegt werden. 

In der That zeigen sie eine Analogie mit den projectivischen 
Punktreihen in perspectivischer Lage, welche sich durch den aus dem 
Bisherigen leicht zu folgernden Satze ergiebt: 

Hat man auf zwei Geraden zwei projectivische und 
perspectivisch gelegte Involutionen und legt man durch 
die vier Punkte zweier entsprechender Punktepaare und 
einen fiinften festen Punkt der Ebene Kegelschnitte, so 
bilden alle diese Kegelschnitte ein Biischel, das heisst, 
sie schneiden sich in drei weiteren festen Punkten (von 
denen zwei imaginir sein kénnen). 
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g. 2. 


1) Um nun zu der urspriinglich gestellten Aufgabe zu kommen, 
seien p, Po P,--- py die Punkte, durch welche eine Fliiche I’ zweiter 
Ordnung gelegt werden soll. 

Man lege durch p, p, p, eine Ebene A und durch p, p, p, eine 
solehe B. 

G@ sei die Schnittlinie von A und B, auf welcher zwei Punkte m 
und » willkiirlich angenommen werden. 

Durch p, p, ps mn einerseits und p, p, p, mn andererseits sind 
zwei Kegelschnitte A und LZ bestimmt, welche mn zur gemeinschaft- 
lichen Sehne haben und mit dem Punkte p, eine einzige Fliche I’ 
zweiter Ordnung bestimmen*). 

Der Schnitt einer beliebigen durch p, gelegten Ebene C mit F 
ist niimlich bestimmt durch diesen Punkt und die vier Schnittpunkte 
von C mit A und L. 

Es sollen nun die Punkte m und » so bestimmt werden, dass die 
liiche J’ noch durch die Punkte p, und p, geht: 


2) Lassen wir zuerst m noch fest und den beweglichen Punkt » 


die Lagen »,, 2), ... annehmen, so entsteht eine ganze Reihe von 
Flichen F,, F',, F,,..., welche die acht Punkte p, p,...p, und m 


gemein haben. 

Nun ist nach §. 1, 4) leicht zu zeigen, dass diese Fliichen JF’; ein 
I'liichenbiischel zweiter Ordnung bilden, das heisst, dass sie sich ausser 
in jenen festen acht Punkten noch in einer Raumeurve vierter Ord- 
nung schneiden und dass durch einen einzigen weitern Punkt z. B. 
ps, im Allgemeinen nur eine Fliiche F; geht. 

Die Fliichen F; werden von A und B in den Kegelschnitten zweier 
Biischel x und 4 geschnitten, welche respective die festen Punkte 
DP; Po P, m und p, p; p,m zu Grundpunkten haben. In beiden Biischeln 
sollen nun die Kegelschnitte K; und L;, welche der nimlichen Fliiche 
I’; angehéren, als entsprechend betrachtet werden. 

Kine beliebige, durch p,; gelegte Ebene C schneide die Ebenen A 
und B in den Geraden « und B, welche den Punkt g mit der Gera- 
den G gemein haben. 

Auf « und £ entstehen durch die Schnittpunkte mit den Kegel- 
schnitten K; und L; Involutionen, welche projectivisch sind, weil sie 
beide mit der Punktreihe n, , ... ; projectivisch sein miissen. Ausser- 
dem sieht man leicht, dass diese Involutionen perspectivisch liegen, 
indem diejenige der Flichen F’;, welche durch g geht, zwei entspre- 


*) Siehe Reye, Geometrie der Lage Il, pag. 29. 
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chende Gruppen der Involutionen erzeugt, welche beide den Punkt q 
enthalten. 

Alle Kegelschnitte in C, welche man durch die Punkte von ent- 
sprechenden Gruppen der Involutionen und den Punkt p, legen kann, 
bilden demnach ein Biischel und schneiden sich mindestens in einem 
und héchstens in drei weiteren reellen Punkten. 

Diese Kegelschnitte sind aber die Schnitte der Flichen F’ mit der 
Ebene C, so dass jede Ebene C ausser p, mindestens noch einen und 
héchstens noch drei reelle gemeinschaftliche Punkte der Flichen F 
enthialt. 

Liisst man C sich bewegen, so beschreiben diese Punkte eine 
Curve S, und wenn man die vorigen Betrachtungen nun wiederholt, 
indem man einen beliebigen Punkt von S an die Stelle von p, treten 
lasst, so zeigt sich, dass diese Curve S mit jeder Ebene vier Punkte 
gemein hat. 

3) Legen wir nun die Ebene C durch die beiden Punkte p, und 
Ps, 80 wird diese Ebene die Flichen F; in einem Kegelschnittbiischel 
schneiden. Da p, einer der Grundpunkte dieses Biischels ist, so wer- 
den die Kegelschnitte desselben auf p, p, eine Punktreihe + we 
erzeugen projectivisch mit der Punktreihe », »,,.... Der Punkt 
ps, als Punkt dieser Reihe betrachtet, wird dann einem der Punkte 
m, %... entsprechen, den wir jetzt schlechthin » nennen wollen. Die 
Fliche I’, welche durch p, p, p,... p,m bestimmt ist, ist also die 
einzige Fliiche des Biischels, welche auch durch p, geht: 


~ 


, Oy 0. 


Durch jeden Punkt m der Geraden G ist nur eine Fliche 
zweiter Ordnung mdglich, welche die Punkte p, p,... p, 
enthialt. 


4) Die Constructionen, welche néthig sind, um bis zu diesem 
Punkte zu gelangen, sind also folgende: 

m und »; seien zwei beliebig angenommene Punkte auf G , C 
eine durch p, p, gehende Ebene, welche die Ebenen A und B in den 
Geraden « und £ schneidet. Man suche die Durchschnittspunkte des 
durch p, p. p; mn; gelegten Kegelschnitts K; mit « und die Schnitt- 
punkte des durch p, p, p, mn; gelegten Kegelschnitts DL; mit 6. Durch 
diese vier Schnittpunkte und p, denke man sich einen neuen Kegel- 
schnitt gelegt und seinen zweiten Durchschnitt 0; mit der Geraden 
P; ps bestimmt. 

Ganz dasselbe thue man mit Verwendung von zwei andern Punk- 
ten », und »,, und man kommt auf zwei Punkte o, 0, der Geraden 
P; ps. Dadurch ist die Projectivitiit der Reihen ; n,n, ... und 0; 0, 0; 
festgestellt und man kann den Punkt » der ersten Reihe bestimmen, 
welcher dem Punkte p, der zweiten entspricht. Die durch p, .... p,mn 
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bestimmte Fliiche F’, welche nach §. 2, 1 construirt wird, geht 
durch p,. 

Diese Construction wird dann unmiéglich, wenn p, einer der Grund- 
punkte des in C enthaltenen Kegelschnittbiischels ist. 

In diesem Falle geht eben jede Fliiche des Biischels durch p,. 

5) In der vorigen Nummer wurde ein Mittel angegeben, mit dem 
man beliebig viele durch acht Punkte p, p, p,...ps, gehende Flichen 
zweiter Ordnung construiren kann, und zwar geht durch einen Punkt 
m; der Schnittlinie G von A und B nur eine einzige solche Fliiche F;. 

Es soll nun gezeigt werden, dass alle diese Flichen einem Fli- 
chenbiischel zweiter Ordnung angehéren. 

Zwei jener Fliichen F’, und F’, mégen die Ebene A in den Kegel- 
schnitten K, und K, schneiden und die Ebene B in den Kegelschnit- 
ten L, und L,. 

Die beiden ersten haben die Punkte p, p, p, und noch einen vier- 
ten 7; die beiden letzten dagegen die Punkte p, p, p, und einen vier- 
ten s gemein. 

K, wid L,, sowie K, und L, haben G zur gemeinschaftlichen 
Sehne und schneiden diese Gerade beziiglich in den Punkten m, , 2, 
und my, , Ny. 

Die beiden Paare von Kegelschnitten bestimmen nun in den Ebe- 
nen A wnd B zwei Kegelschnittbiischel, welche x und 4 heissen mé- 
gen und auf der Geraden G die niimliche Involution erzeugen, welche 
je durch die zwei Punktepaare m,n”, und m,n, vollstindig bestimmt 
ist. Bezeichnet man zwei Kegelschnitte K; und L; als entsprechend, 
wenn sie G in dem niimlichen Punkte m; schneiden, so sind dadurch 
die beiden Involutionen auf G so auf einander bezogen, dass die ent- 
sprechenden Gruppen einander decken und je zwei entsprechende 
Kegelschnitte der beiden Biischel G zur gemeinschaftlichen Sehne 
haben. 

Solche zwei Kegelschnitte K; und L; bilden nun mit p, zusam- 
men die bedingenden Elemente fiir eine einzige Fliche 9; zweiter 
Ordnung. (§. 2, 1.) 

Von diesen Fliichen ®; ist leicht zu zeigen, dass dieselben einen 
Flichenbiischel zweiter Ordnung bilden, das heisst, dass sie von jeder 
Ebene in einem Kegelschnittbiischel geschnitten werden. 

Man wiirde zu diesem Zwecke zunichst eine Ebene C durch p, 
legen und gerade wie dies in §. 2, 2) geschehen ist, beweisen, dass 
diese Ebene die Fliichen 9; in einem Kegelschnittbiischel schneidet. 

Ist sodann C, eine ganz beliebige Ebene, so wird dieselbe von 
zwei Fliichen ®; und %, in zwei Kegelschnitten getroffen, welche vier 
Punkte a, b, c, d gemein haben. Legt man nun C speciell durch p, 
und einen dieser Punkte, ‘so folgt sogleich, dass der letztere allen 
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Flichen ® gemein ist, dass also die Kegelschnitte, in welchen C, von 
den Flichen ® getroffen wird, siimmtlich die Punkte a, b, c, d ge- 
mein haben; was zu beweisen war. 

Da nun die Flichen 9;, weil sie ein Biischel bilden, alle Punkte 
gemein haben, welche irgend zwei derselben gemein sind, und da 
die Fliichen F’, und F,, welche dem Biischel auch angehéren, durch 
YP; Po «+. py gehen, so gehen auch alle Flichen ; durch p, p, ... p,. 
Es soll aber noch gezeigt werden, dass die Fliichen dieses Biischels 


die einzigen sind, welche die Punkte p, p, ...p, enthalten. 
Zuniichst ist klar, dass jede Fliiche, welche durch p, p, ... p, 


geht und einen Punkt m; der Geraden G enthilt, dem Biischel ange- 
hért, denn es ist gezeigt worden (§. 2,3), dass durch diese 9 Punkte 
nur eine einzige Fliiche geht und es muss daher dieselbe mit der 
Fliche ®; zusammenfallen, welche durch das Punktepaar m; n; der 
Involution geht, in welcher der Fliichenbiischel von G geschnitten wird. 


Gabe es aber iiberhaupt eine Fliiche ¥Y zweiter Ordnung, welche 
durch p, p, ... ps ginge und dem betrachteten Biischel nicht angehdrte, 


so kénnte man mit ¥ und einer I liche ®; des Biischels einen zweiten 
Flaichenbiischel bestimmen. Dann miissten aber alle Flichen des letz- 
ten Biischels, welche G schneiden, nach dem Vorigen nothwendig mit 
Flichen des ersten Biischels zusammenfallen, was nicht miglich ist, 
wenn nicht die beiden Biischel identisch sind. 

6) Um von den Flichen des Biischels diejenige zu finden, welche 
noch durch p, geht, wird man durch p, eine Ebene legen, welche das 
Flachenbiischel in einem Kegelschnittbiischel schneidet. Von den Cur- 
ven des letztern geht eine einzige durch p,. Sie hat in den Kegel- 
schnittbiischeln auf den Ebenen A und B zwei entsprechende Kegel- 
schnitte, welche G zur gemeinsamen Sehne haben. Dieselben bilden 
mit (zum Beispiel) p, zusammen die bestimmenden Stiicke fiir diejenige 
Flaiche zweiter Ordnung, welche durch p, p, ... py py geht (vgl. §. 2, 1). 


Im Friihern wurde zuerst durch p, p,...p; und einen beliebigen 
Punkt m, von G ein Flichenbiischel zweiter Ordnung bestimmt und 
in demselben diejenige Fliche gesucht, welche durch p, geht. Dabei 
wurde angenommen, dass p, kein den Fliichen des Biischels gemein- 
samer Punkt sei. Dieser Fall soll nun besonders betrachtet werden: 

@) p, ist ein den Flichen des Biischels p, p,... p,; m, gemein- 
samer Punkt. 

Bestimmt man nun noch durch p, p,...p, und einen andern 
Punkt m, von G ein zweites Flichenbiischel, so kénnen zwei Fiille 
eintreten : 
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Flichenbiischel zweiter Ordnung. 


b) p, ist kein den Flichen dieses Biischels gemeinsamer Punkt. 

c) p, ist ein solcher. 

Finden die Bedingungen a) und ¢) statt, so gehen durch jeden 
Punkt m; zwei Fliichen, welche p, p,... p; pg enthalten. Dieselben 
bestimmen ein neues Biischel, in welchem eine Fliche durch einen 
weitern Punkt »; von G geht. 

Es gehen also dann alle Fliichen, welche G in zwei beliebigen 
Punkten m; und m; schneiden und durch p, p,... p; gehen, auch 
durch p,. 

Fiir Flichen, welche G nicht in reellen Punkten treffen, gilt das 
Gleiche. 

Man denke sich zwei beliebige durch p, ... p, gehende Flichen 
Y, und ¥,, so bestimmen dieselben ein Biischel. In demselben 
wihle man zwei Flichen Y; Y;, welche G schneiden, und zwar in 
den Punktepaaren m; n; und m, m. Dann gehen nach dem Vori- 
gen Y; Y; und in Folge dessen Y, und ¥, durch p,, das heisst: 

Wenn die Bedingungen a) und c) stattfinden, das heisst, 
wenn p, auf drei durch p, p,...p; gelegten, nicht in einem 
Biischel enthaltenen Flichen zweiter Ordnung gelegen ist, 
so gehen alle durch », p, ... p, gelegte Flichen auch durch gy. 

Ist dagegen ¢) nicht erfiillt, so gehen durch p, p, ...p, keine an- 
deren Fliichen als diejenigen des Biischels p, p,... p,m, und die frii- 
heren Betrachtungen werden dadurch nicht gestort. 

In Betreff eines synthetischen Beweises des Satzes, dass immer 
ein solcher Punkt p, gefunden werden kann, welcher auf drei nicht 
in einem Biischel enthaltenen Fliichen zweiter Ordnung, die durch 
sieben-Punkte gehen, und somit auf allen diesen Flichen. gelegen ist, 
siehe Hesse Crelle’s Journal Bd. 26. oder meine Abhandlung pag. 407. 
der Annalen. 









Bemerkung iiber die Geometrie auf den windschiefen 
Flichen dritter Ordnung. 
Von A. CLesscn in G6rrinGEN. 


In dem Folgenden will ich ein Verfahren angeben, wie man die 
auf einer windschiefen Fliche dritter Ordnung liegenden Curvenschaa- 
ren einfach und iibersichtlich classificiren kann. Dabei bemerke ich 
nur zuniichst Folgendes: 

Die windschiefen Flichen dritter Ordnung werden (vgl. Borchardts 
Journal, Bd. 67. p. 17) auf einer Ebene so abgebildet, dass die ebe- 
nen Schnitte sich durch Kegelschnitte darstellen, welche durch einen 
festen Punkt A der Bildebene gehen, und die Verbindungslinie zweier 
andern Punkte B,C harmonisch theilen. Solche zu B,C harmonische 
Punkte sind die Bilder eines Punktes der Doppelgeraden. 

Wenn man also Raumcurven untersucht, deren Bilder Curven 
n' Ordnung mit efachen Punkten in A sind, so findet man zwei 
Arten von Specialisirungen, welche diese Curven erfahren kénnen. 
Erstens kénnen einmal oder mehrere Male Schnittpunkte der Curve 
mit BC zu B wd C harmonisch liegen; zweitens kénnen vielfache 
Punkte der Curve ausserhalb des Punktes A auftreten. In beiden 
Killen hat man besondere Fille der entsprechenden Raumeurve vor 
sich, in denen wirkliche Doppelpunkte eintreten; doch ist der Charak- 
ter dieser Ausartung in beiden Fiillen giinzlich verschieden. Im ersten 
Kalle treten wirkliche Doppelpunkte auf, welche auf der Doppellinie 
der Fliiche liegen, und bei denen beide Zweige der Curve sich auf 
verschiedenen Miinteln der Fliiche befinden. Durch eine solche Aus- 
artung wird das Geschlecht der Abbildung, also auch der Raumcurve, 
nicht erniedrigt. Dagegen tritt eine soleche Erniedrigung im zweiten 
Falle ein, wo die singuliire Tangentenebene der specialisirten Raum- 
curve zugleich Tangentenebene der Filiiche ist. 

Ich werde im Folgenden diese beiden Ausartungen nicht als be- 
sondere Classen von Raumcurven auffassen, sondern sie als Grenzfille 
betrachten, welche unter denjenigen enthalten sind, die sich als Cur- 
ven x'** Ordnung mit @fachem Punkte in A abbilden. Man hat dann 
nur die durch diese beiden Zahlen charakterisirten Familien (x, «@) zu 
untersuchen. 

Die Familie (” ,«@) wird gebildet aus Raumcurven, deren Ordnung 
N und deren Geschlecht p (letzteres mit der soeben besprochenen Ein- 
schriinkung) durch die Formeln gegeben sind: 
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N = 2n—a 
(1) n—1.n—2 a.a—1 n—1—a.n—2+a 
p oe . —_ a ae —. : 9 a py 


Ks ist nun zweckmiissig, diese Familien nach p zu ordnen, und 
dabei die Bezeichnungen einzufiihren: 
2£=n—2+a 
(2) 


y= n—l—a, 


wodurch man die Formeln erhilt: 
a+y+3 i: ca “w—y+1 


9 9 
~ — 


OO cies e+3y+5 “vy 
= <3 


p= 


(— sas 


(3) 


Von den Zahlen x, y ist nothwendig stets eine gerade, die andere 
ungerade. Ferner kann, » = 1 ausgenommen, eine Curve »' Ord- 
nung héchstens einen (xn —1)fachen Punkt haben, wenn sie nicht zer- 
fallen soll, was ich immer ausschliesse. Daher ist « < n — 1 (fiir n > 1), 
und also fiir n > 1% und y nicht negativ. Es ergeben sich daraus 
folgende Fiille, welche zu betrachten sind: 

1. n= 1. Je nachdem « = 1 oder a = 0, erhiilt man die Schaar 
von Geraden, welche durch den Punkt A gehen, und welche Bilder 
der Erzeugenden der Fliche sind; oder Gerade der Bildebene, 
welche nicht durch A gehen, und welche also Bilder der Kegel- 
schnitte sind, welche mit je einer der Erzeugenden ebene 
Schnitte bilden. 

2. n>1, p=0. Dies kann auf doppelte Weise eintreten. Die 
Gleichung « =0 ist nur méglich, wenn n=2, «=O. Man erhiilt 
also nur Kegelschnitte, welche nicht durch A gehen. Ihnen entspre- 
chen Raumeurven vierter Ordnung und zweiter Species. 

Dagegen fiihrt yO auf eine unendliche Reihe von Curvenfami- 
lien. Denn setzt man e = n—1, so wird 

x=2n—3 , N=n-+1. 

Es giebt also auf der Fliche eine unendliche Schaar 
von Curvenfamilien des Geschlechts p=—0; von jeder Ord- 
nung N>2 existirt eine solehe Familie, deren Glieder 
jede Hrzeugende einmal treffen. 

Man sieht, dass unter diesen Familien auch wieder eine Schaar 
von Raumeurven vierter Ordnung und zweiter Species sich befindet. 
Sie ist von der vorigen giinzlich verschieden; denn jede Curve der 
vorigen Art schneidet jede Erzeugende zweimal, jede der letzten Art 
aber schneidet jede Erzeugende nur einmal. 

3. p>O. Fiir jedes griéssere p giebt es nur eine end- 
liche Anzahl von Curvenfamilien. Man erhilt die ihnen 












636 A. Cresscn. Bemerkung iiber die Geometrie etc. 


entsprechenden Zahlen z,y, indem man die Zahl 2p auf 
alle méglichen Arten in einen geraden und einen ungera- 
den Factor zerlegt, und nur dabei beachtet, dass 


o- soy? 
nicht negativ sein kann, dass alsoy héchstens um 1 groésser 
sein kann als 2. 

Insbesondere also giebt es fiir p—2" nur immer eine Classe, fiir 
welche z = 2"+1, y= 1. Die Zerlegung x = 2p, y=1 kommt immer 
vor, und giebt N =p + 4; ist p eine ungerade Primzahl, so giebt 
p+il 


nur noch eine andere, nimlich z=p, y=2, N=*-5—; beip=3 
ist auch noch die aus der Vertauschung von « und y hervorgehende 
Zerlegung «=2, y=3 hinzuzufiigen. 


Die ersten Werthe von p geben folgende Curvenfamilien: 


z2iyilwN n | @ 2@igiwN n a 
p=l1: ~ p44: —| —— 

S43 5 | 8 1 eT se i eT € 4 

t a 6 lt ies 5 x | y | N n oe 

or T | I= Vd: 

i" x y | N |» a 1 0 | 1 9 | 7 5 
4 | 1 6 4 | 2 5 2 8 | 5 2 
2#iy N n ce r x y N n oe 

p=3 p= 6: - | 
6 2812 3 12 1 | 10 8 6 
SRRG SESE 4/3]/9/] 5/1 
2/3/81] 4] 0 3 | 4 [10 | 5 | 0. 





Gottingen, den 26. Mirz 1869. 


Verbesserungen. 


. . a a 
p. 31. In den beiden letzten Formeln ist statt + i ™ setzen — zx 
p. 148. Z. 8 u. 10. Statt V zu setzen »v. 


p. 153. 154. In No. 22 statt ry zu s. "Bs und statt Tg wus. Ty. 
p. 272. Z, 3. Statt ,,der Doppelcurve“ zu s. ,,der Abbildung der Doppelcurve.“ 
p. 295. letzte Z. Statt ,,Punktepaare“ zu s. ,,Curve.* 
p. 296. Z. 1. Statt 2 zu s. 3. 
p. 296. Z. 2. Statt 4 zu s. 3. 
p. 436, Z. 11. Statt divisé zu s. divisés. 
p. 437. Z. 21. Statt que nous zu 8. que nous nous. 
p. 445. Z. 6. Statt [X, X’] zu s (KX, K'} und statt r zu s. —_——_——_ 
7 i es ‘ ” “@F oa * da.db.de 
g 2 F . 
p. 445. Z. 10. Statt r* zu s. aaa) 
p. 451. Z. 7 v. u. Statt > (= sr) gus. 2 x (2 9”). 
Ox Ox 


. 579. Statt der Zeilen 11, 12 u. 13 ist zu setzen: wo x einen integrirenden Factor fiir denjenigen 
linearen complexen Differentialausdruck bezeichnet, dessen Modul 
d? a.h. Edw? + 2¥Fdudv + Gde* 
ist, und wo p= Const. die Gleichung derjenigen Curven bedeutet, deren tangentielle etc. etc. 
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